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iv 使 用 说 明 


使 用 说 明 


《学 习 指 引 》 的 第 二 册 对 应 于 《吉米 多 维 奇数 学 分 析 习 题 集 》( 以 下 简称 为 《习题 
集 》) 的 第 三 章 、 第 四 章 和 第 五 章 , 即 从 不 定 积分 、 定 积分 到 无 穷 级 数 . 
与 本 书 的 第 一 册 相 同 , 由 于 很 多 节 内 的 习题 量 相当 大 , 含有 不 同 的 内 容 和 层次 , 因 
此 在 大 多 数 节 中 , 都 将 习题 分 成 若干 小 节 . 例如 83.1.7 就 是 第 三 章 第 1 节 的 第 7 小 节 
又 如 81.4.7, 82.8 和 8$82.12.2 等 则 均 见 于 《学 习 指 引 》 的 第 一 册 . 

这 样 的 安排 也 会 带 来 一 些 不 便 , 这 就 是 在 节 内 的 各 个 小 节 之 间 的 习题 顺序 与 原 有 
的 题 号 顺序 不 完全 一 致 . 为 了 方便 读者 对 习题 的 检索 , 本 书 的 目录 中 在 每 一 节 和 每 一 小 
节 的 标题 后 都 在 括号 内 标明 它们 所 履 盖 的 习题 编号 . 这 样 的 安排 在 第 二 册 中 只 有 一 个 
例外 , 即 在 83.1.8 小 节 集 中 了 83.1 节 中 所 有 与 双 曲 函数 有 关 的 习题 , 但 没有 在 目录 中 标 
出 这 些 习 题 的 位 置 变动 . 

本 书 在 各 节 或 各 小 节 所 履 盖 的 习题 中 只 能 选取 部 分 习题 进行 讲解 或 作 分 析 . 在 解 
答 时 , 无 论 是 计算 题 还 是 证 明 题 一 律 用 “ 解 " 开 始 . 在 交叉 引用 前 后 的 习题 时 , 如 果 它 在 
本 书 有 讲解 , 则 会 指明 所 在 的 节 或 小 节 . 否则 , 一 般 会 简 述 其 内 容 , 至 于 该 题 的 完整 叙述 
则 请 看 《习题 集 》 的 全 译本 
在 不 少 节 的 最 后 , 本 书 会 添加 一 小 节 , 称 为 补 注 , 其 中 包含 对 某 些 难 题 的 解 、 对 某 些 
内 容 的 注解 和 补充 . 
根据 需要 , 本 书 还 增加 了 若干 命题 和 少量 例题 , 其 中 命题 按 章 编号 , 例题 不 独立 编 
号 . 第 二 册 在 正文 后 设置 一 个 附录 , 其 中 列 出 前 面 所 有 命 古 的 内 容 和 页 码 . 

本 书 的 编写 中 利用 了 大 量 的 参考 资料 . 在 参考 文献 中 只 列 出 第 二 册 引 用 到 的 书籍 
对 于 引用 的 论文 , 只 在 引用 处 写 明 其 所 在 杂志 、 标 题 、 页 码 和 年 份 . 

本 书 采 取 以 下 常用 的 数学 记号 : 

() 用 X 表示 全 体 正 整数 , 用 也 表示 全 体 整数 , 用 @ 表示 全 体 有 理 数 , 用 及 表示 全 
体 实数 . 

(2) 设 己 Q@Q 为 命题 ,用 已 < 全 Q 表示 忆 与 Q 等 价 ;用 忆 一 Q 表示 若 忆 成立, 则 


广 


(3) 用 记号 “ 口 ? 表 示 解 、 分 析 和 证 明 等 的 结束 . 


附 ”下面 列 出 在 第 二 册 中 尚未 解决 的 一 个 问题 , 敬 请 读者 赐教 或 告知 有 关 文 献 . 
证 明 : 当 |z| > 1 时 无 穷 乘 积 


发 散 . ( 见 85.9.2 的 习题 3083.) 
注 在 第 二 册 第 一 次 印刷 时 在 这 里 所 提出 的 一 个 不 等 式 问题 已 为 苏州 大 学 的 汤 正 
谊 和 刘 长 剑 两 位 老师 用 不 同 的 方法 解 决 , 即 证 明了 当 z > 0 时 成 立 不 等 式 


~ 一 工 
(Z 十 1) zf+l 十 2 >2. 
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第 三 章 不 定 积分 


内 容 简介 ”这 一 章 学习 不 定 积分 的 计算 . 83.1 包含 了 最 为 基本 的 积分 方法 和 习题 
此 后 的 83.2-83.5 二 函数 为 有 理 函 数 、 无 理 函 数 、 三 角 函 数 与 其 他 超越 函数 分 
别 介绍 各 种 计算 方法 . 83.6 是 综合 和 复习 , 并 含有 少量 带 有 理论 性 的 习题 


对 不 定 积分 来 说 , 最 基本 的 出 发 点 就 是 第 一 册 8$2.6.4 的 习题 1259, 即 在 区 间 上 导数 
处 处 等 于 0 的 函数 只 能 是 这 个 区 间 上 的 常 值 函 数 . 由 此 即 可 推出 , 大 在 区 间 上 定义 的 函 
数 fz) 有 原 函 数 , 则 其 所 有 原 函 数 彼 此 之 间 只 相差 一 个 任意 常数 . 我 们 将 /z) 的 所 有 
原 函 数 全 体 称 为 fz) 的 不 定 积分 , 记 为 
| 7 dz. 


在 进入 计算 题 之 前 , 先 介 绍 下 列 结果 . 它 在 理论 和 计算 方面 都 是 基本 的 . 


命题 3.1 设 在 区 间 上 定义 的 函数 fz) 有 原 函 数 , 则 有 以 下 结论 成 立 : 

() 若 /z) 是 奇 函 数 , 则 它 的 每 一 个 原 函 数 都 是 偶 函数 ; 

(2) 若 /z) 是 偶 函 数 , 则 它 的 原 函 数 中 必 有 唯一 的 一 个 奇 函数 ; 

(3) 若 jz) 是 周期 为 了 的 周期 函数 , 则 其 所 有 原 函 数 都 是 周期 为 了 的 周期 函数 与 
同一 个 线性 函数 之 和 . 


证 用 忆 (z) 表示 jz) 的 任意 一 个 原 函 数 , 于 是 在 上 的 定义 区 间 上 有 玉 (z) = /zz). 
(1) 若 jz) 是 奇 函数 , 则 有 
IEE(z) 一 FF-zj] = zz) 十 及 -27) = 
由 此 可 见 P(z) 一 下 (-zZ) = c, 即 在 大 的 定义 区 间 上 为 常 值 令 z=0 代 入 , 可见 
c= 0. 于 是 有 (z) = 巨 (-z), 即 是 偶 函 数 @ . 

(2) 任 取 一 个 原 函 数 F(z), 则 F(z) - 天 (0) 也 是 原 函 数 ， 从 忆 (z) = jz) 为 
个 函数 出 发 , 可 见 [(F(z) 一 下 (0)) + CE-z) 一 碟 (0 = jz) 玫 -z) = 0, 于 是 
(RE(z) 一 (0)) 二 (ER(-z) 一 开 (0)) = < 为 常 值 末 数 . 用 z = 0 代入 可 见 c = 0. 于 是 得 
到 F(z) -0) = -(E(-z) 一 已 (0)), 这 表明 玉 (z) -已 (0) 为 奇 函 数 . 其 他 所 有 原 函 数 
F(z)+C(C 关 -FF(0)) 在 z= 0 处 不 等 于 0, 因此 都 不 会 是 奇 函 数 . 

(3) 若 /是 在 (--co,+eo) 上 的 周期 为 全 (> 0) 的 周期 函数 , 即 有 /z+T) = /zz). 若 
(z) 是 一 个 原 函 数 , 则 [F(z+T)-F(z)]' = jz+2 一 z) = 0, 因此 下 (z 二 四 一 已 (z) = 
c 是 常 值 函数 . 用 z = 0 代入 , 则 c= FT) - 已 (0), 于 是 就 有 Etz 十 ZI 一 Fz) = c. 

这 时 考察 函数 G(z) = 已 (z) 一 款 的 则 就 有 


中 对 于 区 间 上 定义 的 奇 函 数 或 偶 函数 ， 其 定义 区 间 一 定 包含 点 > = 0. 


本 


Se 
有 上 
一下 (Z 十 丰 一 局 z) 一 c=0， 
因此 G 是 周期 为 了 的 周期 函数 . 从 而 忆 (z) = G(z) 十 本 即 一 个 周期 函数 与 一 个 线 
性 函数 之 和 . 可 以 看 出 , 由 此 加 上 任意 常数 得 到 的 所 有 原 函 数 中 , 其 中 关于 z 的 一 次 项 
公 z 都 是 相同 的 . 
注 在 学 了 第 四 章 的 定 积 分 之 后 , 可 以 对 于 命题 3.1 给 出 新 的 证 明 , 参见 84.2.5 的 
习题 2259 和 2267. 


83.1 最 简单 的 不 定 积分 (习题 1628-1865 ) 

内 容 简 介 “本 节 学 习 不 定 积分 中 最 为 基本 的 方法 . 各 个 小 节 基本 上 按照 方法 将 习 
题 分 类 . 这 里 比较 重要 的 是 要 学 会 换 元 法 和 分 部 积分 法 . 其 中 换 元 法 有 两 种 . 为 简单 起 
见 , 假设 以 下 出 现 的 函数 或 导 函 数 都 是 连续 函数 ， 
第 一 种 换 元 法 (直接 代 换 法 ) 是 将 不 定 积 4 | jz) dz 的 被 积 表达 式 jz) dz 改写 为 
jz)dz =g(w(z))w'(z)dz， 

于 是 通过 代 换 w = w(z) 就 得 到 


jz) dz = | yc dz 一 | dv (3.1) 


则 答案 为 


由 此 可 见 , 这 种 方法 包含 三 个 要 点 . 首先 是 将 被 积 函 数 /xz) 分 拆 为 两 个 因子 
jw(z))w'(z), 使 得 第 二 个 因子 与 dz 成 为 微分 du = dw(z) = w'(z) dz, 同时 又 使 得 第 
一 个 因子 是 = w(z) 的 函数 ; 其 次 是 能 够 求 出 9g(w) 的 不 定 积分 G(w) + C; 最 后 必须 将 
内 一 w(z) 代入 到 这 个 不 定 积分 中 , 得 到 以 z 为 自 变 量 的 原 函 数 全 体 . 

由 于 以 上 的 第 一 步 经 常 是 凌 出 来 的 , 而 最 后 又 有 dG(w(z)) = 9g(w(z))w'(z) dz = 
dz, 因此 这 个 方法 也 常 称 为 凑 微 分 法 . 
第 二 种 换 元 法 ( 道 代 换 法 ) 是 用 某 个 可 微 函 数 z = 2( 均 代入 到 被 积 表达 式 F(z) dz 
中 , 于 是 就 得 到 


太 2Z 


Ne 


| 7 dz 一 | Are)wg dt (3.2) 
这 时 如 果 上 式 右边 的 不 定 积分 能 够 积 出 为 正人 十 C, 且 z = 2 人 有 反 函 数 上 = ol1(z)， 
则 就 得 到 答案 为 


83.1 


最 简单 的 不 定 积分 (习题 1628-1865 ) 


两 种 换 元 法 很 相似 , 都 要 求 在 采用 新 变量 后 的 不 定 积分 能 够 积 出 来 . 然而 它们 之 间 


又 有 不 同 : 


() 等 式 (3.1) 主要 是 将 左边 积分 号 下 的 表达 式 凑 成 微分 , 而 等 式 (3.2) 是 用 
此 第 二 和 


人 入 , 因 


Z 二 9 人 


(2) 在 得 到 (3.1) 之 前 


此 在 上 式 右 边 代 入 忆 == 


换 元 法 常 


往生 


经 知道 , 或 者 估计 能 够 求 


称 为 代入 法 . 


(3.2) 的 右边 之 后 , 再 看 用 


其 


功 , 还 要 另 想 别 法 ， 


包 # 


| 


和 


Ac 


纪 


忌 


Z) 就 给 出 了 问题 
方法 求 积 . 若 
的 函数 代入 , 或 用 


| 
癌 


右边 积 不 


他 方法 . 


民 


以 下 按照 《习题 集 


表 求 积 之 外 , 从 8$3.1.2 到 83.1.7 的 每 一 小 节 


》 


对 . 有 不 少 题 可 以 考虑 用 


种 解法 以 供 比 较 . 又 将 分 散在 各 个 小 节 
, 其 中 包括 对 于 双 上 
本 节 以 下 提 到 的 函数 /z) 等 , 在 不 作 其 他 说 明 时 , 均 假 设 是 


节 83.1.8: 


函数 


他 方法 来 求 


(du 一 GO 十 C， 
的 答案 . 然而 在 用 代入 法 时 , 却 往生 
6 则 这 次 用 二 二 edb 的 代入 不 成 


是 写 


的 标题 
解 , 也 许可 


指出 了 所 用 


中 有 关 双 上 
的 基本 知识 的 介绍 . 


3.1.1 直接 用 积分 表 求 积 (习题 1628-1653) 


《习题 旨 


攻 》 在 本 节 开 始 列 出 了 


了 芭 辐 


园 A 2 


区 间 上 的 


在 最 后 一 个 


、 


业 


单 的 积分 表 , 它 相 


然而 , 对 本 小 节 : 
不 定 积分 的 线性 4 


刀 


设 w,! 为 常数 


生 质 , 这 就 
| 四 daz=FaO+C mdz 
对 ,就 有 


的 不 定 积分 习题 , 除了 |) 


it 是 在 已 知 


于 一 般 教科 书 ， 


最 简 


C(z) 


十 CC， 


| [af(lz)+bo(zjldz = aF(z) 二 DG(z) 二 C 


这 香 


由 了 


本 
本 下 | 


本 小 
习题 1628 求 | 


的 问题 比较 简 生 
的 习题 都 是 不 可 或 缺 的 基 而 


引 


吕 


从 


局 


3 一 Z2)3 dz. 


1 练 . 


解 


用 二 项 式 定 青 


将 被 积 函数 展 了 


于 后 即 可 逐 项 求 积 如 下 : 


| (3 一 z2)3 dz = | (27 一 27z2 十 9z4 一 z6) dz 


届 
出 


原 有 的 安排 分 成 若干 小 节 来 学 习 . 除了 83.1.1 为 直接 用 积 4 
的 主要 方法 , 但 并 非 允 
能 更 好 . 为 此 我 们 对 部 分 题 给 出 了 多 
函数 的 习题 全 部 集 


名 


已 


小 


的 公式 之 外 , 还 经 常 要 利 


一 27z 一 9za 十 号 o5 一 到 开 十 C 
< 日 < e37 十 1 
习题 1646 求 | dz 
解 ” 由 于 被 积 函 数 的 分 子 在 因 式 分 解 后 可 为 分 母 整除 , 因此 可 展开 求 积 如 下 
e37 十 1 Se 2 人 
| dz=|e e" 十 1)dz 
1ezz ezTz+C 


二 1 


上 
/ 朋 


举 少数 例题 . 然而 对 于 第 一 次 学 习 积 分 的 读者 来 说 ， 


3.1.2 ”用 线性 代 换 求 积 (习题 1654-1673) 
本 小 节 的 求 积 都 依赖 于 习题 1654 给 出 的 公式 , 这 种 方法 称 为 用 线性 代 换 求 积 . 


习题 1654 证 明 : 若 | 7 dz= F(z 上 +C, 则 
| rez+Ddz= 辣 Faz+ 昌 +C (wa 天 0). 


解 ” 利 用 不 定 积分 是 求 导 运算 的 逆 运 算 , 从 题 设 条 件 有 玉 (z) = 帮 z), 因此 只 要 用 
链 式 法 则 就 有 


[二 Faz 十 中 去 工 .jaz 二 ba= az 十 中 ， 
这 与 所 要 求证 的 结论 等 价 . 
注 “习题 1654 既 可 以 从 第 一 种 换 元 法 ( 即 凑 微 分 法 ) 来 理解 , 也 可 以 从 第 二 种 换 元 
法 ( 即 代 入 法 ) 来 理解 . 下 面 对 此 作 一 些 解释 . 
写 出 


~ 
ns 
本 

忆 

- 

1 
忆 | 王 


| rez+aa (az 十 中 ， 


并 利用 已 知 | Fo du = Fo 上 + C, 就 可 见 上 述 不 定 积分 的 答案 为 


二 (u) +O= FF (az 十 b) 十 C. 


4 一 QZ 十 D 
由 此 可 见 , 这 就 是 凑 微 分 法 的 最 简单 情况 之 一 
现在 对 积分 | flaz 十 访 qz 用 第 二 种 换 元 法 , 令 az 二 1 一 忆 即 一 二 人 一 臣 则 有 


| ez 表 过 [7 人 一 仍 ) dd 


CQ 
1 
由 于 已 知 有 |7Ou = F(D) + C, 因此 上 述 最 后 一 式 即 等 于 二 PCD)| ,+C= 


工 Faz 十 思 十 C. 
由 此 可 见 ， 站 但 对 于 习题 1654 来 说 几乎 没有 区 别 . 本 小 
节 的 标题 表明 , 它 是 用 线性 代 换 求 不 定 积分 的 一 种 方法 . 
对 于 第 一 次 学 习 不 定 积 分 的 读者 来 说 ,上述 两 种 换 元 法 的 解释 
意 之 处 , 它们 都 是 不 定 积 分 中 的 基本 常识 . 
方面 , 有 了 | rd = Flz) + C 之 后 , 那么 也 就 成 立 | 7 du = FJ 上 CC， 
|7@ dt = 严 ( 十 C 等 等 
另 一 方面 , 不 定 积分 | rz 十 及 dz 作为 原 函数 全 体 的 集合 , 其 自 变 量 必 须 是 z, 基 
此 在 前 面 的 解释 中 最 后 必须 用 炎 = az 二 或 者 上 = az 十 品 代 入 ， 了 


还 有 两 个 值得 注 
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习题 1656 求 | (2z 一 3)10dz. 
解 ”用 习题 1654 的 结果 可 求 积 如 下 : 


| (2z 一 3)m0dz= 读 | (2z-3)md2z-3)= 方 2z-3)+C 
习题 1661 求 | 于 5 二 
解 ” 按 照 习题 1654 的 方法 可 求 积 如 下 : 
dz 1 dz 


2+3z2 2 1 十 号 z2 


习题 1668 求 | e 


解 用 三 角 函 数 的 半角 公式 即 可 求 积 如 下 : 
d d 
| 二 | 和 
利用 线性 代 换 可 以 从 《习题 集 》 中 的 基本 积分 公式 得 到 如 下 含有 参数 的 积分 公式 
(在 被 积 函数 中 出 现 o2 时 设 ae > 0), 它们 在 许多 教科 书 中 都 作为 基本 公式 出 现 . 本 书 以 
下 也 将 直接 引用 ， 


= 工 arctan 十 C; 
Q Q 


= 过 上 | 二 二 让 )daz= 去 惠 | 于 2 


2a 一 Q 十 Q 2a 


划 (3.3) 
一 arcsin 元 十 C; 


一 mlz+Vz2+awl+C (a 科 0 


3.1.3 ”用 凌 微 分 法 求 积 (习题 1674-1720) 


如 本 节 一 开始 所 说 , 第 一 种 换 元 法 是 求 不 定 积分 的 主要 方法 之 一 它 的 要 点 是 将 被 
可 表 达 式 凑 成 为 某 一 个 已 知 函 数 的 微分 , 故 亦 称 为 凑 微 分 法 . 这 一 小 节 的 习题 是 这 方面 
的 基本 训练 . 当然 其 中 的 题 也 经 常 可 以 用 其 他 方法 求解 . 

如 前 所 述 , 在 使 用 第 一 种 换 元 法 的 公式 (3.1) 时 , 实际 上 是 分 两 步 做 , 即 先 将 被 积 虽 
达 式 看 成 为 g(w(z)) 与 do = w'(z) dz 之 积 , 然后 令 业 = w(z), 再 计算 出 fu 的 不 定 积 
分 为 民 (u) + C, 最 后 用 v = w(z) 代入 . 

从 本 小 节 的 较 后 的 习题 可 见 , 上 述 第 二 步 , 即 求 | f(a) du, 也 还 可 能 能 再 用 凑 微 分 法 
(或 其 他 方法 ) 做 下 去 . 


号 《本 


习题 1675 求 本 泊 十 Z3 dz. 


解 用 z2dz = 可 dz 不 如 用 


| 22+mdz 二 


习题 1680 求 | 


d7 


(LTT2Z)VZ 


3 生 
和 (二 2) 十 C 一 


一 2arctan VZ 十 C. 


|a 下 


于 


解 利用 - 雁 = d(2V, 即 可 求 积 如 下 
| 二 攻 二 -2 
(1 十 ZJ)VZ 1 十 2 
习题 1682 求 | 二 全 一 
ZVZ2< 十 工 
解 1 将 积分 中 的 被 积 函数 改写 如 下 : 
dr  _ | dz 
| 二 属 1+ 证 
然后 利用 对 = d( - 二 ), 即 可 用 凌 微分 法 求 积 如 下 : 
1 
| dz =-| 由 | 
ZVZ2 十 1 


解 2 也 可 以 将 以 上 计算 改写 为 用 第 二 利 
称 为 倒 代 换 . 这 时 有 dz 


d 
| ZVZ2 十 1 


注 “本题 的 被 积 函数 在 z = 0 处 无 定义 , 因此 应 当 在 两 


分 别 求 积 


z = 二 解决 . 这 与 我 们 部 知 的 积分 | < = 和 |z| + C 相同 ， 
为 简明 起 见 , 今后 我 们 对 
ti > 0 等 ) 的 求解 过 程 和 答案 ， 


-| 


1 
友 


/ 工 
于 
家 5 


| 


1 十 Vz2 二 1 
化 


平江 


dt 


VI1 十 记 


十 己 . 


= -了 | 去 ++ 二 |+cC: 
耻 也 


换 元 法 ( 即 代入 法 ), 所 用 的 代 换 = = 填 


1 qd7Z 1 昕 < 
吉 d 全 = td 人 (十 ), 于 是 可 求 积 如 下 : 


1 半 
(1L+xz53)35 二 C. 


三 一 ml 十 V1I+ 妈 | 十 C 


全 


. 上 述 解 1 和解 2 都 只 对 z > 0 有 效 ,， 对 本 


类 


以 的 不 定 积分 题 一 般 


形 


对 于 其 余 ; 


上 的 奇 函 数 或 介 


况 可 用 类 似 的 
函数 的 情况 , 则 可 用 命题 3.1 之 (1) 或 


六 z < 0 的 另 


半 情 况 可 以 ) 


况 (例如 z > 


只 写 出 某 些 情 


z2dz 一 计 d(L+ 2z9?), 然后 即 可 用 凑 微 分 法 求 积 如 下 : 


区 间 (z > 0 和 z<0) 上 
j 代 换 


0 或 


2) 解决. 


代 换 得 到 ,对 了 


被 积 函 数 为 


区 间 
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习题 1684 求 | 一 全 到， 
(十 12 


解 1 将 被 积 函 数 的 分 母 作 类 似 于 习题 1682 解 1 中 的 处 理 , 即 可 求 积 如 下 : 


| 一 人 0 二 (+ 吉 


2 
(Z 十 了 1) 13 二 2 
民 
1 2? Z 
= (1+ 5 ) 所 C 全 人 
解 2 用 倒 代 换 z = 1/ 可 求 积 如 下 : 
2 
d2Z 了 才 二 tdt 
| 浊 1) 公 呈 | 1 7 人 
2 十 
| 
2 Se 
= -到 | 人 ( 刀 十 站 上 C 
(e+ 
三 一 十 人 
VE 
解 3 用 三 角 代 换 z = tant 则 可 求 积 如 下 : 
| 二 二 -| 殖 生 和 = | sstd: <Y 
(z2 十 莹 SecC 
= sint + CO = 一 一 十 CC 
2 十] 辅助 三 角形 


注 在 解 3 的 代 换 中 可 设 ee 从 而 对 z>0 和 >z<0 同 时 有 效 , 而 解 1 
和 解 2 均 只 对 zy 兰 0 有 效 , 然后 利用 命题 3.1 可 知 其 答案 对 z < 0 也 成 立 . 此 外 , 解 3 的 
最 后 一 步 要 将 sint 写成 为 z 的 函数 , 这 可 以 用 附 图 中 的 辅助 三 角形 来 完成 . 


习题 1692 求 攻 


3 
解 1 仿照 习题 1682 解 1 的 方法 , 可 凑 微 分 求 积 如 下 : 
| dz =| dz =-| de“) 
VI 十 e2z ezVT 十 e-22 1 十 (ez)” 
一 mle “十 VI1+e-2 刀 ) 十 C 
=2 一 mn1L+V1+e2z) 十 CC 
解 2 用 代入 法 . 令 ee = 已 即 z= mnt 于 是 可 将 积分 归结 为 习题 1682 如 下 ; 
dz dt 1 十 V 好 十 1 
”dd -~- 一 一 ln 包 
17 CO 
其 中 由 于 上 = ez > 0, 在 取 对 数 时 的 绝对 值 号 可 以 略 去 . 最 后 再 用 上 = ez 代入 即 可 得 到 
与 解 1 相同 的 答案 


习题 1700(a) 求 | 


解 1 不 妨 设 wb 
若 a=5>0, 则 有 


若 w 夭 咏 则 可 读 微 分 求 积 


| Sin Z coOS 2 


> 0， 


Va2sin2-7 十 p2cos27 


草 分 
Sin 2 coS 人 和 
Va2gsin27 十 b2cos27 
不 同时 为 0. 
Smnzcos2z dz 一 了 sin2z 二 C 
Q 2a 
14 如下: 
| Sin Z COS 2 dz 
人 


a2 一 2)sin2z 十 妈 2 


2 12\si 2 2] 
RE do 一" )sin 2Z 二 | \Va2gsin2 人 十 02cos2 并 十 C. 
2(a2 -- 好 2) 2 a2 一 二 
(a2 一 2)sin 2 十 好 
解 2 利用 
sinZ cos2 dz 一 六 sin 27 d2 一 一 工 d(cos 22)， 
即 可 凑 微 分 求 积 如 下 : 
| Sin Z COS 也 入 全 -到 | d(cos 27) 
a2sin2z 十 2cos27Z 4 02 . 工 一 络 22 | 有 2. 工 十 2 
2 上 一 00827 ?二 2 
| dfa 2 
4 1 一 cos27 上 及 . 工 十 cos 27 
2 浊 
1 2 工 一 cos27 2 .1 十 cos27 ， 
一 /0 5 十 D 5 全 
一 二 Va2sin2z 十 妇 cos27z 十 C 
习题 1702 求 | 二 
Sin zz 十 2cos27Z 
解 这 可 用 dtanz = sec2zdz (或 者 dcotz = -csc2z dz) 凑 微 分 求 积 如 下 : 
| dz =| Sec2 2 dz =| dtanz 
sin2z 十 2cos27 tan2z 十 2 tan27z 十 2 
| ( tan 亿 ) 
= 一 一 arctan 中 心 : 
v5 V5 
下 一 个 习题 的 答案 是 基本 的 积分 公式 之 一 , 其 中 所 用 的 各 种 方法 也 都 值得 学 习 . 
习题 1703 求 | 证 
sinZ 
解 1 利用 (tanz)' = sec2v 和 正弦 函数 的 半角 公式 , 可 凌 微 分 求 积 如 下 : 
TI=| d2 =| d2 
加 ;iD 1 也 cos2 也 
2 Sin 5 CO0S 2tan 本 C0S 刁 
Sec” 汪 
=| d (地 ) = mtan 本 | 十 C. 


1 一 Si 


习题 1712 求 | 2 和 


解 ”将 被 积 函 数 的 分 子 分 母 同 除 以 2 


T 十 Si 
COS 和 


联 必 
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解 2 也 可 以 不 用 半角 公式 而 凑 微 分 求 积 如 下 : 
节 汉 必 9 和 =| dcos7Z 
sin2 7 cos2 交 一 1 
| coSZ 一 工 
2 | cosZ 十 工 
解 3 利用 所 谓 的 万 能 代 换 (参见 后 面 的 83.4.3), 令 上 = tan 万 ， 则 就 有 
dz= 一 2 dl， sinz= 一 仑 ， 
工 十 芯 工 十 芯 
于 是 可 求 积 如 下 : 
2 昌 
工 十 万 dt 风 
=| 让 =| 竺 = 吕 全 +C= 了 ltan 雪 |+C 
1 十 达 
注 ， 本 题 的 答案 还 可 有 其 他 形式 , 为 今后 引用 方便 将 几 个 常用 答案 列表 如 下 : 
1 工 十 cos2Z 人 
_ sn2Z | + 3.4 
1 工 十 cos2 C Sa 
工 一 cos2 | 4 C 
Sin 人 
王 Inlcscz 一 cotz| 十 C. 
习题 1704 求 | 这 
COSZ 
解 利用 代 换 z 十 亚 = 就 有 
区 
| dz -| dz -| d(z+ 玛 ) 
CS Sin (z 十 部 ) Sin 人 十 子 ) 
是 已 经 将 问题 归结 为 上 一 个 习题 , 以 下 只 列 出 与 (3.4) 平行 的 几 个 答案 . 
也 区 
tam (入 未 于 ) 十 C 
]n 二 呈 过 | +C 
工 一 SinZ 
工 22s | 十 C (3.5) 


了 必 


C 


secZ 十 tanz| 十 C. 


, 然后 可 凌 微分 求 积 如 下 : 
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习题 1718 求 | -ee 人 
SI ZX 十 COS 2 


解 1 利用 三 角 恒 等 式 sin2 z + cos2z = 1, 可 将 被 积 函数 的 分 母 改 写 为 


sin4 十 costz 二 (sin2z 十 cos2z)2 一 2sin2zcos27 


一 工 一 冯 sin? 2 六 (1 十 cos2 22)， 
然后 利用 凌 微 分 
Sin Z cos 2 dz 一 字 sin 22 dz 一 - 开 d(cos 22)， 


即 可 求 积 如 下 : 


Sin Z COS 也 工 d(cos 27) 工 
| Sin4 7z 十 cos4 并 的 2 | 1 十 cos227 2 全 和 


解 2 将 被 积 函数 的 分 子 分 母 同 除 以 cos4 z, 然后 可 凑 微 分 求 积 如 下 (也 就 是 作 代 


换 寺 = tanz): 
| Sin Z COS 化 dz=| tanZ d(tan2z) =| tdt | d( 万 ) 
Sin4 2 十 coS4 7 1 十 tan4z 1 十 寻 2」1+( 妇 )” 
六 记 arctan(tan2z) 十 C. 


注 此 题 的 两 个 解 所 得 到 的 答案 不 同 , 这 在 不 定 积分 求 积 中 是 常见 的 
说 , 可 以 利用 $1.8.2 的 习题 776 ( 即 反 正切 加 法 定理 ) 证 明 @ 


二 arctan(cos2z) 十 记 arctan(tan2z) = 并 arctan ( 


.对 本 题 来 


cos2z 十 tan27Z ) 


反之 , 只 要 


2 2 1 一 cos2ztan27 
一 壮 arctanl 二 
从 而 知道 上 述 两 个 答案 都 是 正确 的 . 然而 这 样 的 证 明 推导 有 时 是 很 困难 的 . 
两 个 解 都 正确 的 话 , 根据 不 定 积分 的 基本 定理 , 即 82.6.4 的 习题 1 


两 个 原 函 数 之 差 为 常数 . 对 本 题 来 说 , 即 可 刀 定 有 


元 arctan(tan2z) 一 (总 arctan(cos 27)) = Cl， 


然后 令 z = 0 代入 就 知道 C4 = 受 . 这 比 上 面 应 用 习题 776 要 容易 得 多 . 


259, 就 可 以 肯定 任何 


因此 对 于 今后 遇 到 类 似 的 情况 , 即 茶 个 不 定 积分 出 现 多 个 不 同 答案 时 , 最 简单 的 方 


一 < 


是 数学 分 析 中 最 为 简单 的 运算 , 因此 这 是 切实 可 行 的 方法 . 


去 就 是 通过 求 导 计算 去 验证 每 个 答案 求 导 后 是 否 得 到 原 题 中 的 被 积 函 数 . 由 于 求 导 数 


中 为 清楚 起 见 , 将 本 题 的 变量 z 改 记 为 已 则 需要 证 明 当 z( = cos 2 gy 伯 = tan2t 时 , 反正 切 加 法 定理 


中 的 s(z( 人 ,yy 的) = 0. 由 于 z(b 和 2 均 为 周期 r 的 偶 函 数 , 因此 只 需 证 明 在 [0,r/2) 上 z(bOy( < 工 在 


teE [0,F/ 和 时 可 从 0 乏 cos2z 入 1 和 0 乏 tan2t 芝 | 得 到 , 而 在 tE (r/4,T/2) 时 则 明显 有 z(by() < 0. 


83.1 


最 简单 的 不 定 积分 (习题 1628-1865 ) 


1I 
习题 1720 求 | Z dz 
1 十 Z2 十 V(1 十 Z2)3 


解 1 利用 qd(1+z2) = 2zdz, 


记 上 


= 上 十 22, 然后 即 可 读 微 分 求 积 如 下 ; 


| 2 qd7 = 去 | dt | dt 

1 十 更 十 W/ 休 二 天 亢 “] VtV “) VEVI+ 庆 
fdd+v 
-| 2VITVE+C 


一 2V1 二 VI+z2 十 C. 
解 2 作 代 换 z = tant 就 可 求 积 如 下 : 


| 和 dz | tantsec2tdt =| d(1 十 sec 娘 
1+z2 二 VT 二 22)5 VSsec2t 十 Sec3t VIT 十 Sec 上 


一 2V1 二 sect 二 CC=2V1+V1I+ZzZ2 十 C. 


3.1.4 用 展开 法 求 积 (习题 1721-1765) 


所 谓 展开 法 就 是 利用 积分 运算 的 线性 性 质 , 将 被 积 函 数 写成 若干 项 之 和 , 然后 分 别 
求 积 , 也 可 称 为 分 项 积分 法 . 在 本 小 节 的 习题 求解 中 包含 了 几 种 常用 的 展开 技巧 . 
与 前 面 一样 , 我 们 除了 用 展开 法 之 外 , 还 经 常会 举 出 其 他 解法 以 供 比 较 . 


习题 1721(b) 求 |za 一 zi0dz. 


解 1 若 用 二 项 式 公 式 将 (1 一 ， Ce 然而 还 可 以 有 其 他 展 
开 方 法 . 这 就 是 利用 z =1- (1 - z) 将 被 积 函 数 展开 为 两 项 , 然后 即 可 求 积 如 下 : 
|za-aodz=|a-a- En 


-|Q-aad-a+|G-o90ad-a 


= -十 (4-zia+ 证 Go2+C， 
解 2 作 代 换 t=1-z, 则 展开 求 积 更 为 自然 : 
za 一 2 dz= 一 | (一 力 妇 0 dt 一 吧 | 久 dt 十 -| 和 dt 
工 1 
= 一 五 刀 二 主刀 二 C 
=- 直 04-z+ 训 (0-z2+C 
解 3 用 分 部 积分 法 可 求 积 如 下 : 
| z1 -aiodz=- 二 z(1 一 za+ lt 一 Zidz 
= -二 z04-o- (1 一 z2+C 
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若 有 理 分 式 的 分 母 多 项 式 的 次 数 不 高 于 分 子 多 项 式 的 次 数 , 可 以 将 
法 (或 其 他 方法 ) 展开 为 多 项 式 与 真 分 式 之 和 , 然后 再 分 别 求 积 . 下 面 是 一 


习题 1723 求 | 


2 
化 
dz. 


解 ”按照 前 面 所 述 展开 后 即 可 求 积 如 下 : 
2 
| 二 dz=| (ze-1+Tz )daz= 半 -zz+mle+ll+C. 


了)2 


习题 1726 求 | 2 dz. 


解 ”将 分 式 展 开 后 即 可 求 积 如 下 : 
个 忆 
| 和 3 dz=| 科 0 


二 三 > 下 6 
本 | 二 一 2 22 一 2 】 
0 = 
=-z+2mlz2 一 2| < | 
对 于 分 母 为 (z - oj” 的 有 理 真 分 式 , 经 常 可 展开 为 
后 再 逐 项 求 积 . 下 面 是 一 个 典型 例子 . 
也 2 


习题 1727 求 | 让 ar dz 


过 |+c 


OK 
(zZ 一 oj 


下 
| 
上 一 

\ 


六 2 间 (Z 一 1 二 2 一) 十 1 
| 证 


到 | (ee-D- 型 +2(z-D + 一 Do0)dz 


至 六 CC 1)-97 
大 二 


一 98 业 
人 


它 用 多 项 式 除 
个 典型 例子 . 


( 系 上 忒 


1]) -到 十 C 


m) 之 和 , 然 


E 将 分 子 按照 z 一 工 的 过 次 展开 为 多 项 式 , 然后 即 可 展开 求 积 如 下 : 


解 2 (概要 ) 若 先 作 代 换 上 = 工 一 1 则 将 分 子 上 + 了)2 展开 后 即 可 求 积 如 下 : 


2 妇 十 24 十 1 
| (二 站 1 dz 二 | 100 dt， 


以 下 从 略 . 
习题 1730 求 | 5 


解 “ 与 前 几 题 一 样 , 只 要 将 z 按照 (2 - 5z) 的 蝴 次 写 出 , 即 可 展开 求 积 如 下 : 


| 5=dz =| (= 二 (2 一 5 二 羡 )V3= 到 dz 


1 也 2 去 
=- 言 |2-59 dz+ 且 | 2 一 5 dz 
2 二 汉 
本: 2 = 2 
二 村 7 (2 一 5z) 志 (2 一 57z)2 十 C 
3 
= -3+30202 5z) 二 二 C, 


83.1 “最 简单 的 不 定 积分 (习题 1628-1865 ) 13 


二 ] 日 心 dz 
习题 1733 | 
解 1 分 母 为 (zz 一 oz 一 外 (ae 尖 昌 的 真 分 式 可 以 展开 为 分 母 分 别 为 za 和 z 一 
的 两 个 真 分 式 之 和 . 写 出 含有 待定 系数 4 和 万 的 展开 式 : 
1 -_ 4 1 
(CTz+3 7-1T 7+3， 
然后 只 要 在 等 式 两 边 乘 以 zx 1 量 取 z -1 时 的 极限 , 就 可 见 工 4. 同样 将 上 式 两 


边 乘 以 z 十 3, 且 令 z 3, 就 得 到 - 工 - 有 


艺 
4 
于 是 本 题 可 求 积 如 下 : 
| dZ = 到 | dz s 人 | dz 
(ZC 一 1)z+3) 4 7z-1l1 4 7z+3 
-< 交 汪 法 
= 计划 | 和 |+C 


解 2 从 解 1 的 展开 式 两 边 乘 以 (z - 1)(z 二 3), 了 加 得 到 
1=4(z+3) 十 B(zC 一 1)， 

然后 令 z 一 1 得 到 4 = 十, 令 z 一 -3 得 到 也 = 一 工 . 其 余 从 略 . 

注 本 题 的 被 积 图 数 于 点 1 和 -3 处 没有 定义 , 因此 在 解 1 和 解 2 中 用 z 一 工 和 

2 一 3, 从 计算 结果 来 看 也 就 相当 于 用 z = 1 和 xz = -3 直接 代入 , 只 是 后 者 是 在 等 式 

两 边 的 表达 式 在 点 1,3 处 作 连 续 延 拓 后 才能 成 立 的 运算 . 

《习题 集 》 中 的 习题 1741-1758 是 被 积 函 数 为 三 角 函 数 的 展开 求 积 . 这 时 三 角 函 

数 的 许多 恒等式 当然 要 起 重要 作用 . 除了 积 化 和 差 公式 之 外 , 还 要 知道 以 炎 = sinz 和 
4 一 cosz 组 成 的 多 项 式 玉 (uwo) 一 定 可 以 展开 为 z 的 倍 角 函数 之 和 呈 . 下 面 举 例 . 


习题 1747 求 |saezdz 


解 1 将 被 积 函数 展开 为 z 的 倍 角 函 数 之 和 如 下 : 


sin3z 一 六 (1 一 cos27) sin yz 一 六 sinz 一 六 cos2zsinz 
三 -省 导 二 二 全 放 汪 六 二 省 
三 方 smnZ 一 (sn3z 一 sinz) 
了 二 和 3 ai 
去 生 可 Sin 32 十 本 Sin 7 
然后 容易 求 积 如 下 : 


sin37 dz 一 (=- 下 首 有 3 译 半 sinz] dz 
4 4 
1 


_ 本 
= 了 COS 370 了 cosZ 十 C. 
解 2 本题 也 可 以 用 凌 微 分 法 求 积 如 下 : 


|a Z dz 一 | (cos2z 一 1)d(cosz) 


三 村 cossz 一 cosz 十 C， 


@ 学 过 传 里 叶 级 数 ( 见 85.6) 的 读者 当然 明白 这 是 显然 的 . 
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注 “与 前 面 关 于 sin2 z 化 为 倍 角 函数 的 推导 类 似 , 有 


cos37 一 计 (1 十 cos2z) cosZ 
三 六 主 地 
二 本 co8Z 十 本 (cosZz 十 cos 37) 
0 灿 
三 开 cosZ 十 村 COS 37， 
可 见 两 个 解 的 答案 相同 ， 
习题 1755 求 | 二 
Sin” Z COS 人 


解 1 将 被 积 函 数 的 分 子 1 换 为 sn2 z + cos2 z, 就 可 以 实现 展开 并 求 积 如 下 : 


dz fsin2z 十 cos27 dz cos7Z dz 
0 下 于 
SIn” 2 COS ZX SI1n” 2 COS COS 世 Sin” 代 
隐 
-到 am 
Sin (= 十 亚 ) sin Zr 
= 民工 | 1 
|tan (3 二 | ES 
解 2 也 可 以 凑 微 分 求 积 如 下 : 
| dz =| dsinZ 
sin2 zcos7 sin2z(1 一 sin2 2z) 
=| dgsinzZ | dsinzZ 
上 
SIn” 代 1 工 一 Sn 2 
= 一 -二 二 去 卫 | 六 吕 生 | 十 CC 
Sin 人 7 2 1 工 一 SinZ 


二 | 日 < dz 
习题 1759 二 | 本 


解 1 如 下 展开 即 可 求 积 : 


dz 计 eZ d(1 十 ez) 
| =|4- Te)az=z 一 | 工 十 ez 


一 Z 一 了 (1+e) 十 C. 
解 2 用 代入 法 , 令 上 = ee, 则 可 如 下 展开 求 积 : 


[这 汉 | d -| 全 - 1 
1I+e 」 志 二 刀 工 十 


王 Dt 一 jn(l 十 妨 十 C 


=Z 一 Im(1+e7) 十 C. 


3.1.5 “用 代入 法 求 积 (习题 1766-1790) 
本 小 节 是 代入 法 的 进一步 学 习 ， 


) dt: 


4 


变量 , 然后 就 有 可 能 得 到 较 容 易 处 理 上 


在 前 面 的 许多 习题 中 可 以 看 到 , 将 被 积 函数 中 的 菜 个 较为 复杂 的 因子 作为 新 的 


新 的 被 积 函数 , 这 往往 是 


种 有 效 的 简化 方法 . 
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习题 1767 求 | za 一 5Zz2)10 dz. 


解 1 令 1-5z2 = 上 则 有 妇 一 二 和 二 10zdz = dt, 于 是 可 求 积 如 下 : 


|=2a 一 522)10 dz 一 0 .tdt 


| (三 0 一 碳 1) dt 


1 本 11 喇 
加 一 Ed 52z2) +AT0 57 汪 2 十 CC 


解 2 (概要 ) 作 代 换 z2 = 二 则 得 到 
za 一 522)10 dz 一 部 | 一 5b10 dt， 
然后 再 将 积分 号 下 的 因子 上 写 为 上 = 二 1- (1- 5 牟 ] 后 展开 求 积 ( 见 83.1.4 的 习题 
1721(b)), 或 者 也 可 用 分 部 积分 法 求 积 . 


习题 1771 求 | Z.Vsinzdz， 


解 令 vVsinz= 己 则 有 dsinz = coszdz = d(2) = 24dt 于 是 可 求 积 如 下 : 
| es 2 .VSsinz dz 一 |a 一 sin2z) .Vsinz .coszdz 
=|4a- 友 )2t .24dt 一 | ee 一 46 十 2t5) 二 


22714171 213 
了 t 十 本 十 C 


习题 1773 求 | 有 sin 5 dz， 


解 令 t=tanz, 则 dt=sec2zdz, 然后 可 求 积 如 下 : 
2 
| -22 dz 一 | 2Z .sec2zd(tanz) 
COS 化 
四 |2a 十 说 三 = 二 刀 十 二 瑟 +C 


一 工 ， 3 0 
三 可 tan Z 十 百 tan 7 忆 . 


注 本 题 的 被 积 函数 属于 有 理 三 角 函 数 的 类 型 , 即 可 写 为 R(cosz,sinz)， 其 
RR(uwu) 为 二 元 有 理 分 式 函 数 . 对 于 满足 条 件 RR(-u, -ov) = Ruo) 的 情况 , 用 变量 代 换 
t=tanz 是 较 好 的 求 积 方法 (参见 8$3.4.3 开始 时 对 三 种 情况 的 说 明 ). 

习题 1778-1790 是 可 以 用 三 角 代 换 z = asintz= atantz=asin2t 等 或 者 双 | 
代 换 z = asinht z = acosht 等 求 积 的 类 型 . 下 面 也 给 出 常用 的 其 他 求 积 方法 . 
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习题 1778 求 | 一生 一 


| dz 


(一 z) 


解 2 也 可 / 


| 


习题 1779 


了 
(1 一 Z2)2 
解 1 令 z=sint 则 1-z2=cos2t dz =costdt, 于 是 可 求 积 如 下 : 
costdt dt 九 
=- = =tant+C= 一 一 十 C. 
乞 | cos3t | Cos2t V1 一 22 
半 下 列 凑 微 分 法 求 积 : 
1 
dl 一 -一 1 
dz dz 人 人 】 
( 本 - 1 二 1 加 
o( 玄 -] | 
1 
本 
= ( 训 1 +C 
求 | 2Z2 dz 
VZ2 二 2 


解 1 令 z=V2sec 上 t 则 有 Vz2--2= vV2tant dz= V2secttantdt, 于 是 有 


这 
| - 吾 梧 =?|*ctd 
2Z2 一 2 


然后 用 分 部 积分 法 求 积 如 下 : 


2 | sec td 一 


然后 将 右边 的 最 后 一 项 移 到 左边 , 除 以 2 后 再 继续 求 积 得 到 


2 | sectdttann 一 2tantsect 一 2 |tantdGecn 
2tantsect 一 2 | tam tsectdt 一 2tantsect 一 2 | cect- 1)sectdt 


2tantsect 十 2 |seetdt 一 2 |sec td 


2 | sec td 一 tantsect 十 |sectdt 


= 一 tantsect 十 nlsect 十 tan 才 十 C1 (参见 习题 1704 后 的 公式 (3.5)) 


一 六 zVz2 一 2 十 划 |z 二 Vz2--2|+C (其 中 C = Cn 一 In V2). 

注 1 注意 在 上 述 计算 中 出 现 的 “循环 现象 ", 即 在 对 于 2|seetdt 的 分 部 积分 法 计 

算 中 又 出 现 了 -2 | secst dt, 然后 通过 移 项 整理 之 后 再 继续 计算 下 去 . 这 是 分 部 积分 法 
使 用 中 的 常见 现象 . 参见 下 面 83.1.6 的 习题 1820 的 解 工 后 的 注 . 
注 2 在 上 述 解 的 最 后 指出 了 任意 常数 C 和 Ci 之 间 的 关系 . 为 简明 起 见 , 今后 将 


不 定 积分 求 积 过 


解 2 这 一 个 解法 中 不 用 三 角 代 换 , 但 仍然 要 用 分 部 积分 法 . 
将 本 题 的 不 定 积分 记 为 元 则 一 方面 用 分 部 积分 得 到 


程 的 各 个 步骤 中 出 现 的 任意 常数 统一 记 为 C, 并 不 再 讨论 它们 之 间 的 


了 一 ZVZ2 二 必 一 2d7z， 
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另 一 方面 又 有 


[= | 富生 -| -5u -7 


三 |v 一 2dz 十 2mmlz+Vz2 一 2|， 

将 两 式 相 加 除 2 即 得 与 解 1 相同 的 结果 . 
题 关于 了 的 以 上 两 式 中 都 看 不 到 任意 常数 ， 但 最 后 的 答案 中 必须 有 任意 党 

数 ， 那么 它 是 从 何 处 出 来 的 ? 


化 


习题 1782 求 | & 十 dz 


解 1 不 妨 设 a > 0 (否则 可 令 z = 玉 , 这 时 从 平方 根 号 下 的 分 式 必 须 大 于 等 于 0 
的 要 求 , 可 以 求 出 变量 z 的 范围 为 ~o 和 z < oa. 
作 代 换 zz = wacost 则 2 = cot 革 ,dz 一 -asintdt, 于 是 可 求 积 如 下 : 


Q 十 0 上 了 2 志 
|V 2 dz= | oo 玄 : (asinb 业 = |2aeos 三 


二 -5 十 cos 加 dt 王 一 o 一 asint 十 C 


一 一 warccos 一 Va2 一 2Z2 十 C. 
解 2 此 题 用 凑 微 分 法 可 求 积 如 下 : 


2 
一 aarcsin 一 一 Va2 一 22 十 C. 


解 3 作 代 换 寸 = \/ 2 一生， 则 有 


二 2at  ， | 2a dt 
十 1 妇 十 1 
本 2ot 2 
二 一 矶 二 和 = Qwarctant 十 C 


一 Va 2 一 22 十 2aarctan | 全 全 也 . 


注 解 3 所 用 的 代 换 还 可 推广 于 解决 类 型 为 | R(z， 二 的 不 定 积分 问 


题 , 其 中 R(w, u) 为 二 元 有 理 函 数 , 这 时 的 代 换 为 + 1/ 92 士 多 ， 
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习题 1784 未 | -一 
人 0 


解 1 这 时 只 能 有 a 尖 六 以 下 不 妨 设 a < (否则 可 将 根 号 下 改写 为 (z 一 人 (ac 一 z)). 
利用 a < z < 刀 作 三 角 代 换 z -aa=( 尼 -al)sin2 忆 其 中 0< 上 <T/2, 则 有 
(CC 一 aq 一 2Z)=(0 一 asintcost dz 三 2 一 a)sintcostdt 
于 是 可 求 积 如 下 : 


| 2 


一 2arcsin ,/ 之 一 (4 
六 一 ww 


解 2 若 不 用 解 1 中 的 三 角 代 换 , 则 也 可 在 根 号 内 配 平 方 后 求 积 如 下 : 


d2 到 dz 
| (Z 一 aq 一 2) | 下 (< 


六 Q 十 已 
一 arcSsin 2 +C= arcsin (22 二 4) +C， 
| 一 al| | 一 a| 
几 


注 在 =-a 夭 0 时 就 是 前 面 的 83.1.2 中 的 基本 公式 (3.3) 之 三 : 
| 一 arcSin 下 十 C. 


a2 一 2 |a| 


3.1.6 ”用 分 部 积分 法 求 积 (习题 1791-1835) 


这 是 与 代 换 法 并 列 的 重要 的 积分 方法 , 在 83.1.5 的 习题 1779 的 两 个 解法 和 习题 
1782 的 解 3 中 已 经 出 现 . 本 小 节 是 这 方面 的 基本 例题 . 


习题 1791 求 |mzdz 


解 1 用 分 部 积分 法 可 求 积 如 下 : 
|zdz 一 Znz 一 | anal 一 ZInz 一 | 一 2mnz 一 和 十 己 . 

注 _ 在 上 述 分 部 积分 中 引入 因子 z 的 方法 看 似 “ 无 中 生 有 ”, 实际 上 很 有 效 . 它 可 以 
用 于 求 出 许多 不 定 积分 , 例如 习题 1802 ee 1803 | 1807 
( 求 |me + VI 干 冶 ) dz), 1809 ( 求 | arctan vV5dz) 等 , 其 理由 也 只 有 一 个 , 即 这 些 不 定 
积分 的 被 积 函数 在 求 导 之 后 都 变 成 为 代数 函数 (包括 有 理 函 数 和 无 理 函数 )， 

解 2 若 用 代 换 Inz= 书 则 z = et dz = etdt 然后 分 部 积分 法 求 积 如 下 : 

|mzdz 一 | 经 dt 一 tet 一 |* dt 


一 tet--et+C=znz 一 zz 十 C. 
注 “对 于 解 2 中 的 积 4 | tet dt 用 分 部 积分 法 时 有 两 种 做 法 , 即 
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| dt 一 |aen 一 tet 一 |* dt 


it [At 纯 ) = 刀 妇 
eu=|ea(5 二 -了 6 | 到 ed 
显然 后 者 不 能 成 功 . 


这 表明 在 用 分 部 积分 法 时 , 事先 要 想 好 达到 什么 < 目的 "是 重要 的 , 它 决定 了 在 分 部 
积分 的 两 个 可 能 方向 中 选择 哪 一 个 . 本 题 的 解 2 是 要 通过 分 部 积分 将 原来 的 被 积 函数 
tet 中 的 因子 上 去 掉 . 然而 在 注 中 的 第 二 种 做 法 则 将 的 索 指 数 从 1 升 高 为 2 适得其反 . 
一 般 来 说 , 为 了 将 不 定 积分 | jz dz 写成 为 ve u(z)do(z)， 然后 应 用 分 部 积分 公式 
| aolo =we)oa -au 

这 时 在 如 何 选择 w(z) 和 utz) 时 会 有 更 多 的 可 能 性 , 但 往往 只 能 根据 经 验 来 进行 尝试 . 
这 方面 的 进一步 内 容 可 参看 83.5 最 后 关于 分 部 积分 法 的 补充 ， 

习题 1793 求 | 至 ) dx 


解 ” 设 法 通过 分 部 积分 使 得 被 积 函数 的 ljnz 的 次 数 从 2 次 降 为 1 次 , 再 从 1 次 降 为 
0 次 (参见 习题 1791), 这 样 就 可 求 积 如 下 : 


[Joeal- 


三 志 二 : 2 十 | 工 2 2 二 | 工 . :和 
兰 (mnz) +| 二 dtna) 二 (nz) 二 2]lnz 到 d7 


或 者 


巴 


二 


习题 1799 求 | Sin 27 dz. 
解 ” 设 法 通过 分 部 积分 将 被 积 函 数 中 的 z2 的 指数 从 2 降 为 0, 这 样 即 可 求 积 如 下 : 


| sin 22 dz = | ?da(- 六 cos os27z) 一 一 言 2 cos2z+ | zcosardz 
二 东 虽 5 一 工 
三 一 本 COS 20 二 Sin 27 二 名 2zdz 
二 工 z2cos27 十 工 zsin2z 十 工 cos2z 十 C 
多 2 4 


习题 1810 求 |5z .ln(tanZ) dz. 
解 ”考虑 到 被 积 函 数 的 第 二 个 因子 In(tanz) 在 求 导 后 成 为 三 角 函 数 , 即 可 用 分 部 
积分 法 求 积 如 下 : 


2 
|az .In(tanz)dz = 一 cosZ .In(tanz) 十 | eesz 和 


三 一 cosZ .ln(tan2z) 全 dz 


三 一 cosZ .ln(tan2z) +mmtan| 季 2 十 C. 
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181 一 一 一 一 
习题 1817 求 | 评 本 和 二 
解 1 不 妨 设 a > 0. 以 下 的 分 部 积分 法 在 83.1.5 的 习题 1782 的 解 3 中 已 见 过 : 
dz 加 (a2 十 22) 一 22 
| 二 4 二 | ( 友 十 2 dz 
工 d7 外 工 
加 | 22 十 Qa2 + 和 |ra(aaz) 
1 也 也 dz 
加 人 本 2a2(z2 十 ao2) | 2Z2 十 @ 
1 也 也 
一 45 arctan 本 十 232020z2 十 0 十 (人 
解 2 下 面 的 方法 与 解 1 类 似 , 但 有 其 特色 , 即 从 已 知 的 结果 开始 : 
1 d 
二 aretan 王 TO= | 
0 1 | 27z2 dz 
a2 十 2 (Z“ 十 o) 


也 dz 2 dz 
本 素 寺 二 五 -22| 二 9 


将 最 后 一 式 加 以 整理 就 得 到 与 解 1 相同 的 答案 . 
下 面 的 习题 1818 ( 求 | vV 友 二 和 2dz) 和 1819 ( 求 | v 友 二 adz) 都 是 分 部 积分 法 的 
典型 应 用 . 其 结果 已 是 教科 书 中 的 基本 公式 , 推导 从 略 . 


AR 汪 7 2 7 0 本 
a2 一 2 dz 二 可 7 a2 一 2 十 -arcsin 二 十 C (a > 0)， 


2 


|v 呈 +adz= 3 站 明仁 未 汉 到 于 二 | 二 名 (a 夭 0). 


(3.6) 


习题 1820 求 | ve 十 Z2 dz. 


解 1 利用 dl(az +z2) 立 ] = 3z(a2 十 o2) 立 dz, 可 用 分 部 积分 法 求 积 如 下 : 
|=ve+mdz= 于 zate2+ oa 

= 村 z(o2?+ 汉 了 | 名 二 

= 可 人 于 | dz- 寺 |Vo+ 丈 dz 


3 
然后 将 右边 的 第 二 项 移 到 左边 , 对 第 三 项 用 公式 (3.6) 之 二 ( 取 a = o9), 这 样 就 得 到 
3 2 工 
ev a2 十 Z2dz 一 开 z(z2 十 a2)2 一 等 z(2 十 a2) 2 
4 
一 筷 卫 | 二 V22 十 a2| 十 C. 


注 在 解 1 中 出 现 了 8$3.1.5 的 习题 1779 及 其 注 所 示 的 内 容 , 即 在 分 部 积分 计算 中 
有 可 能 出 现 原来 要 求 的 不 定 积分 (其 系数 不 等 于 1), 然后 通过 移 项 整理 并 求解 一 个 简单 


的 代数 方程 可 求 吕 
过 程 将 不 再 一 一 指出 . 在 用 分 部 积分 法 推 


划 


解 2 用 
| vc 十 Z2 dz 一 | tan2t.asect:asec2tdt 一 Q4 | (sec5t 一 sec3 四 dt 
然后 用 分 部 积分 法 作 以 下 计算 (其 中 均 出 现 解 1 的 注 中 所 说 的 循环 现象 ): 
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口 Z 


答案 . 这 种 情况 称 为 不 定 积 分 中 的 循环 现象 , 今后 对 于 中 间 的 移 项 整 
导 公 式 (3.6) 时 也 是 如 此 . 


三 角 代 换 zZ = atan 妨 则 有 


|sectd 失 |see attam 一 secsttant 一 | 人 .3secsttantdt 
一 sec3ttant 一 | se t 一 sec3t)dt 


二 3 3 
二 歼 sec ttant 二 十 可 |se 志 dt， 


|seetd 尘 |sectddana 一 secttant 一 | amzteeetd: 


一 Secttant 一 | (sec3t 一 sect dt 


上 工 工 [ dt 
二 本 Secttant 十 | 0 
对 右边 最 后 的 积分 用 习题 1704 ( 见 (3.5)), 并 综合 以 上 即 可 得 到 
|22v 十 22dz 一 o 人 (了 secsttant 一 于 secttant 一 于 altant 十 secil 十 C 
了 2 下 4 
三 工 zlz2 十 a2)3 一 皇 z(z2 二 ao2)2 一 每 阳 lz 十 V22 十 o2| 十 乙 . 


了 潮 
注 解 1 依 赖 于 对 分 部 积分 中 的 凡 v 的 巧妙 选择 和 现成 的 公式 (3.6). 解 2 
结 为 不 定 积 4 


， 即 从 明显 的 三 角 代 换 z = atant 开始 , 将 问题 归 


点 但 思 路 简 司 


长 


| secxt dt 的 计算 , 而 后 者 是 可 用 


递 推 方法 求 出 的 ( 见 83.4.1 的 习题 2012(b)). 


arctamn 2 
习题 1824 求 | < dz. 
(十 z2)2 
解 (概要 ) 作 代 换 z = tant 则 就 有 
arctamn 2 二 
dz 二 |tante .secztdt=|etsintdt 
(+ 2) sec3t 


最 后 一 式 是 一 个 常见 的 不 定 积 分 ( 见 下 面 的 习题 1829), 以 下 从 略 . 
注 如 83.1.5 开始 关于 代入 法 所 说 , 对 被 积 函数 较 复 杂 的 情况 , 不 妨 先 作 适当 的 变 
量 代 换 加 以 简化 , 然后 再 考虑 用 什么 方法 . 接 下 来 的 习题 1825-1827 都 是 如 此 . 


中 


习题 1828 求 | cos DZ dz. 


( 注 : 本 题 中 假设 op 均 不 等 于 0.) 
其 中 利用 在 两 次 分 部 积分 后 出 现 的 循环 现象 而 求 得 答案 : 


解 1 此 题 可 求 积 如 下 ,: 
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于 三 二 | ee bz d(e“) 一 工 ez cosbz 十 也 | Sin p2 dz 
他 6 CQ 


一 开 eo CoOS DZ 十 区 攻 上 in pzd(e“”) 
6 
一 eof coSs DZ 十 二 ”Sin bz 一 人 区 d(sin bz) 
CQ Q 
2 
一 二 eof coSs DZ 十 -ear Sin DZ 一 亏 - .了 
CQ Q 
呈 Q2 QZ 工 0 。 
2 e“2( coS DZ 十 7 sin pzZ) 十 C 


学 二 (cos 包 十 psin pz) 十 C. 


这 里 补充 一 种 方法 , 即 利 用 复数 计算 工具 对 本 题 给 出 一 个 新 解 , 可 以 同时 计算 出 本 
习题 1829 的 两 个 不 定 积分 , 而 且 不 需要 用 分 部 积分 法 . 
和 主意 : 以 下 计算 的 根据 来 自 于 对 实 变 复 值 函数 vw(z) + io(z) 的 导数 定义 为 

[w(z) + ip(z 三 妈 (z) 十 io)， 
相同 方法 定义 实 变 复 值 函数 的 原 函 数 和 不 定 积 分 , 然后 即 可 验证 下 面 的 公式 (3.7) 
成 立 (参见 第 一 册 的 82.5.4 的 习题 1175 后 的 注 和 8$2.5.5 的 习题 1206 的 复数 解法 ). 
解 2 首先 利用 欧 拉 公 式 有 

| ceos pz 十 isin pz) dz 一 dz 


题 与 


莅 


5 


至 二 这 2 


然后 分 离 出 (3.7) 右边 第 一 项 的 实 部 与 虚 部 , 就 有 
工 


aib)r -一 ib 
D 


.ef 
Qw 十 这 中 a2 十 


本 .er(cosb7 十 isin b7) 


国生 [(acosbzr 十 bsinpbz) 十 一 pcosbz 十 wsinbz)]， 


又 写 复 常 数 C = Ci + iCo, 其 中 Cu, C2 为 实 常 数 , 就 同时 得 到 两 个 不 定 积分 : 
区 cos DZ dy2 一 5 (acospz 十 bsin bz) 十 Cl， 


靶 sin D2 d2 一 2 历 (一 pcos pz 十 wsin bz) 十 C2. 


习题 1829 求 | sin pz dz. 


提示 “或 者 模仿 上 一 古 的 解 1, 或 者 用 其 解 2. 


习题 1835 求 | 这 di 


解 1 利用 -7T = 二 HT 一 全 让 7 将 积分 展开 为 两 项 , 然后 对 第 一 项 的 不 


定 积分 用 分 部 积分 法 即 可 求 积 如 下 : 


83.1 “最 简单 的 不 定 积分 (习题 1628-1865 ) 23 


人 十 工 


解 2 直接 用 分 部 积 RS 如 下 


必 ， 加 中 多 | 


注 _ 此 题 似 乎 不 难 , 但 这 里 要 指出 , 初等 函数 的 不 定 积分 未 必 是 初等 函数 , 因此 有 
许多 初等 函数 的 (往往 很 重要 的 ) 不 定 积分 是 不 可 能 积 出 来 的 . 例如 , 表面 上 比 本 题 更 为 
简单 的 一 个 不 定 积分 (见于 8$3.5.3 的 习题 2091) 
| 所 曙 
就 是 积 不 出 的 . 因此 不 定 积分 的 计算 在 很 大 程度 上 是 带 有 技巧 性 的 训练 , 各 种 方法 的 功 
效 也 都 是 有 限 的 . 所 有 的 基本 积分 表 中 的 公式 , 包括 本 节 列 出 的 (3.3)-(3.6) 在 内 , 都 只 
能 给 出 不 定 积 分 为 初等 函数 的 答案 , 不 可 能 存在 对 任何 不 定 积 分 都 有 效 的 积分 方法 . 


3.1.7 ”被 积 函数 含 二 次 三 项 式 的 求 积 (习题 1836-1865) 
这 里 推荐 将 二 次 三 项 式 规 范 化 为 22 士 az 或 ao2 一 22 后 ， 利用 前 面 已 经 列 出 的 基本 


积分 公式 (3.3), (3.6) 求解 . 当然 这 时 也 需要 其 他 方法 的 配合 . 
局 日 bs 2 d0 
习题 84 求 | 22 一 2cogsaw 十 1 


解 ” 先 将 分 母 的 二 次 三 项 式 规 范 化 , 然后 展开 求 积 如 下 ( 设 a 不 是 区 的 整数 倍 ): 


| 2 d7 =| 2Z dz 

太一 27cosaw 十 1 (Z 一 cosa)2 十 sin a 

1 | 2(zZ 一 cos Q) dz dz 
人 


(zz 一 cogsa)2 十 sin2a 


阅 +eosa | 


了 一 cosa)2 十 sin2 aw 


= 词 ln(z2 -2z cos a 十 1) + cot a arctan [| 十 CC 
2 S1n0n CQ 
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sin 十 2cosZ 十 3 


习题 1845 求 | dz 


解 ” 先 将 分 母 写成 为 半角 的 正弦 和 余 弛 的 二 次 式 ， 然 后 分 子 分 母 同 除 以 余 获 的 平 
方 (仿照 83.1.3 的 习题 1702 的 解法 ), 即 可 求 积 如 下 : 


qdZ 至 qdZ 
sinZ 十 2cosZ 十 3 2sin 兰 cos 芝 二 5cos2 半 十 sin2 芝 


2 2 2 2 
0 也 
-| Sec 5 dz -| d 人 tan 5 +1) 
二 2 也 四 二 7 
tamn 可 十 2tan 可 十 5 (tan 寺 +1 十 22 
tan 导 十 1 
= arctan ( 5 ) +C， 


3 
习题 1855 求 | 二 宇 关 二 dc 
V1 十 Z2 一 24 


解 令 z2=t 为 新 的 自 变量 , 将 分 母 的 根 号 下 关于 蕊 的 二 次 三 项 式 配 平方 , 然后 即 
可 展开 求 积 如 下 : 


人 
| 元 天 关 ie- 于 二 和 二 -村 | 一 一 一 
| 

二 
二 业 去 上) 
三 寺 寺 杖 所 估 元 ) + 羡 arcsin ( -万 十 C 
二 六 全 3 (2 二 上 ) 
二 元 VIT 十 了 2 十 本 arcsin 万 十 C 


> dz 
习题 1856 求 | 一 二 一 de 
ZV22 十 并 十 | 


解 ”仿照 83.1.3 的 习题 1682 的 解 1 的 方法 (也 就 是 作 倒 代 换 ) 即 可 求 积 如 下 : 
5 
要 es 
1 1 3 
人 


= -ml 工 + 了 十 1+ 二 + 二 |+C 
凤 2 化 2 


7 
= 一 卫 |2 2 +C 


| 二 二 汪汪 dz=-| ) 


工 
下 平 本 
2 


局 昌 > d 


解 令 z+1=+t 为 新 的 自 变量 , 如 上 题 那样 作 倒 代 换 后 即 可 求 积 如 下 : 
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dz dz=| dL =-| d 人 二) 


| (z 十 DJ)Vz2 十 工 


tvV 友 一 2 上 2 2 二 访 虹 
夏 一 十 十] 
:人 
业 上 2 工 工 1 1 | 1 
=- -点 | 一 二 全 一 一 到 m 十- 去 2 志 |+C 
| 1 _ 17 1 人 
人 
二 ee 一 志 十 V2( 本 有 
一 一 一 一 ]m 
V2 
1 人 (z2 十 ]) 下 
机 和 十 工 


注 “本 题 的 根 号 下 的 二 次 函数 z” + 1 已 经 是 规范 形式 , 但 为 了 配合 根 号 前 的 因子 
(zz 十 1) 的 倒 代 换 却 需要 重新 作 规范 化 . 因此 在 类 似 的 情况 中 , 若 根 号 下 为 二 次 三 项 式 
时 , 不 必 在 作 倒 代 换 之 前 就 对 其 作 规范 化 . 


3.1.8 ” 双 曲 函数 及 其 在 积分 中 的 应 用 


在 《习题 集 》 的 前 两 章 中 已 多 次 出 现 双 曲 函数 (例如 习题 340, 781, 818, 1175, 1549 
等 ). 在 本 节 的 不 定 积分 中 , 双 曲 函数 出 现 更 多 , 前 面 的 每 一 个 小 节 中 几乎 都 有 它们 的 习 
题 . 为 读者 方便 起 见 , 我 们 在 这 一 小 节 中 将 对 双 曲 函数 作 一 个 集中 的 简明 介绍 , 并 讲解 
前 面 各 个 小 节 中 有 关 双 曲 函 数 的 习题 , 其 中 包括 含有 双 曲 函数 的 不 定 积分 , 以 及 双 曲 函 
数 代 换 在 不 定 积 分 中 的 应 用 . 

根据 《习题 集 》 中 的 安排 , 这 里 只 引入 4 个 双 曲 函数 , 即 双 曲 正 艾 、 双 曲 余 苞 、 双 上 
正切 和 双 曲 余 切 . 它们 的 定义 如 下 : 


(3.8) 


I 


(在 其 他 文献 中 也 有 对 上 述 双 曲 函数 用 sh z, ch z,th zcthz 记号 的 .) 
为 读者 参考 方便 起 见 , 下 面 给 出 了 前 三 个 双 曲 函数 的 图 像 ( 见 第 一 册 附 录 一 的 习题 


340). 在 图 中 用 虚线 给 出 了 生成 双 曲 函 数 的 指数 函数 y = ee 和 yY=e ?的 图 像 . 
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当 我 们 初次 接触 双 曲 函数 时 , 会 惊奇 地 发 现 双 曲 函 数 满足 许多 恒等式 , 而 且 与 已 经 
熟悉 的 三 角 函 数 恒等式 非常 相似 . 下 面 我 们 将 解释 其 原因 , 并 列 出 双 曲 函数 的 最 常用 的 
一 些 恒等式 , 它们 是 在 本 节 的 习题 中 所 需要 的 . 

利用 欧 拉 公式 eiz = cosz +isinz 就 有 
e7 了 一 RE e7 与 一 
它们 也 称 为 欧 拉 公 式 (参见 第 一 册 $1.10.1 的 习题 819 的 解 1 

利用 上 述 公 式 可 以 将 正弦 和 余弦 函数 的 定义 域 延 拓 到 复数 域 上 . 将 它们 与 双 曲 函 
数 的 定义 作 比 较 , 即 可 看 出 它们 之 间 的 关系 如 下 : 


Sin 2 一 


sinhz 一 isin( 一 iz)， 


(3.9) 


cosh z = cos( 一 这 ) = cos(iz)， 


由 此 可 知 , 三 角 函 数 满足 的 每 一 个 恒等式 都 可 以 通过 上 述 转换 而 导出 双 曲 函数 的 恒 等 
式 . 当然 它们 也 都 可 以 按照 双 曲 函数 的 定义 直接 验证 得 到 ， 


掉 只 列举 出 本 节 习 题 中 要 用 到 的 几 个 常用 恒等式 . 其 他 都 可 以 类 推 得 到 . 


(1) cosh2 z - sinh2 z 一 1， 


工 
2)1 一 tanh2z 一 5 
(2) cosh2 7 


工 
3) coth2z 一 1 = 5 
凡 sinh2 7 
4) sinh 22 = 2sinh z cosh z， (3.10) 
5) cosh2z 2cosh2z -1 一 2sinh2z 十 1 一 cosh2z 十 sinh27z， 
6) sinh awz .sinh DOx = 


7) cosh az .cosh Da == 


从 双 曲 函数 的 定义 及 其 图 像 ,可 确定 它们 的 反 函 数 存 在 , 并 求 出 其 表达 式 如 下 包 : 


(1) arcsinhz = Jn(z 十 


(2) arccoshz =In(za 


3.11 
(3) arctanh yz 三 1 


2 
2 


(4) arccoth z 王 


其 中 双 曲 余 弱 的 反 函 数 有 两 个 单 值 分 支 , 也 可 写 为 arccoshz = 士 n(z 十 V22 一 ]1)， 


巴 在 文献 中 出 现 的 反 双 曲 函数 有 多 种 不 同 的 符号 ， 其 中 所 加 的 前 缀 有 a,，Ar， ar, arc, arg 等 . 为 方便 起 见 ， 
本 书 使 用 与 反 三 角 函 数 相同 的 方法 ， 即 加 前 缀 arc. 这 种 用 法 见于 中 国 科学 院 数 学 研究 所 编写 的 《英汉 数学 
词汇 》 等 多 种 工具 书 中 ， 
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最 后 是 双 曲 函数 的 求 导 公式 与 不 定 积分 公式 : 


(1) (sinh z) = cosh z， 
(2) (coshz) = sinh z， 
工 
3) (tanhz) = 
人 cosh2 7z 
| 
sinh2 7 


SinhzZ dz 一 coshZz 十 C， 


coshzZzdz = 一 Sinhz 十 C 〇 ， 


与 一 一 cothz 十 C， 
Ne 


一 tanhz 十 C. 


| 
| 
日 | 击 
加 


二 


下 面 先 看 本 节 中 被 积 函 数 含有 双 曲 函数 的 一 些 习 题 . 


习题 1651-1653 可 直接 用 积分 表 求 解 , 下 面 给 出 其 中 第 二 题 的 解 . 


习题 1652 求 | tanhzdz 


解 ” 利 用 恒等式 (3.10)(2) 和 积分 公式 (3.13)(4), 即 可 求 积 如 下 : 


|aamzdz=| 4- 1 ) az=z 一 tanhz+C' 
COS 


习题 1671-1673 只 要 用 线性 代 换 求 积 , 从 略 . 
下 面 是 用 凑 微 分 法 求 积 的 几 道 习 题 


习题 1700(d 求 | - 副 dx 
9) Vcosh 27 


解 ”利用 双 曲 函数 的 倍 角 公 式 (3.10)(5) 即 可 求 积 如 下 : 


| -器 打 -= | 
Vcosh 27 V2 V2cosh2z 一 1 
滞 -二 ln(VZcoshz 十 Vcosh2z ) 十 C 
V2 
习题 1705 求 | 志 
in 


解 1 仿照 名 .1.3 的 习题 1703 ( 即 求 | 避 


| dz | 2 | ER 
Sinh 7Z 2 sinh cosh 2tanh 本 cosh2 世 


2 


= 了 |tanh 了 | 十 CC. 


_) 的 解 1 可 求 积 如 下 ; 


27 


(3.12) 


(3.13) 
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解 2 作 代 换 z = Intan 二 , 则 有 ez = tan 主 , er? = cot 广 , 然后 通过 计算 得 到 
sinhz 一 一 CosL ， cosh Z 一 四 三 人 
Sin 上 tt SIn 万 Sln 万 
于 是 可 求 积 如 下 : 
| 7 二 四 | d 尼 一 一 了 |sect 十 tan 吉 十 C 
Sinh 7 COoS 世 
有 Sinh Z 
云顶 1 十 coshz 下 
习题 1706 求 | qz dz. 
Cosh 7 
解 1 “容易 想到 仿照 33.1.3 的 习题 1704 ( 即 求 | 已 S ) 来 做 , 然而 套用 该 古 的 代 换 
并 十 六 = 寺 或 者 该 题 的 答案 (3.5) 只 能 得 到 含有 虚数 单位 i 的 答案 , 引起 不 必要 的 厅 烦 . 
下 面 的 方法 可 以 避免 这 种 现象 . 
d7 fcoshzdz 
coshZ  」 cosh2z 
d(sinh 
二 | = arctan(sinhz) 十 C. 
解 2 利用 双 曲 余弦 定义 可 求 积 如 
d7Z 2d7z 
COSh 7 ez 十 e 一 2 
2 人 
三 | 吝 打 一 2arctan(ez) 十 C. 


pg 相 


| 


j 展 姑 


解 3 如 习题 1705 导 


dz 
cosh 2 


一 2arctan(e") 十 C 
求 积 的 题 ， 


沪 


习题 1761-1765 是 ) 


习题 1761 求 | snhzda 


f 作 代 换 了 = tan 二 , 则 可 求 积 如 下 : 


=|a=4+C 


下 面 给 出 其 中 两 题 的 解 . 


解 1 利用 恒等式 (3.10)(5) 即 可 展开 求 积 如 下 : 
| smedz 三 元 | (cosh 22 -- 1) dz = 荆 sinh2z 一 半 z 十 C. 
解 2 用 双 曲 正弦 的 定义 也 容易 求 积 如 下 : 
| sam zdz 二 霸 | (ez 一 2 十 e- 刀 ) dz 一 二 ez 一 六 xz 一 吉 e- 十 C 
习题 1763 求 | sannzsimp 2zdz. 
解 1 利用 恒等式 (3.10)(6) 即 可 展开 后 求 积 如 下 : 


sinhzZsinh 2z dz 一 元 


工 
6 


| 


| (cosh 32 一 cosh z) dz 


Sinh 32 一 六 sinh z 十 C. 
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解 2 利用 恒等式 (3.10)(4) 即 可 直接 凑 微 分 求 积 如 下 : 


| sam zsinh2zdz 三 2 | sa 2coshZdz 一 2 | sam 2d(sinhz) 


一 绽 sinhaz 十 C. 


解 3 利用 双 曲 函数 定义 即 可 展开 求 积 如 下 : 


| sahzsinh2z dz 一 | (一 ) - 人 dz 


下 


2 


二 1 e 一 37 


) 工 (er e ) 十 C 


到 | (ez 王 GZ 一 ezZ 于 e 32) dz 


习题 1786-1790 是 双 曲 函数 代 换 在 求 不 定 积 分 中 的 应 用 . 


不 妨 先 看 儿 个 简单 例子 . 从 前 


dz | d(sinh 加 | 
一 | 一 一 -一 一 |d4 = 上 二 C 
| 2 十 1 Vsinh2t 二 1 
王 IDnzZ 十 VzZ2 十 1) 十 C 


又 如 用 z = tanht 则 可 导出 
| dz | dl(tanh 如 
一 民 ” = 


、} 
壮 


下 面 给 出 习题 1786 的 解 . 


习题 1786 用 双 | | 代 换 求 | v 本 


一 一 一 一 |d 一 1 十 C 
1 一 tanh2z | 员 
广 耳 


这 个 代 换 只 适用 于 lz| < 1. 在 lz|>1 时 可 以 用 人 次 2 = cotht 答案 相同 . 


[二 


解 不 妨 设 a > 0. 作 代 换 z = asinh 纺 则 可 求 积 如 下 : 


|v 呈 + 呈 dtz= | 
o 1 h2t 二 C 
二 -了 t+ 本 sin 沙 
一 呈 
2 人 
a2 ] 
= 可 卫 n(Z 十 VzZz2 十 a2) 
注 “本 题 的 结果 是 基本 积分 


a > 0 的 情况 . 人 (包括 三 
要 分 部 积分 即 可 求 出 答 


习题 1800-1801 是 有 关 双 曲 函数 的 分 部 积分 法 


法 ， 


从 略 . 


乞 | (1 十 cosh2b)d 


和 | 二 CC 


arcsinh 二 二 十 一 和 tcosht 十 C 


) 十 语 zV 十 a2 十 C. 
公式 (3.6) 的 第 二 个 公式 的 一 部 分 , 即 在 让 | vaTa 和 
9 代 换 ) 则 可 利用 循环 现象 解 出 


看 的 反 函 数 公 式 (3.11) 就 可 看 到 它们 与 某 些 基本 积 
分 公式 之 间 的 联系 . 例如 用 代 换 z = sinht 可 导出 


上 


上 .以 上 方法 不 
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83.2 有 理 函 数 的 积分 法 (习题 1866-1925 ) 


Pa Ac 


内 容 简 介 ”有理 函 


数 (包括 多 项 式 函 数 与 有 理 分 式 


函数 ) 是 最 重要 的 一 类 可 积 函 


数 . 本 节 的 习题 分 为 以 下 部 分 : 上 


拉 茨 基 方 法 求 积 和 综合 


“站 口 


用 部 分 分 式 展 开 方法 (或 分 解 方法 ) 求 积 , 用 奥 斯 特 罗 格 
性 方法 求 积 


3.2.1 用 部 分 分 式 展 开 法 求 积 (习题 1866-1889) 
如 前 所 说 , 初等 函数 的 原 函 数 未 必 是 初等 函数 . 我 们 将 原 函 数 为 非 初等 函数 的 初等 


函数 称 为 不 可 积 
原 函 数 为 初等 函数 


(俗称 “ 积 不 出 ”), 这 就 是 说 它们 
的 初等 函数 , 则 


只 


称 它们 为 可 种 


的 不 定 积 
从 称 “ 积 


分 是 非 初等 函数 .相反 , 对 于 
). 


[HH 7 


放 
得 出 


经 证 明 , 有 理 
分 式 来 求 积 
以 下 所 说 的 有 
分 式 , 即 分 
之 和 ， 
分 式 的 不 定 积 / 

真 分 式 即 分 子 次 数 小 于 


函数 的 原 函 


解 为 下 列 两 种 简单 分 式 之 和 1: 


数 一 定 是 初等 函数 , 而 
这 时 部 分 分 式 的 分 子 中 的 系数 可 
理 函 数 一 般 是 指 
子 次 数 大 于 等 于 分 母 次 数 的 情况 ， 
于 多 项 式 是 可 积 的 , 它 的 不 定 积分 仍然 是 多 项 式 , 因此 问题 就 归结 为 如 何 


分 母 次 数 的 有 理 分 式 . 
域内 因 式 分 解 为 若干 个 一 次 因 式 和 二 次 因 式 的 乘积 


实 系数 有 ] 


以 通过 待定 系数 法 来 确定 
理 分 式 ， 即 两 个 实 系数 多 项 式 之 商 ， 对 于 假 
定 可 以 分 解 为 一 个 多 项 式 与 


可 以 通过 展开 为 多 项 式 与 部 分 


个 真 


由 于 实 系数 多 项 式 一 定 可 以 在 实数 


大 


zz 十 AN 


此 可 以 证 明 , 真 分 


式 一 定 能 够 分 


完全 不 同 


一 一 一 (>1D)， 一 一 一 一 (>1). (3.14) 
(zZ 一 ao (Z2 十 DT 十 g)” 
其 中 的 ca M, Np,d 均 为 实数 . 今后 称 这 两 类 分 式 为 部 分 分 式 (partial fraction), 而 将 
实 系 数 有 理 分 式 分 解 为 部 分 分 式 的 过 程 称 为 部 分 分 式 分 解 (或 展开 ). 
更 精确 地 说 , 当真 分 式 的 分 母 中 出 现 因子 (z - ao 六 时 , 在 部 分 分 式 分 解 中 就 有 
的 平 全 二 生 CE 
人 一 0 (Z 一 ao) 
显然 它们 的 每 一 项 都 是 容易 求 积 的 ; 而 当真 分 式 的 分 母 中 出 现 (z2 + pz 二 g)” 时 , 在 部 
分 分 式 分 解 中 就 有 
省 十 Ai 人 7Z 二 AN 
2 十 DZ 十 4 (Z 十 DZ 十 gm 
在 将 二 次 三 项 式 z2 +pz +d 规 范 化 为 zz +a2 之 后 , 就 可 以 看 出 当 交 = 工时 属于 最 简 积 
分 表 ， 刀 .一 2 时 即 习题 1817 ( 见 83.1.6 的 分 部 积分 求 积 ). 对 于 双 > 2 的 情况 可 用 递 推 
方法 求 积 ( 见 后面 83.2.3 的 习题 1921). 
下 面 的 代数 定理 是 部 分 分 式 分 解 的 理论 基础 ， 该 定理 的 证 明 中 包含 了 上 述 部 分 分 
式 的 分 解 结论 . 关于 定理 的 证 明 可 参考 [15] 的 第 二 卷 的 274 小 节 (在 该 书 的 老 版 中 为 
262 小 节 ) 或 其 他 代数 学 的 参考 书 . 
中 请 注意 这 里 关于 不 定 积分 中 的 函数 的 可 积 和 不 可 积 的 概念 与 第 四 章 定 积分 中 函数 的 可 积 和 不 可 积 概念 
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命题 3.2 (部 分 分 式 分 解 定理 ) 实 系数 有 理 真 分 式 一 定 能 够 以 唯一 的 方式 展开 为 
部 分 分 式 之 和 


由 此 可 知 , 有 理 函 数 的 求 积 主 要 在 于 其 部 分 分 式 展 开 . 在 83.1.4 (用 展开 法 求 积 ) 中 
已 经 见 到 这 样 的 例子 . 特别 是 习题 1733 就 是 用 待定 系数 法 的 最 简单 情况 . 下 面 将 通过 
例子 来 介绍 这 里 所 用 的 各 种 方法 . 


人 


二 日 3 2 dz 

习题 1867 求 | 记 TTCEC 下 村 

解 1 根据 命题 3.2 有 部 分 分 式 展开 如 下 

(z+1)(z 二 2)(z 十 3) Z 二 1 2Z+2 27 二 3， 
其 中 有 三 个 待定 系数 4, B, C. 
将 上 式 右边 通 分 得 到 
4 达 下 C 4(z+2)z 二 3)+Bz+3l(z+JH)+TCz+TIlz 十 2) 
Z 二 1 2Z+2 7zZ+3 (Z 十 1H)(C 十 2)(Z 十 3) 


(4+ 刀 +OC)z2+(54+4B+3C)z+(64 二 3 二 2C) 
(zZ 十 1)(z 十 2)(z 十 3) 
将 最 后 一 式 的 分 子 与 被 积 函 数 的 分 子 多 项 式 (本 题 即 是 z) 作 比 较 , 等 置 其 相同 寡 次 项 


的 系数 , 就 得 到 关于 待定 系数 4, 她, C 的 线性 代数 方程 组 : 
4+B+C =0， 
54+4B+3C =1 
64++3PB+2C =0. 
解 此 方程 组 得 到 4 = -二 ,也 =2 和 C = 一 部. 
然后 就 可 求 积 如 下 : 
厂 dZ (zz 十 2)? 
一 一 一 一 一 一 dz 一 十 C 
| 1 
本 (zZ 十 2)4 
er 
解 2 用 8$3.1.4 的 习题 1733 中 的 极限 方法 求 待 定 系 数 ， 
为 此 在 展开 式 
交 4 呈 及 十 CC 
(Z 二 lz+T2)(z+3) 7zZ+l1 7Z+2 2 二 3 


的 两 边 乘 以 z 十 1, 得 到 


这 忆 CC 
人 


然后 在 等 式 两 边 令 z 一 -1 (相当 于 用 z = -1 代入 ), 右边 就 得 到 4, 于 是 有 
4=- lin 一 -2 一 一 3 


z 一 -1 (Z 十 2)(Z 十 3) 要 
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同 理 可 求 出 


一 一 1 二 一 中 一 1 2 
2 2 十 1)(z 十 3) 人 0 (zZ 二 1)(z 十 2) 


注 求 待 定 系 数 的 方法 还 有 很 多 (例如 参见 8$3.1.4 的 习题 1733 的 解 2), 这 里 只 指 
出 , 由 于 命题 3.2 在 理论 上 保证 了 待定 系数 的 存在 和 唯一 , 因此 不 论 用 什么 (正确 的 ) 方 
法 , 只 要 计算 无 误 , 答案 总 是 相同 的 . 

对 于 初学 者 来 说 , 在 求 有 理 函 数 的 不 定 积 分 时 , 如 何 根据 被 积 函数 分 母 的 因 式 分 解 ， 
写 出 正确 的 部 分 分 式 展开 式 , 这 第 一 步 是 最 为 重要 的 . 


|w 


4 
4 十 502 十 秋 风 
解 ” 由 于 这 不 是 真 分 式 , 又 利用 z4 +5z2+4= (z2 二 1)(z2 十 和, 即 可 将 被 积 函数 
展开 如 下 : 


习题 1870 求 攻 


04 _ (z4T5z2 十 4 一 (5z2 十 4 
2Z4 十 5Z2 十 4 Z4 十 5z2 十 4 
_1_ 5z+4 1 4 了 
24 十 5z2 十 4 22 十 工 2Z2 十 4 


这 里 的 待定 系数 只 需要 两 个 , 这 是 因为 分 子 分 母 只 合 z 的 偶 次 圭 项 , 因此 可 以 看 成 为 
22 = 二 的 有 理 分 式 的 部 分 分 式 展开 . | 


1 5+4 工 5t 十 4 16 
和 t 十 4 于 和 妃 = im 十 天 生 R 王 ， 
最 后 求 积 如 下 : 
2 下 下 8 六 
| 元 dz 引 arctan2 一 3 arctamn 5 十 C. 
d2Z 
习题 1874 求 | 一 co 
人 求 | (Z 二 1)(z 二 2)2(z 十 3)3 
解 1 根据 命题 3.2, 有 以 下 部 分 分 式 展开 : 
人 
(Z 二 TDC 二 2)2(z+3)3 ZL 7Z+2 (rz 十 2)? 
二 五 下 


5+3 C++3 
为 了 避免 求解 含有 6 个 未 知 数 的 线性 代数 方程 组 ， 和 系数 . 
在 上 式 两 边 乘 以 z 十 1, 然后 令 z 一 一 1 即 可 “看 出 4 = 喜 . 
同样 在 上 式 两 边 乘 以 (z + 2)2, 然后 令 z 一 -2, 即 可 得 到 C = --1. 再 在 该 式 两 边 
乘 以 (z 十 3)3, 然后 令 > 一 -3, 即 可 得 到 玉 = -二 ， 
下 面 做 一 次 减法 @ ， 即 得 到 


巴 这 里 的 上 取 负 值 , 是 否 与 z2 = 守 发 生 矛 盾 ? 这 是 因为 展开 式 
5t+4 4 殖 
厄 十 5 十 4 上 十 1 二 十 和 


t 天 一 1 一 4 的 一 切实 数值 都 成 立 的 恒等式 ,因此 在 确定 4, 妃 时 可 以 在 上 < 0 中 进行 计算 . 
以 下 计算 可 见 ,这 种 减法 每 做 一 次 , 一 定 使 得 分 子 分 母 约 去 一 个 确定 的 因子 ,因此 具有 自 校 正 性 , 对 
于 手 算 比 较 合 适 . 
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1 1/8 十 1 1/2 
(Z+lz+2)z+33 7+1 (z+2)” (zz 二 3)3 
到 (一 二 一生 一 一 于 | __L8 1 
(十 DZC+2 CT3 CT+T3 六 7 二 (zz+2) 
-( z2 十 2r 十 2 1 慌 1/8 
2(z 十 1)(z 十 2)2(z 二 3)2 (z 十 2)? Z 十] 
2z2 二 11z 十 10 2 
2(Z 二 1)(C+2)z+3) 2 2 十 1 


三 0 二 罗 寺 22 已 已 已 
人 


8zC+2z+3) 2 7Z 十 2 
然后 再 用 极限 方法 得 到 


妃 二 1i 一 Z2 2 中 五 一 1]i 一 Z2 十 Z 十 22 三 二 
oz 8(z 十 3)2 和 ca 8(Z 十 引 


式 两 边 乘 以 z, 然后 令 z 一 +co) 避 可 见 有 也 十 万 = -二 ， 因此 得 到 刀 = 一 局. 


dZ 人 


又 将 


[ 8 | 7z+1iI 十 2 和 十 2)? 
| qd si 加 ss | qd 
8 jz+3 4j(z+3)2 2」(z 二 3)3 
由 | | | 1 
二 融 卫 lz 二 H| 十 2imz 十 ?| 南 十 可 
> 


4 二 3 ”了 十 3 
解 2 在 解 1 中 求 出 4,C, 已 之 后 , 可 以 在 原来 的 部 分 分 式 展 开 式 两 边 令 z = 0, 一 
代入 , 分 别 整理 得 到 
27BT18D+6 妃 = 时. -4 有-8D+8= 一 1 
又 在 展开 式 两 边 乘 以 z, 然后 令 z 一 +co, 得 到 4 十 妃 二 万 =0, 因此 有 
1 


最 后 从 以 上 三 个 方程 即 可 解 出 所 要 的 态 , 万 , 互 . 计算 从 略 . 
解 3 除了 4,C, 焉 之 外 , 用 以 下 方法 可 以 独立 计算 得 到 万 ,万 ,五 . 
在 被 积 函数 的 部 分 分 式 展 开 式 两 边 乘 以 (z + 2)2 后 得 到 
1 一 2 .二 全 十 分 十 
2 用 书 有 
5 
jz = -2 代入 ), 这 样 就 得 到 


避 
性 
尝 
六 
尘 
吉 
滋 
全 
仿 
MP 
苗 
引 


AL 
= -1+3=2. 


Z 一 一 2 


1 加 3 
上 人 (zZ 十 1)2(z 十 3)3 | 
类 似 地 可 以 独立 计算 出 刀 和 巴 . 计算 从 略 . 


心 
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做 
习 台 1876 < 2 十 57 十 4 | 
习题 | 


解 1 因 分母 可 分 解 为 (z2 + 1)(z2 二 4, 根据 命题 3.2 可 有 被 积 函数 的 部 分 分 式 展 


22 十 5z 二 4 4z 十 刀 二 CZ 十 已 
24 十 5z2 二 4 2Z2 十 1 0 下 训 


将 右边 两 个 分 式 通 分 , 并 等 置 两 边 分 子 的 同 晕 次 项 的 系数 , 就 得 到 线性 方程 组 


4+C =0， 
记 示 二 示 
44 上 +C 一 5 
二 
计算 得 到 4 号 , 忆 1 C - 己 , 万 =0 
于 是 可 求 积 如 下 : 

[全 人 dz 

2Z4 十 5z2 十 4 “下 江 3 jz2+4 
5 


2 
一 号 了 ( 郊 + 十 arctan7z 十 C. 


7 
解 2 本 题 的 待定 系数 可 用 复数 计算 法 得 到 . 在 部 分 分 式 展开 式 两 边 乘 以 z 十 1， 
然后 令 z 一 i 就 有 


+ 妃 = lm 五 十 5 十 4 -3 二 5i 
>i 2Z2 十 4 3 


1) 


于 是 同时 得 到 4 号 和 已 一 1 
又 在 展开 式 两 这 当 以 十 4, 然后 令 z 一 2i, 就 有 


入 王 和 10i 
Z 一 2i 2 十 浊 这 


于 是 又 同时 得 到 C = -本 和 万 二 0. 
以 下 是 几 个 常见 的 不 定 积分 . 其 
习题 1881 求 | - 


除了 标准 方法 之 外 还 介绍 较 具 技巧 性 的 方法 . 


十 1 


解 1 根据 分 母 的 因 式 分 解 , 可 知 有 部 分 分 式 展 开 如 下 : 
1 4 十 DBZ 十 C 


25TT 一 ZHIT zzT 
两 边 乘 以 z + 1, 再 令 z 一 -1, 就 得 到 
1 


二 3 
和 2Z2 一 十 1 SS 


然后 即 可 作 减 法 得 到 


1 1 3 一 (z2 一 2 十 J 2 


2Z3+1 3r+l) 38A+D 32 -zz+TD 


> 


35 


2 


一 (z2 十 


ea 


于 是 有 部 分 分 式 展 了 


V2z 十 1)(z2 - V2z 十 J). 
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这 样 就 已 得 到 忆 = -地 人 竺 子 
于 是 可 求 积 如 下 : 
| d7 =| d7 | 一 人 十 2 让 
妈 十 1 3(z+1) 3 zz 一 z+1l 
-到 mle+ll- 井 | 写 守 + 二 | 人 
3 6」z-z+l 2 (= -下 ) + 羡 
2 4 
二 (十 1 1 2 -1 
-二 (元 -T) + 人 arctan 人 ) +C 
解 2 用 配对 法 可 求 积 如 下 : 
| dZ = 去 | 1 十 民 | 1 一 2 议 
2 二 1 2J1+23 2 」 IT 十 23 
下 dz 工 (一 Z 十 2Z2) 一 22 二 
| | 1 十 23 
ae 2 -1\ 1f dz 1fd4+2) 
= - 厅 sarctan 人 局 】 有 | 全 | 本 
0 2X 一 1\ 1，| (zz 十 1 
一 -aretan 人 本 ) 二 了 | | 1+C 
1 2 -1\ 工 (人 十] 
=- - 生 artan( < ) mn( 二 +C 
解 3 先 将 被 积 函 数 分 子 的 1 作 如 下 展开 : 
1=(z2 一 zz 二 上) 一 (z2 一 7) 
=( 妈 -z+D 一 寺 3z+(z+D-1 
= 吉 ( 吧 一 7+ 了 一 音 GBz2) 十 寺 @C 二 1)， 
于 是 即 可 求 积 如 下 : 
工 | 1 
本 和 的 和 忆 天 汪 二 
| 3 =| dz 
2” 十 工 23 十 1 
| d2 dz 
一 | 了 于 了 |z 十 二 | 十 亏 2 
| (Z | 27 一 | 
三 末 卫 na (一 -7)+ - 启 aretan 人 启 ) +C， 
注 解 3 是 一 次 习题 课 上 学 生 的 创作 . 
习题 1884 | 二 4 
十 1 
解 1 按照 标准 方法 先 将 分 母 作 因 式 分 解 , 得 到 
24 十 1 一 (24 十 222 十 ] 一 272 = (22 十 1)2 一 (V2z)2 
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1 加 QZ 十 b cCZ 十 QC 
24 十 1 22 十 V2zr 十 1 Z2 一 V2z 十 1 
由 于 将 z 换 为 ~z 时 上 式 左边 不 变 , 而 右边 两 项 的 分 母 对 换 , 因此 从 展开 式 的 唯一 
性 知道 = -cb= 凡 用 z=0 代 入 得 到 1= 5 十 d 因此 =d = 寺 . 再 令 z =i 人 代入， 


2 
并 利用 "= wd, 得 到 
工 -Qi 十 ci+Qd _ 4 一 c 
2 v2 -=-v2 v2 
这 样 即 可 确定 c= -= 痉 . 
最 后 可 求 积 如 下 (右边 第 二 项 的 积分 可 从 第 一 项 的 积分 推 得 ): 
2 2 表 0 
| dz =| 4 2 dz+| 忌 4 
Z4 十 1 zZ2 十 V2z 十 1 22 一 V2z 十 
8 jzz+V2z+1l 4Jz2+V2z+1l 
8 22 一 V2z 十 1 4 2Z2 一 V2z 十 1 
UV2，| 妇 +V2z+1 1 
= 次 7 十 2 arctan(V2z 十 ]) 
十 也 arctan(V27z -1) 十 C 
解 2 解 本 题 比 较 巧 妙 的 方法 是 用 配对 法 求 积 如 下 : 
| dz -去 [| 2 dz- 去 | do 
2Z4 十 1 2 | z4 十 1 2 | z4 二 1 
1 1 
下 本 
1 人 d 1 2 1 
= 去 | 下 5 | 2 1 的 
22 十 - 22 十 
人 也 
1 1 
-要 | dz 一 元 ) | dz 十 元 ) 
2」 人工 )2+2 2J(z 二 工 )2 一 2 
Lv 
区 并 关 一 信之 
1 22 一 1 1 人 
三 ft 三 一 一 二 十 C. 
5 厅 arctan 人 | | 
了 


习题 1886 求 | 去 0 


解 1 按 处 要 标准 方法 将 分 号 作 因 丈 分 解 ， 得 到 
zZ6+1=(z2+1l(z 一 2 上 +1)=(z2 上 lz 二 12 一 3z?] 
22 二 1(z2 一 V3z+1l)(z2 +V3z 十 1). 
于 是 本 题 的 被 积 函 和 分 式 展 开 如 下 : 
1 -QZ 十 pb 47 十 也 CZ 十 万 
Z6 十 1 2Z2 二 1 722-V3z+l 22+V3z+1l 


起 
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两 边 乘 以 z2 + 1, 然后 令 z 一 i 就 得 到 
is 
可 三 qi 十 
于 是 同时 得 到 a = 0,0 一 读 . 
通过 减法 中 
1 1 一 z2 十 2 
zZ6+1 3(z2+1) 3(z4--22 上 1 
于 是 只 要 计算 展开 式 
二 广 2 小 光 过 47z 十 万 CZ 十 万 
3(z4 一 22 十 1]) zZ2--V3z 上 +1  z2 上 +V3z+ 上 +1 
如 习题 1884 的 解 1 那样 , 利用 z 换 站 力 不 变 ， 人 就 知道 有 4 = 一 C， 
已 = 万 . 又 令 z=0 代 入 ,得 到 成 十 万 = 人 于 是 且 二 用 二 晤 
再 令 z =i 代入 , 并 利用 五 = 万 , 就 得 到 
1 4i+ 刀 Ci+D 万 1 
坪 = 人 所 二 十 一 = 一 (CC-4 
人 
即 可 解 出 4= - 准 = -C， 
最 后 可 求 积 如 下 : 
SA VvV3 1 


| dz -| dz +| | 
2Z6 十 1 3(z2 十 了 zZ2 一 V3z 二 1 22 十 V3z 十 1 
1 1 22+TV3z+1| 1 
二 | 二 二 > 二 | 二 再 arctan 27 - V3 


十 于 arctan(27 十 V3) 十 C 


解 2 ”本题 有 许多 技巧 性 的 解法 , 下 面 选 其 中 之 一 . 


| =| d2 
Z6 十 1 (Z2 十 1)(Z4 一 2Z2 十 1) 
=-| 2Z2 qdZ 是 | dz 
Z6 十 1 24 一 22 十 1 
1 fd(z3) 1 f (Z2 人 人 一 了 
二 二 和 d 
计 | Tt+ 冯 | 24 一 22 十 1 
1 1 
= -一 arctanz3 | 证 过 下 de+ | 
3 2 1 \? 2 1 \2 
CE 
二 3 1 1 1 | 到 二 et 
一 一 志 arctan2 十 寺 arctanl7 一 二 | 一 一 一 | 一 一 一 一 一 一 | 十 C 忆 . 
3 2 到 4V3 zZ2 十 V3z 十 1 


@ 利用 


个 等 式 ， 


22 一 世上 (参见 习题 1870) 和 习题 1881 中 的 展开 式 于 本 题 的 被 积 函数 械 , 就 直接 可 以 得 到 这 
化 


同时 推出 上 面 的 = 0 和 了 二 可 . 
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习题 1889 | 
zZ4 十 323 十 二 Z2 十 3z 十 1 


解 职 函 数 的 分 母 的 因 式 分 解 . 本 题 的 分 母 
可 配方 为 


2 十 3z3 十 号 2 十 3z 十 1 = (22 十 号 oz 十 (号 z+ 人 2 


可 见 分 母 没 有 实 零点 . 于 是 需要 寻找 如 下 的 因 式 分 解 : 
2Z4 十 3z3 十 与 3 2Z2 二 3z+1=(z2+az 十 四 (z2 十 cz 十 中 ， 
其 中 ab cd 是 待定 的 实数 
将 上 式 右 边 展开 , 等 置 两 边 赂 Re 就 得 到 w 2 c,d 满足 的 以 下 方程 组 : 
Qa 十 c 一 3, 十 qd+ac= 王 号， bc 十 ad 三 3，bd = 1. 
从 方程 组 消去 ou c,d 后 得 到 ?满足 的 方程 为 
2 太一 509 十 452 一 5 十 2 一 (一 2)(20 一 1)(2 十 1) =0， 
可 见 8=2 或 8= 总. 任 取 其 中 之 一 , 例如 取 前 者 , 即 可 确定 a= 2,c= 1 4= 读 
从 而 得 到 所 需要 的 因 式 分 解 为 : 
2 十 32z3 十 号 z2+3z+1 一 ( 妇 十 27 十 2)(z2 十 z 十 三 ) 
第 一 步 是 求 被 积 函 数 的 部 分 分 式 展 开元 : 


2 4z 十 刀 CZ 十 也 
z4 二 3z3 十 号 z2+3z 二 1 2 十 27 十 2 部 
两 边 乘 以 z 后 令 z 一 +oo, 得 到 4+C=0. 用 z=0 代 入 得 到 成 +4D 这 样 就 可 


压 


消去 其 中 两 个 . 再 令 z = 士 1 代入 即 可 解 晶 


-4 pp- 了 rr- 4 Pp-_ 3 
人 
最 后 可 积分 如 下 : 
4 12 4 3 
z2 dz 二 Eee 
本 藉 2 | 区 
24 十 3z3 十 二 22 十 3z 十 1 22 十 27 z2 十 Z 十 可 
| dz 
5 jz 上 +2z+2 5j」(z+1)2 二 1I 


2 避 | 
本 IT 5 1 2 ， 工 
Z 十 和 十 本 (十 亏 ) 十 于 
= 冲 | 赦 士 开 二 | 二 县 arctan(z 二 1] 

也 十 zZ 十 可 


一 二 arctan(27 十 1) 十 C 


3.2.2 ”用 奥 斯 特 罗 格拉 茨 基 法 求 积 (习题 1890-1902) 


从 上 一 小 节 可 知 , 有 理 函 数 的 原 函 数 不 仅 仅 是 初等 函数 , 而 且 只 能 是 有 理 函 数 、 对 
数 函 数 和 反正 切 函 数 这 三 项 之 和 . 我 们 将 后 两 项 称 为 超越 函数 项 . 还 可 以 从 部 分 分 式 的 


有 理 函 数 的 积分 法 (习题 1866-1925 ) 


83.2 
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形状 (3.14) 看 出 , 后 两 项 只 能 来 自 于 部 分 分 式 ， 


分 母 为 Z-a 和 2z2+pz+d 的 项 (这 里 


需要 后 面 83.2.3 的 习题 1921 的 结论 ). 这 就 是 奥 


斯 特 罗 格拉 茨 基 方法 的 根据 . 用 这 种 方 


法 可 以 用 纯 代 数 方法 (不 通过 积分 而 ) 直接 求 出 原 函 数 中 的 有 理 函 数 部 分 , 而 余下 的 是 
容易 直接 积分 得 到 的 超越 函数 项 . 
关于 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 方法 的 详细 介绍 可 以 参考 [15] 第 二 卷 的 88.2 的 276 小 节 . 
体 来 说 ， 设 被 积 函数 0 为 真有 理 分 式 , 其 分 母 Qtz) 可 分 解 为 互 素 的 一 次 
因子 之 昧 (z - oj2 和 二 次 因子 之 款 (z2 + pz 十 g)m…… 的 乘积 , 且 在 所 有 指数 
大 ,77 中 至 少 有 一 个 大 于 工 则 就 有 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 
PLZ) ， 书 (z) 肪 (2z) 
| 亲征 何 +| 记 亲生 人 
其 中 右边 的 半 如) 和 刍 好 ) 都 是 真有 理 分 式 , 且 对 于 分 母 gz] 的 每 一 个 因子 
Qi(z) Q@2(z) 
(ZC-oz (>H) 和 (zz+pz+om mn > 了 在 Qiz) 中 相应 地 有 (z - ao)*-1L 和 
(z2 十 DZ 十 gm 而 在 Qa(z) 则 只 有 (z 一 a) 和 (z2 十 pz 十 9). 
对 公式 (O) 两 边 求 导 , 得 到 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 的 第 二 形式 : 
PZ) 1 书 C) 有 () 
二 人 辣 困 ) 二 届 扣 ， 
这 就 是 以 下 用 待定 系数 法 进行 计算 的 出 发 点 . 
注 由 于 Q@i(z) 是 @Q(z) 和 Q@'(z) 的 最 大 公 因 式 , 而 @z(z) = Q@(z)/Qai(z), 因此 在 
奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 方 法 的 计算 中 也 可 以 不 对 Q(z) 作 因 式 分 解 . 
习题 1890 在 什么 条 件 下 , 积分 | 5 多 2 dz 为 有 理 画 数 ? 
解 1 根据 命题 3.2, 本 题 的 被 积 函 数 有 以 下 的 部 分 分 式 展开 : 
az? 二 or+c_ 4 了 ，C 万 瑟 
TD 1 
由 此 可 见 , 问题 是 使 得 待定 系数 4== 0. 
在 上 式 两 边 乘 以 z, 然后 令 z 一 +co, 得 到 4 十 万 = 0. 于 是 只 要 求 出 万 后 令 其 等 
于 0 即 可 . 又 于 上 式 两 边 乘 以 (z - 1)2, 然后 令 z 一 1 就 得 到 妃 =a 二 DT 十 c. 
作 下 列 减 法 , 即 有 
azZ2 十 br 十 C wa 二 pp 二 ec 本 (e+D+ocz2 一 (十 cz 一 c 
Z3(Z 一 1)” (Z 一 1)? zZ3(Z 一 1) 
4 5 
二 人 十 25 十 3 十 元 二 二 
然后 只 要 两 边 乘 以 z -1, 再 令 z 一 1, 就 得 到 万 = -aa 一 20 一 3c. 


只 要 
结论 : 本 题 的 积分 为 有 3 
解 2 利用 83.2.1 的 习题 1874 解 3 中 的 方法 可 
在 被 积 函 数 的 部 分 分 式 展 开 式 两 边 乘 以 z3， 


理 函 数 的 条 件 是 w 十 2 十 3c=0. 
以 直接 计算 出 所 需要 的 两 个 系数 . 


到 


4 是 
导 
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2 
Q2X 上 = 4z2+Bz+C+R( 二 十 五 上 


区 二 1 + 区 -下 
可 见 有 
1 d2 /az2 十 br 十 c 
4= 寺 . 人 纺 
2 d2Z2 (Z ie ])” ) 东 二 和 
= 2a 4(2ar 十 吕 6(az2 二 pr 十 c) 本 
AT (z 一 1)3 (二 1 )| 二 总 十 20 二 3 


又 在 被 积 函数 的 部 分 分 式 展 开 式 两 边 乘 以 (z - 1)?, 得 到 
QZ 十 好 十 < C-D?( 生 + 所 + 与 ) 十 Dlz 一 1 十 羽 ， 
罗 


Z 2 23 
可 见 有 
do. 2 十 加 士 2 | 
二 2Z3 z=1 
QW 20 3c 
人 


司马 让 2 QZ 
习题 1891 ER TCDTs 


解 1 根据 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 (DO), 这 时 有 被 积 函 数 的 展开 式 如 下 : 
世 = (多 十 pz+G) + DZzr 十 五 
加 人 


Cpc+ -lc+D Clc+I 
计算 得 到 
交 -4z3+(4-2B)z2+(-24+ 也 一 3C)z+(- 了 BT+OC) 
CC 一 TD2z+ID (一 芒 十] 
于 DZ 十 瓦 
(一 1 十 了 


然后 将 右边 通 分 , 分 母 与 左边 的 分 母 相 同 , 等 置 两 边 的 分 子 得 到 
2 一 Dz4+(-4+D+BE)z3+( 4 一 2 一 万 十 已 )z2 
十 (-24 十 巨 一 3C 一 万 一 五)z 十 (- 互 +C 一 五 )， 
这 样 就 得 到 线性 代数 方程 组 
刀 =0， -4++ 瓦 =0，4-2B 一 万 + 五 =0， 
-24+PBP-3C-D- 巨 =1，-B+C- 一 =0. 


即 可 解 得 万 = 0, 4== 叫 - 寺 ， C=24-= -于 
最 后 可 求 积 如 下 : 
| 元 并 -22A+ZI+2 二 | 全 
(z 一 Drz+lD3 8cz-lDz+lD2 8 一 HDz+DH) 
Z2 十 十 2 -在 | 二 二 
8(z--1z+1) 16 民 十 工 
解 2 ”本题 的 待定 系数 也 可 以 用 极限 方法 等 求 出 . 为 此 在 
四 -4z3+(4-2B)z2 二 (-24+ 也 一 3C)z+(- 了 BT+O) 
(一 TD2z+D3 (Z 一 1)2(z 十 1)3 


DZ 十 耳 


人 亿 直 
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0. 


的 两 边 乘 以 z, 然后 令 z 一 +eco, 得 到 也 
到 4 = 已. 于 展开 式 的 两 边 乘 以 (z - 1)2 后 分 

4+B+C= 一 和 4+ 巨 -C = 0. 

罗 乘 以 (z 十 1) 后 令 得 到 

4 一 忆 +C= 一 

于 是 可 以 解 出 4= 了 = 已 = -去 ,C=- 


上 
帮 


又 于 展开 式 两 边 


2 一 一 1 


工 
可 


二 
对 


习题 1892 求 | 丁 


解 ”根据 奥 斯 特 罗 格拉 茨 基 公 


人 


+ 


N 式 (DO?) 有 以 下 展开 式 : 
472 十 BzTCNY 
) 有 2Z3 十 1 


2 十 1 
二 项 通 分 , 然后 等 置 两 边 的 分 子 得 到 
十 BzZz 二 CI) 
(一 2 十 Cn)z3 


计算 出 


上 互 )(z3 十 1 一 3z2(472? 
十 (-4+Bi)ze 1 


| ( 3C 41)22 


代数 方程 组 
41=0, -4+FB=0, -2B+OCI = 0， 
一 3C+4i=024+Bi=0,+OCI =1. 


已 到， C1 一 3 子 . 


由 此 解 出 4=C=4i 
最 后 即 可 求 积 如 下 : 


| dz 3 


23 十 1)? 
其 中 非 代 数 部 分 的 积分 利 上 
习题 1900 分 出 积分 | 


0, 妃 


d2 
22 -1 


2 
二 


| 


下 
3 3V5 
了 83.2.1 的 习 

475 一 1 
(25 十 并 十 1)? 


22 一 ) 1 
十 二 1]n 

V3 9 
题 1881 的 答案 


dz 的 代数 部 分 . 


1 


arctan ( 


解 1 


将 两 边 乘 以 z, 然后 令 


得到 


l 令 zz 一 1 和 zz 一 0, 和 


站 (24 十 P1)z 丁 


82 一 多 十 工 


41 


2 一 十 co, 就 得 


4172 S DZ 十 C1 


十 (41z2 十 DB SP Ci)(z3 十 1) 


( 妃 十 CT1)， 


十 1 二 CC 


25 十 Z 十 1 没有 重 零点 , 根据 奥 斯 特 罗 格拉 茨 基 方法 有 下 列 展开 式 : 
4z5 一 1 站 
(Z5 十 和 十 1)? 2Z5 十 Z 十 1 
二 42 十 Piz3 二 CT2z2 十 DT 十 五 1 
2Z5 十 Z 十 1 

计算 出 右边 的 第 一 项 后 与 第 二 项 通 分 , 然后 等 置 两 边 的 分 子 得 到 
425 一 1=4iz8+(BI-4zsa+(C 一 2B)27 二 (Di 一 3C)z6+(41 十 现 一 4D)zs 

FF(4i+TBI+34 一 5P)z +(BI+CI +44 二 2P)z3 


H (CI +DI+35B+C)z+(CDI 二 而 十 2C)z 


十 ( 瑟 十 万 一 五 )， 
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再 等 置 两 边 同 蝴 次 项 的 系数 得 到 下 列 方程 组 : 
41=0,B -4=0C -2B=0 Di-30C=0， 


41 二 有 1 一 4D=44+PBI+34-5 玉 =0,BI+TC +44+2B=0， 
CI 二 DiI+3B-3C=0DI+E+2C=0 瑟 十 万 一 五 = 一 1. 
求解 得 到 刀 = -1, 其 余 的 待定 系数 都 等 于 0. 这 表明 本 题 的 积分 只 有 代数 部 分 


于 是 就 得 到 答案 为 
425 一 1 省 
| 十、 We 25 十 Z 十 1 下 
解 2 由 奥 斯 特 罗 格 拉 欧 基 公式 (0) 知道 , 在 公式 右边 的 积分 号 外 的 有 理 分 式 为 
已 瑟 2 其 中 分 子 P(z) 为 不 超过 4 次 的 多 项 式 , 若 在 积分 中 先 凑 微 分 , 再 作 分 部 各 


分 , 则 有 可 能 得 到 与 代数 积分 有 关 的 部 分 . 为 此 先 作 计算 
(z5 十 Z 十 ] 一 57z4 十 1， 475 一 1 一 2Z(5z4 十 1 一 25 一 2 一 1， 
然后 就 可 得 到 
| 475 1 dz= | 2 二 人 dz 
人 


25 十 2 十 1)? (Z5 十 2 十 1 
加 d(z5 十 Z 十 贡 dz 
-| (Z5 十 区 十 了 过 | 
5TT+| 72TT| HT TSTTTC 
2Z5 十 2 十 1 2Z5 十 Z 十 1 2Z5 十 2 十 1 2Z5 十 2 十 1 


解 3 作 变 量 代 换 上 = z5 上 +z+1l 则 由 万 =5z4+1> 0 可 知 存在 单调 递增 的 反 函 
数 z = z(, 且 对 一 切 了 上 成 立 恒 等 式 1 = z5( 罗 上 2z( 人 (十 1. 从 隐 函 数 求 导 法 则 (或 反 函 数 
求 导 法 则 ) 有 


1 = [5z4 人 十 1jz(b， 
两 边 乘 以 z 人 ,得 到 


2 人 (0 一 [5z5( 罗 十 z( 芍 jz 人 (人 (3.15) 
后 可 利用 上 = 2z5( +z 蚊 十 1 (3.15) 和 分 部 积分 法 计算 如 下 : 


| 425 一 1 现世 
(Z5 十 2 十 1)? 


> 


2 (dt 


[5z5( 鸭 十 z 蚊 ] 一 上 本 


习题 1902 在 什么 条 件 下 , 积分 | dr 为 有 理 函数 ? 


解 ”从 题 意 可 知 4 分 母 的 系数 ww D,c 不 全 为 0. 分 以 下 几 种 情况 讨论 . 
(aa 夫 0, 刀 一 ac 夫 0. 这 时 根据 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 (0O)) 有 下 列 展开 式 : 


计算 出 右边 的 第 一 项 后 与 第 二 项 通 分 , 然后 等 置 两 边 的 分 子 得 到 


二 


再 等 置 两 边 同 晖 次 项 的 系数 得 到 下 列 方 程 组 : 


83.2 。” 有理 函数 的 积分 法 (习题 1866-1925 ) 43 


站 = (一 站 + 427 十 思 ) + 一 2 
(az2 十 207 十 a22 十 207 十 c a22 十 207 十 C 
甬 2 


az2 十 29z 十 了 一 a41z3 十 --a4 二 aB1i 十 2041)72 
(一 2a 刀 十 20Bi 十 cd4i)z+(c4 一 20B 十 cPi)， 


a41 一 0， 
一 aa4 二 apBli 二 2041 =o， 


一 20 尼 十 20DP1 十 c41 一 20， 
c4 一 20B++cPi 一 沁 ; 


从 题 意 可 见 , 只 要 求 出 未 知 量 4 二 0, Bi = 邓 十 ca 二 226 就 知道 所 要 求 的 条 件 为 


2(ac 一 所) 
ay 十 ca 一 200 = 0. 
2)a 夭 0,2 一 ac=0. 
这 时 存在 zo, 使 得 被 积 函 数 的 分 母 为 2(z - zo)*. 由 于 分 子 是 不 超过 2 次 的 多 项 


式 , 在 被 积 函 数 的 部 分 分 式 展开 式 中 不 可 能 出 现 一生 (4 关 0) 的 项 ee 


两 边 


的 主要 计算 部 分 . 奥 斯 特 罗 格 拉 欧 基 方法 中 的 展开 式 的 第 一 项 计算 不 需要 部 分 分 式 展 
开 , 而 第 二 项 的 分 母 中 的 因 式 z-a 和 2 十 pz 十 4 都 是 一 重 的 , 它们 的 积分 都 比较 容易 
(有 时 第 二 项 的 积分 可 以 不 必 经 过 部 分 分 式 展 开 这 一 步 而 得 到 ), 因此 这 在 很 多 情况 下 是 


证 明 的 . 只 要 按照 有 被 积 函 数 写 出 标准 的 部 分 分 式 展开 式 ， 然后 两 边 乘 以 z, 令 7 一 十 oo， 
就 可 以 证 明 4 = 0. 


因此 积分 不 会 含有 非 代数 部 分 , 即 只 能 是 有 理 函 数 . 
3)a = 0,5 尖 0. 将 分 母 写 为 (227 十 o2 = 402(z -21)2, 其 中 zl = 一 所 ,然后 写 


出 部 分 分 式 展开 式 


az22 十 26z+7  a 人 刀 


(207 十 o2 482 7 (zz 一 2)2 


乘 以 (z - zZ1)”, 求 导 , 且 令 z 一 zl, 就 可 以 计算 得 到 
C=- (全 士 232+T) azl+0 一 ca 十 200 
加 422 z=z 202 403 


见 条 件 为 ca - 2069 = 0. 

(4) a =5= 0, 则 显然 积分 为 多 项 式 . 

合并 以 上 , 可 知 答案 为 : (iD ay -209 + ca = 0, (这 刀 一 ac=0. 
小 结 ”在 有 理 分 式 函 数 的 不 定 积分 中 , 求 部 分 分 式 展开 式 的 待定 系数 往往 是 其 中 


一 种 较 好 的 计算 方法 . 


对 于 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 方法 中 的 待定 系数 计算 , 虽然 系数 个 数 较 多 ， ES 


许多 习题 中 该 方法 的 计算 量 并 不 大 , 无 论 用 线性 方程 组 求解 或 极限 法 等 都 是 如 此 . 这 
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因为 作为 线性 代数 方程 组 来 说 , 其 中 未 知 数 的 许多 系数 都 是 0 的 缘故 . 


分 式 展开 的 待定 系数 的 线性 


飞 数 方程 组 的 情况 很 不 一 样 ， 


这 与 一 般 的 部 分 
不 仅 便于 求解 , 而 且 还 在 许多 


问题 中 导致 许多 待定 系数 的 值 为 0. (当然 这 最 后 一 点 还 只 是 经 验 之 谈 .) 
因此 我 们 在 83.3 以 后 的 几 节 中 , 还 会 多 次 用 奥 斯 特 罗 格 拉 欧 基 方法 来 求 其 
的 有 理 分 式 函 数 的 不 定 积分 . 
3.2.3 ” 杂 题 (习题 1903-1925) 
习题 1903 求 | 人 dz. 
解 ” 作 代 换 上 = 并 一 1 即 可 展开 求 积 如 下 : 
3 才 - js 1 3 号 
| 3 
96196 971 98 恕 而 末 
人 
96(z 一 2 97(C 一 1 98(z 一 1D2 99(z 一 1 巧 29 
注 ， 本 题 也 可 以 通过 多 次 分 部 积分 得 到 , 只 是 计算 与 答案 都 要 复杂 一 
二] 旦 上 02 = 天 迷 
习题 1906 求 | 76 1] d7， 
解 (概要 ) “分 为 两 项 求 积 即 可 : 
22 十 民 二 d(z3) 1 d(z”) 
| 5+1 dz= 志 | (zZ3) 十 1 | ( 委 ) 这 二 工 
< 日 < 04 一 3 
习题 1907 求 | 亲本 二 954 二 dzZ. 
解 (概要 ) 如 下 作 代 换 上 = z“ 即 可 : 
24 一 3 __ ( 喧 一 3)2dz 
| zZ(z8 十 324 十 2) 人 | Z4(Zs 十 3z4 十 2) 


2Z4 一 1 


习题 1916 求 | 


解 (概要 ) ”如 下 凑 微 分 即 可 : 


24 一 1 


| Z(Z4 一 5)(z5 一 5 十] 一 


出 “二 


习题 1918 求 | 


z(Z4 一 5)(z5 一 5z 十 1 


1 d(z5 一 57) 
加 | (z5 一 5z)(z5 一 5z7 十 1 


二 
2 十 友 十 22 十 冯 十 1 


出 现 


83.2 。” 有理 函 数 的 积分 法 (习题 1866-1925 ) 


解 (概要 ) 分子 分 母 同 除 以 z” 后 如 下 痰 微分 即 可 : 


下 
22< 一 1 六 
| 和 十 了 3 十 72 Tadz=| 2 T T dr 
人 22 二 ZX 十 1 十 二 十 瑟 
化 和 
d(z+ 款 ) 
=| 也 
三 3 
(z+ 去 ) +(z+ 二 ) -1 
化 人 


习题 1921 试 导 出 用 于 计算 积 4 


、: d2Z 
二 引 (az2 十 pr 十 cj 7 


的 递 推 公式 . 利用 这 个 公式 计算 : 


工 =| dz 
8 (z2 十 Z 十 1)3 


解 记 入 = 刀 一 4ac 则 当 A=0 时 可 直接 将 丈 积 出 , 故 以 下 设 夭 0. 
模仿 83.1 的 习题 1817 的 解 2, 从 到-1 开始 , 就 有 
了 =| d2 
(az2 十 pz 十 cj 一 
2 十 也 (2Z 十 本 d(az2 二 pz 十 o) 
一 他 有 (1 中 | 2a 
a2Z2 十 DZ 十 cj" 一 (az2 十 pz 十 c" 
__ 2 证 -可 | (2Z 十 5) 儿 207 十 功 d7 
az2 十 DZ 十 cj 一 azZ2 十 b7 十 cn” 
2 
zi 十 过 (az2 十 好 十 口上 (之 一 
0 一 一 2(1 -| 一 TO 一 d2 
azZ2 十 DZ 十 cj" 一 (az2 十 bz 十 cn 
已 
站 下 时 和 > 
2a (1 一 岂 )A 
四 _2(0_ 门 志 1 碾 ， 
azZ2 十 DZ 十 c)" 一 人 2a 
由 此 即 可 解 出 
人 
的 (人 吧 一 JJA(az2 十 br 十 cj 一 全 二 用 人 
对 于 a =2!=c=1 和 7 风 = 3, 接连 用 两 次 上 述 公式 即 有 
| dz 天 27 十 1 十 工 
(Z2 十 和 十 1)3 6(z2 十 并 十 了 
2 十 工 5 27 十 1 二 之 7 
6(z2 +Zz+1)” 3(z2 二 z 二 了 IT) 
22 十 1 27 十 1 22 十 1 
本 拉 和 [t C 
6(zz +z+17 3(022 十 十 了 入 arctan 人 \ 记 际 
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习题 1925 计算 | 于 2 ， 式 中 m 为 正 整数 . 


解 ”用 欧 拉 公式 可 知 分 母 z2 十 1 的 2m 个 零点 可 分 为 两 组 , 其 
Re (2 一 1 (2 一 1 
215 一 e 2 二 cos 一 7 十 isn 一 2 
而 余下 的 m 个 零点 是 上 述 交 个 零点 的 共 斩 复 数 , 记 为 
二 大 一 1 2 ,7 


由 于 它们 都 是 单 重 零点 , 因此 就 有 (复数 域 中 的 ) 部 分 分 式 展开 式 
1 _ 鼠 4 及 
二 


两 边 乘 以 z - zx 然后 令 z 一 zj, 这 时 可 用 洛 必 达 法 则 呈 , 于 是 得 到 


虚 部 大 于 0 的 


用 同样 的 方法 可 得 到 B = 也 ,大 一 贡 2， 
将 所 得 到 的 复 系数 代入 展开 式 , 就 可 以 整理 得 到 实数 域 中 的 部 分 分 式 展开 式 为 
2 


1 二 一 (大 十 天 )7 十 2 
z22 十 工 2 全 22 一 (2 十 元 5)Z 十 |Z2 
多 一 2Z COS 人 十 2 
= 二 》， 2 
= 本 和 
人 人 十 工 
27 
最 后 可 积分 如 下 : 
国 2 (2K 一 了 ) 苑 
| 于 人 区 (2 一 1Tr | d(Z 27cos 一 5 十 J) 
27 二 
人 人 KE 一 1 和 
27 
一 1J)T d2 
十 2sin2 人 | ] 
2 
22 一 20 coS > ia 十 工 
去 于 CDr 7， (2 一 Dr 
二 过 本 站 5 ]n (z 一 2 coSs 7 十 1 
K 一 1 
隐 2 一 COS ER 
1 :本 (2 ) 区 加 77 
十 一 》 sin 5 arctan CRCT 十 C 
大 一 1 S 
27 
中 对 于 分 子 分 母 均 以 a 为 单 零点 的 分 式 , 不 妨 设 P(a) 六 0, Q(a) 夭 0, 可 直接 验证 以 下 等 式 成 立 : 
， (z 一 aq)P(Cz) [(z 一 oa)P(z)]/ .、 PCz)+(z 一 a)P'(z) 
1 一: 下 间 一 :一 
Co 22 age 一 站 TC OO 
于 工人 al) 
两 ; 
为 为 上 式 两 边 都 等 本 可 
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83.3 无 理 函 数 的 积分 法 (习题 1926-1990 ) 


内 容 简介 ”这 里 的 无 理 函 数 主要 指 根 式 函 数 . 它们 的 不 定 积分 未 必 为 初等 函数 . 本 
节 主 要 学 习 如 何 处 理 被 积 函数 为 无 理 函 数 中 的 可 积 类 型 ,其 中 多 数 习题 属于 二 次 无 理 
根 式 的 求 积 问题 . 


3.3.1 用 有 理化 方法 求 积 (习题 1926-1936) 
这 就 是 通过 适当 的 代 换 将 被 积 函数 转化 为 有 理 函 数 , 然后 用 83.2 节 的 方法 求 积 . 


二 | 日 > dz 
习题 1927 求 | 寺 直 了 和 


解 ”通过 作 代 换 z = 如 即 可 将 被 积 函数 转化 为 有 理 函 数 , 从 而 得 到 : 


| dz | 6 万 dt 过 | 6dt 
zZ(1 十 2VZ 十 以 T) t6(1 十 23 十 妈 ) ti 位 十 1)(2 妇 一 上 十 1 
于 是 有 部 分 分 式 展 开 式 如 下 : 
6 4 万 CC 十 万 
tt 十 1(2 妇 一 1 二 1 2 妇 一 上 1 
用 8$3.2 节 中 的 方法 可 求 出 


> 


然后 可 求 积 如 下 : 


| 


到 3 9 [一 Ld 3 d 
=6m 加 -号 mkt+al 一 到 | 2 | 
2 二 
人 
487 -1 
一 Inlz| 一 号 i++H- 了 ml235- 涝 + 一 arctan 人 上 ) +C 


习题 1933 | (ao > 0). 


23(a 一 2) 


解 ”由 被 积 函数 的 表达 式 可 见 0 < zx < w 将 它 改 写 为 一 上 然后 可 用 代 换 


4 QQ 一 化 
/2 二 全 
二 三 4 人 一 
洲 
使 之 有 理化 . (这 种 代 换 很 有 用 , 参见 83.1.5 的 习题 1782 的 解 3 及 其 注 .) 


人 文 上 时 ，、 w 本 区 从 dt 类 
这 时 了 一 页 和 dz 一 一 人 区 于 是 积分 转化 为 


An 


48 


用 83.2.2 的 奥 


医 


斯 特 罗 格拉 茨 


= 


oa 


1t 4 友 3 十 


+ 


2 


计算 得 到 4 = 8 
于 是 可 求 积 如 下 : 


对 最 后 一 个 积分 用 


| 


用 奥 斯 特 罗 格拉 蒋 基 


八 


填 
4 二 


2Z dz 


术 二 


习题 1935 


dz 
1 十 VZ++VI 二 2 


-| 
-| 


1 


2 


t2 


( 妇 一 1 


23(a 一 2) 国 


妃 奸 Ct 十 D 


二 
4V2 


先 用 展开 法 化 简 如 下 
十 VZ 一 VIT+Z jn， 


代 换 t= /芝士 二 ， 则 有 z = 


方法 有 展开 
本 ， CTC+i 


ES 刀 dt 
如 | 区 1 
方法 , 知道 有 展开 式 


] 滞 


2 d7 


41 妇 十 Bt 二 C++D1 
友 培 二 


? 


码 十 1 


和 系数 均 为 0. 


妇 一 V24 十 1 


2 
arctan ( CE 


好 十 V 有 十 1 0 V 丈 
Va 二 zz 一 V2vVzfa 一 o | 
Va 二 Zr+V2vVzae 一 zz) 十 VT 


) +C 


2)3 一 


_ ln 
4V2 


AS) 


arctamn ( 


了 V5Vz(e 一 可] 


TI 二 Z 


1 十 VZ 一 VI+Z 


(TVZ+VI+ZzZ): 人 


V1T 十 2 


2\ 克 区 


5 


|V 世 wz =| 人 ( 芭 


ET 
式 为 
) 


CC 十 万 
位 一 1 人 (十 1 


4 十 也 十 


| 


可 解 得 4 = 


1 十 VZY 十 VI 十 2 


了 ， 
dz 


一 VZ- 


一 VZ- 


= 工 ,也 = C = 0. 于 是 可 求 积 如 下 : 
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2 


解 2 (概要 ) 《习题 集 》 对 此 题 有 提示 : 令 z = 【5 上 ) , 于 是 可 将 v 五 和 
v5TT 同时 有 理化 ,虽然 本 题 可 不 必用 这 个 代 换 , 但 对 于 被 积 函数 为 R(VE VETDT)， 
其 中 Ra 为 二 元 有 理 函 数 的 情况 , 上 述 提 示 的 代 换 普遍 有 效 . 具体 计算 从 咯 
习题 1936 考虑 积分 
[ae-o*e-omaz 
其 中 及 为 有 理 函 数 , pg,m 为 整数 , 证 明 : 若 上 9 = jw， 其 中 大 为 整数 , 则 该 积分 为 初 
等 函数 . 


解 (概要 ) ”只 需要 讨论 尖 》 的 情况 . 从 条 件 可 知 有 二 一 天 一 


攻 汪 
也 


3 | 
加 
挟 
CN 
一 人 

加 
则 


册 
作 


CD 0 


其 中 设 一 5 > 0. 只 要 令 + = ( 宇 三 全) ”， 就 可 将 被 积 函 数 转化 为 有 理 函数 , 从 赂 . 


3.3.2 ” 含 二 次 无 理 式 的 有 理 函 数 的 求 积 (习题 1937-1965) 


这 是 指 被 积 函数 为 R(z, Vaz2 十 巡 十 c) 的 不 定 积 分 , 其 中 Ru) 是 二 元 有 理 函 
数 . 利用 三 角 函 数 代 换 或 者 欧 拉 代 换 就 可 以 证 明 这 类 被 积 函数 的 不 定 积 分 都 是 初等 函 
数 . 然而 从 计算 角度 出 发 , 还 有 许多 其 他 方法 可 供 选择 , 它们 往往 更 为 有 效 . 
在 这 一 小 节 中 只 考虑 具有 (或 可 转化 为 ) 下 列 形式 的 被 积 函数 : 
书 (Z) 
Q(z) 
其 中 P(z),Q(z) 为 多 项 式 ,y = Vaz2 干 丈 十 5 其 中 设 w 尖 0, 且 根 号 下 不 是 完全 平方 . 
在 83.1.2 的 (3.3) 和 8$3.1.6 的 (3.6) 中 已 经 见 到 这 类 积分 的 最 简单 情况 , 即 


. 工 
2 


2 
习题 1937 求 | -Er dz 
解 令 #= 工 + 二, 将 根 式 内 的 二 次 三 项 式 规范 化 (也 称 标准 化 ), 展开 求 积 如 下 : 
[天 旦 ia 人 [ae 本 
人 
VI 十 民 十 2 训 寺 旺 人 


2」 / 3 2 
访 :| 本 2 区 
厂 十 交涉 林 
2 十 车 二 十 车 茵 | 让 + VEe+ 车 |- VB 十 旦 一 寺 下 上 + VB 二 时 +C 


- 羡 )Vm2+z+I- 二 inlz+ 寺 +V2+z+1 | 十 C. 


局 十 
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注 “ 一 开始 的 代 换 上 = z 十 元 并 非 必要 , 但 在 作 了 这 个 规范 化 代 换 之 后 对 于 观察 思 


路 和 套用 基本 积分 公式 都 较为 方便 . 本 题 属于 


Po 
其 中 P(z) 是 多 项 式 ,y = Vaz2 + pz 十 c. 以 上 解法 对 这 类 被 积 函数 具有 典型 委 


二 | 日 > dz 

3 是 1938 求 | PT 

解 ” 为 作 倒 代 换 (这 里 可 以 参考 83.1.3 的 习题 1682), 先 作 代 换 上 = 十 1, 然后 可 求 
积 如 下 : 


dz -| dt | 下 二) 


| IE 


1 1 
如 天 汕 本 
由 工 上 工 汗 全 
一 Dm | 到 了 1 r+C 
了 1 开 1 VO2 十 灵 填 ] 
二 二 和 | 去 于 下 寺 7: 寺 = 一 天 下 | 
注 1 如 习题 1682 的 解 2 后 的 注 中 所 说 , 在 本 题 的 求解 中 只 考虑 了 t 上 =z+1>0 


的 情况 , 但 所 得 到 的 结果 对 于 z 十 1 < 0 仍然 成 立 ， 


注 2 ”本题 的 倒 代 换 方法 可 适用 于 以 下 类 型 的 被 积 函数 : 
1 
(Z 一 oj5y 
其 中 y = Vaz2 十 8 十 c; 大 为 正 整 数 , 当 太 > 1 时 即将 其 转化 为 习题 1937 的 类 型 . 


、 2 
习题 1940 求 | 十 如 十 和 dz. 


解 1 先 将 被 积 函 数 改 写成 有 理 函 数 除 以 y = Vz2 + 2z 十 2, 然后 展开 并 求 积 如 下 : 
| 痉 二 2+ dz=| 2Z2 十 2 十 2 d 


也 ZVZ2 十 27 十 2 
中 | 代 士 贡 dz +| dz +2| dz 
V2Z2 十 2 十 2 V2Z2 十 2 十 2 ZVZ2 十 2 十 2 


| 
ae 
一 Vz2 十 2 十 2 十 了 lz 十 1 十 呈 +2z+2-v2| 于 


一 Vz2 十 2 十 2 十 mlz+1+Vz2 十 2 十 2| 


-Vimn| 二 + 去 + 点 + 二 + 二 +C 
代 2 2 人 2 
一 Vz22 十 2 十 2 十 了 lz 二 1 二 Vz2 二 2z 十 2| 


Vz2 十 27 十 2 
-v5n| 球 二 + 2“< 十 2 十 2 
27 V27 


1+C 
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解 2 本题 的 积分 可 以 用 如 下 的 欧 拉 代 换 来 求 积 巴 : 
VzZ2 十 2 十 2 一 寺 一 0. 


二 世上 十 2 十 2 
将 上 式 两 边 让 方 , 即 有 z = 36TT, dz 一 5 从 而 可 求 积 如 下 ; 


2 
| 半 2do-| 二 dz=| t( 码 十 2 十 2) 冰 


7 人 


1 攻 3 本 
=|4+ 二 T+ 诡 5) 业 -z=Ialt 1+Vam| | + 。 


=VZzZ2 十 2z 十 2 十 mlz+1+Vz2 十 2z 十 ?| 
十 V 丈 二 到 二 7 V5 
十 V2mn| 二 一 一 < 一 < 一 <| +C 
V5n| 2 
注 在 解 1 中 的 方法 具有 典型 性 , 即 先 将 被 积 函 数 转化 为 以 下 形状 : 


ES 


中 二 on 
其 中 P(m),Q(a) 为 多 项 式 , y 二 VE 二 现下 5 然后 将 有 理 函 数 本 展开 为 多 项 式 


与 部 分 分 式 之 和 , 再 逐 项 求 积 . 
在 (3.16) 中 的 有 理 函 数 P(z)/Q(z) 为 多 项 式 时 有 以 下 命题 , 它 将 求 积 问题 转化 为 
待定 系数 的 计算 . 命题 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 , 或 参见 [15] 的 第 二 卷 的 88.3 的 284 小 节 . 
命题 3.3 若 已 (z) 为 即 次 多 项 式 ,y = Vaz2 十 迪 十 c, 则 有 
|22u=o oo+x| 至 ， 
其 中 Qi(z) 为 见 一 1 次 多 项 式 , 和 为 常数 . 


如 
习题 1943 求 | 一 > dx 
V1 二 27 一 22 


解 1 仿照 习题 1937 的 解法 , 先 作 规范 化 代 换 zz - 工 = 也 然后 可 展开 并 求 积 如 下 : 


| Zr3 dz=| 人 十 1)3 du =| t(2 一 妇 ) 一 3(2 让 
RE V5 \ 感 二 让 
= -|tvV2 一 如 dt 3|v3 edt+5| 人 +7| 四 
二 
3. 
= 于 2- 芭 二 一 3 人 (到 2 一 如 二 arcsin -全 ) -5V3 一 如 十 7arcsin -合十 C 
= -二 (2 妇 二 9 十 26)V2 二 友 二 4arcsn -世上 十 C 
6 V2 
_ 工 有 Z 一 1 
(2 十 5Z 十 19)V1 十 27 一 2 + 4arcsin ( 万 ) +C， 
解 2 现在 用 命题 3.3 提供 的 待定 系数 法 求 积 . 这 时 有 展开 式 
3 
人 =[4z2+Bz+O) 引 二 全， 
% % 
Q@ 参见 为 欧 拉 代 换 专 设 的 83.3.3. 
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其 中 y = V1+2z 一 Z2， 4, 刀 ,C, 和 为 待定 系数 . 计算 上 式 并 等 置 两 边 的 分 子 的 同 震 次 
项 系数 (分 母 为 ), 得 到 线性 代数 方程 组 为 


-34 = 二 
54 一 2 一 0， 
24+3B-C =0， 
已 +C 二 入 三 记 : 


解 得 
2 ER 19 
4= 一 李 , 卫 = 一 ,COC= 一 全 ,和 =4 
由 此 即 可 得 到 与 解 1 相同 的 答案 . 
注 “由 此 可 见 , 与 83.2.2 的 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 方 法 通过 待定 系数 的 计算 代 蔡 
了 大 量 的 积分 计算 , 最 后 只 需要 计算 容易 求 积 的 | 人 42 ， 习题 1937 当然 也 可 如 此 求解 . 
习题 1947-1950 与 前 面 的 习题 1938 类 型 相同 , 用 倒 代 换 后 即 可 用 命题 3.3 的 待定 
系数 法 或 其 他 方法 求解 . 
习题 1951 在 什么 条 件 下 , 积分 


| 皮 十 bz 十 cl 
Vaz2 十 Dr 十 c 


是 代数 函数 ? 


解 ”用 命题 3.3 可 见 , 只 要 用 待定 系数 法 确定 出 使 得 入 = 0 的 条 件 即 可 . 引入 记号 
三 Vaz2 十 br 十 c 则 有 展开 式 : 


2 
a12“2 十 0 十 cl / ， 入 
2 一 =[(4z 二 万 如 十 十， 
[CUz+ 忆 由 二 人 
计算 得 到 线性 代数 方程 组 为 : 
2a4 反问] 
号 54 十 oa 二 


c4 十 亏 5B 二 和 一 cl. 
根据 克 莱 姆 法 则 , 可 见 使 得 入 = 0 的 条 件 为 


2a 0 CQ1 
号 4 0 = 2a2cl 十 立 pan 一 acal 一 Qbb1 一 0. 
1 
C 万 C1 
下 面 考虑 被 积 函 数 为 (3.16) 的 不 定 积分 
| 和 了 (CC) .dz 
Qz) 7 


其 中 @(z) 为 不 可 约 的 二 次 三 项 式 的 情况 , y = Vaz2 + or 十 c. 这 就 是 《习题 集 》 中 习 
题 1957-1965 的 内 容 . 下 面 举例 说 明 其 中 可 用 的 方法 . 
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二 | 日 > dz 
0 求 | (1 二 z2)VI1 一 2Z2 
解 用 三 角 函 数 代 换 (参见 83.1.5 的 习题 1778 等 ) z = cos 纪 则 可 求 积 如 下 : 


| d2Z =-| d =-| sec2 tdt 
人 于 


Fcos2t sec2t 十 1 
dtan 如 | tant 
一 一 < 让 “AS 下 
| 慰 。 arctan ( 芭 六 | +C 
二 V1 
芋 万 arctan ( 一 二 一 汪 一 )] +C 
、 dz 
习题 1961 求 | 一 
(Z2 十 Z 十 1)Vz2 二 Z 一 1 
解 令 z 十 去 一 已 即 可 使 得 两 个 二 次 三 项 式 同时 规范 化 
| d2 =| dt 
] 过 
(2 十 2 十 1)Vz2 十 Z 一 1 (2 十 妃 ) 妇 一 瑟 
然后 作 三 角 代 换 + 一 2 secg 求 积 如 下 : 
| dt =4| SecOdb0 =4| cosOd0 
和 会 7 本 7 
2 12 5 5sec20 十 3 5 十 3cos“-0 
( 友 十 开 ) 可 
-4| d(sin 0) =- 恤 | sg - ,| VS8+V3sinb 
8--3sin20  V3」8-3sin20 < V8-- V3sinb 


1 [VS |+c 
V6 12V2t-V3V 妇 -5/4 

= 了 | V2(2 十 上 十 V3Vz2 十 zZ 一 1 

V6 1V2(2z+1 一 V3vz2z+z 一 1 


(Z 十 1)dz 


(z2 十 Z 十 TVz2z 二 zx 二 IT 
解 ” 先 将 其 一 部 分 凑 微 分 得 到 


十 己 . 


习题 1963 求 | 


| (Z 十 1)dz 本 | d(z2 十 Z 十 了 | dz 


(Z2 十 Z 十 1)Vz2 十 Z 十 1 2 


十 工 
中 第 二 项 恋 量 本 ， 
其 中 第 二 项 已 作 了 变量 代 换 上 = -二 


2 
对 第 二 项 的 积分 用 三 角 代 换 上 = tan0, 就 可 积分 如 下 : 
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2 dt _ 21sec20d0 2 
人 3 cos0d0 
(万 十 1) 
2 2 志 
= 冯 sng+TC= 莹 一 一 上 二 C 
3 Si 3 
二 2 寺 汗 二 C 
3Vz2 十 Z 十 1 
合并 以 上 结果 , 就 有 
| d2 2 1 22 十 1 十 C 
(Z2 十 2 十)Vz2 十 Z 十 1 VzZ2 十 Z 二 1 3VvVz2 二 2Z 二 1 
三 
3Vz2 十 Z 十 1 
习题 1964 利用 分 式 线性 代 换 z = 刍 二 5 计算 积分 


dZ 
| 二 TeT 


解 ”问题 是 选择 参数 c 和 6 的 值 , 使 得 这 个 代 换 将 两 个 二 次 三 项 式 同时 实现 规范 

化 , 即 同时 不 出 现 一 次 项 . 计算 得 到 

(862 士 6+1H) 妇 上 (2a6 士 w 士 6+2)t+(ao2 士 aw 十 了 
伺 十 J)” 


2Z2 士 Z 十 1 一 


可 见 应 当 使 得 同时 成 立 
2a0+2=aw+6，2a6+2=-a 一 ， 
因此 有 a TB= 0 ap = -1. 于 是 om 有 是 二 次 方程 2 -1 = 0 的 两 个 根 , 


区 ` 换 于 二 二 一 工 则 有 工 二 2dt 尼 就 得 
取 a= -1 6=1 作 代 换 z= 革 工 , 则 有 t= 工 -dz 一 CT ,于 是 就 得 


和 


到 


| dz 到 ?| ( 十 1)dt 
(z2 -zz 十 1)Vz2z 十 Z 十 工 ( 刀 十 3)V322 十 1 
可 ?| tdt 汪 ?| dt 
( 刀 上 3)V35 十 1 ( 妈 十 3)V312 十 1 
以 下 分 别 计算 上 式 右边 的 两 个 积分 . 
对 第 一 个 积分 , 令 女 = 0 则 有 2tdt=d0. 又 令 30+1=s2, 则 有 0 
dg 二 之 sds, 0 十 3=- 村 (s? 十 8), 于 是 有 


3 
寺 dt | d0 
2 


(5 本 1)， 


寺 
3 


?| ( 妇 二 3)V3 妇 十 1 
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对 第 二 个 积分 , 作 三 角 代 换 1 = -tanb, 则 有 妇 十 二 = 工 sec20, 妇 二 3 = 
Vv5 3 3 
可 (sec 0 十 8), dt = 访 sec2 0 d0, 于 是 有 
?| dt = 巧 | SecCOdb0 =- 扎 | cos0d0 
( 刀 二 3)V3z2TT  VvV3Jsec20+8  VvV3j」1+8cos20 
- 盖 | d(sin 0) - 一 | 2esg 
，VvV3j9-8sin20 ” VvV6」9-8sin20 
1 3 十 2V2sinb 
2vV6 13 一 2V2sinb 
ES | 
2V6 13VI+3 妇 一 2V6t 
2 | 十 
三 江 3(z IJ) 二 V2(1 人 
2V6 3(z2 +Z 二 IT) 一 V2(1+z) 
合并 以 上 即 得 
| = -arctan( 必 2 十 1 
(z2 一 zz 十 TVz2z+Zz+1  V2 V2(1 一 7) 
2 mm 十 dd 
二 | 3(z2 二 zz 十 1) 十 V2(1 2 
2V6 V3(z2+TzZ+1) 一 V2(1+z 
小 结 ”本 小 节 主 要 讨论 类 型 为 (3.16) 的 积分 , 其 中 的 被 积 函 数 是 有 理 函 数 除 以 
= Vaz2 十 好 十 c (如 习题 1940 所 示 , 这 已 经 包括 有 理 函 数 乘 以 y 的 被 积 函数 在 内 ). 
先 将 有 理 函数 刀 2 展开 为 多 项 式 与 部 分 分 式 之 和 ，, 从 而 可 将 上 述 不 定 积分 展开 
为 若干 项 分 别处 理 . 
以 下 有 三 种 情况 ; 


(1) 对 于 


与 多 项 式 对 应 的 积分 , 可 展开 求 积 , 或 者 按照 命题 3.3 ) 


职 . 见习 题 1937, 1942 等 ; 


(2) 对 于 周 
其 注 2 所 示 / 


(3) 对 于 刘 


了 分 分 式 的 分 母 为 (z - oa)* 所 对 应 的 积分 
倒 代 换 归 结 为 (1); 
分 分 式 的 分 母 为 (z2 + pz 上 g)* 所 对 应 的 


先 需要 将 z2 +pzr+ 和 az2 十 pz 十 c 同 时 规范 


d 


| 


训 分 


化 , 即 同时 消去 它们 


| 是。 司 关 


的 一 次 项 . 如 习题 


j 待 定 系 数 法 求 


一 一, 可 如 习题 1938 及 
% 


1964 所 示 , 这 可 以 通过 分 式 线性 代 换 实现 , 然后 再 用 三 角 代 换 有 理化 后 求 积 . 

注 “这 里 对 于 根 号 下 的 二 次 三 项 式 的 规范 化 作 一 点 补充 . 一 方面 , 这 种 规范 化 往往 
对 求 积 有 帮助 , 例如 习题 1937, 1943 中 都 是 如 此 . 然而 另 一 方面 , 从 前 面 的 许多 例子 可 
见 , 在 什么 时 候 作 规范 化 才 有 效 是 一 个 较 复 杂 的 问题 . 

若 在 情况 (1) 中 用 待定 系数 法 , 则 不 必 作 规范 化 ; 在 情况 (2) 中 需要 作 倒 代 换 (见习 
题 1938), 这 时 应 当 在 倒 代 换 之 后 再 对 根 号 下 的 二 次 三 项 式 作 规范 化 . 最 后 , 对 于 情况 


(3) 则 需要 按照 习题 1964 提出 的 方法 来 做 , 即 


使 得 两 个 二 次 三 项 式 同 时 实现 规范 化 . 
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3.3.3 ” 欧 拉 代 换 (习题 1966-1970) 


上 一 小 节 只 考虑 被 积 函数 为 有 理 函 数 ( 乘 ) 除 以 二 次 无 理 式 y = Vaz2 十 红 十 c 的 
职 分 问题 . 对 于 含有 二 次 无 理 式 的 一 般 积分 问题 , 即 被 积 函数 为 R(z, Vaz2z 十 好 十 o) 的 
不 定 积分 , 其 中 RR(w,u) 是 二 元 有 理 函 数 , 我 们 需要 更 为 有 力 的 有 理化 方法 . 本 节 的 欧 拉 
代 换 就 是 这 样 的 方法 . 它 在 理论 上 证 明了 上 述 被 积 函 数 的 不 定 积分 一 定 是 初等 函数 . 
当然 对 了 个 具体 的 积分 问题 来 说 , 用 欧 拉 代 换 的 计算 量 未 必 最 小 . 以 下 将 通过 
例题 来 比较 用 欧 拉 代 换 与 其 他 方法 的 计算 过 程 . (在 上 一 小 节 的 习题 1940 的 解 2 已 经 用 
过 下 面 列 出 的 第 一 种 欧 拉 代 换 .) 
欧 拉 代 换 有 以 下 三 种 : 
1 若 a> 0, 则 可 用 


Vaz22 十 bg 十 c 一 土 Vaz 十 二 


2) 若 c > 0, 则 可 用 
Vaz2 十 b 十 C 一 zt 士 Vci 
3) 对 于 根 号 内 为 可 约 的 二 次 三 项 式 , 则 可 用 
az 一 Z1)( DC 一 Z2) 王 tZ 一 01)， 
注 若 将 第 三 种 欧 拉 代 换 写 为 = \/ 2 人 一 22) ,就 可 看 出 它 与 和 3.1.5 的 习题 178 
的 解 3 中 所 用 的 代 换 上 = ,/ 2 一 全 没有 本 质 差 别 (参看 该 题 的 注 ), 此 外 这 种 代 换 还 有 


Q 十 2 
另 一 个 方向 的 推广 , 见 83.3.1 的 习题 1933. 


旦 > dz 
习题 1966 求 | 一 ”csS_ 
3 蚌 1966 求 | 5 
解 1 用 第 一 种 欧 拉 代 换 Vz2 +z 二 1 = 一 zz ( 即 令 上 =z 十 Vz2 十 7 十 
将 上 式 两 边 平方 后 得 到 
刀 _1 2( 妇 十 上 十 了 


和 


于 是 可 积分 如 下 : 
二 
| 业 = | (: 0 


3 3 
这 才 


=2Inlz+V22 二 Z 十 一 羡 lz+ 寺 +Vo2 二 z 十 
3 


十 C 


+ 一 一 一 一 一 一 +C 
4(Z 十 亏 十 22 十 Z 十 ]) 


=2Dmlz 二 Vz2 二 z 二 Hi 一 号 吕 lz+ 计 +Vz2 二 z 十 十 + V2Z2 十 Z 十 1 一 Z 十 C. 
解 2 不 用 欧 拉 代 换 , 则 容易 想到 在 分 母 有 理化 后 即 可 用 83.3.2 的 方法 计算 如 下 : 
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~ dz -~- VZ 十 zZ 二 1 一 2 dr 一 V22 十 Z 二 1dz (1- ] ) dz 
zz 十 Vz2 十 ZY 十 工 ZX 十 1 2 十 1 2 十 1 
二 22 十 2 十 1 加 


于 是 可 用 上 一 小 节 的 方法 计算 最 后 一 式 中 的 积分 如 下 : 
| 本 we| 4 


2 十] 2 十 1)VzZ2 十 Z 十 工 


=| ULW | dZ 

VZ2 十 Z 十 1 (Z 十 1)VzZz2 十 Z 十 1 

寺 | 芝 -| 二 区 二 | 一 一 一 
2 Z2 十 Z 二 1 2JVzz+z+il (zZ 十 ])Vz2 十 Z 十 工 


1 下 dz 
一 Vz2+z+1- 二 Inlz 二 二 十 Vz2 二 zz 二 1 让 | 
2 2 (Z 十 1)V2Z2 十 Z 十 1 


对 最 后 一 个 积分 可 以 用 8$3.3.2 的 习题 1938 的 答案 . 以 下 从 略 . 


习题 1967 求 | 二 2 一 
1 十 V1 一 27 一 2Z2 


解 1 | 
将 上 式 两 边 平方 后 得 到 


2 二 2(1 十 2 一 友 ) 和 
妇 十 1 ( 妇 十 贡 ? 
于 是 可 积分 如 下 : 
| dz 引 一 刀 十 2 十 1 1 
十 VI1 一 2z 一 2Z2 t 人 一 1)( 妇 十 了 


工 
二 | 二 全 ) 4 = 了 | 后 上 | -2aretant+C 
达 十 1 t 


t 一 工 
CH)+c 


工 -2Z+VI-2z 一 22 
1L+VI-2- 厂 
解 2 在 分 母 有 理化 后 即 可 用 83.3.2 的 方法 求 积 如 下 : 
| d7 = | 二 全 一 2 dz 
1 十 27 十 Z2 
加 dz (一 2 一 2Z2)dz 
二 T -| 疝 和 AT 


一 2arctan 


1 1 交 | d2Z | d2Z 
Se ] 仆 机 
2 2 十 2 VIT 一 27 一 02 2Z(Z 十 2)VIL 一 27 一 2 
1 。 (7Z 十 1 1 dZ 下 dZ 
一 款 ] 人) 认证 
2 2 十 2 V2 2j」xzvI-27z- 并 2」(z+2vLI 一 27z 一 2 
上 工 .7Z 十 1 工 工 一 忆 [YY 2 
三 本 ]n | 二 arcsin ( ) + ]n 一 一 一 一 一 
出 2 十 3 十 V1 一 27 一 2 
| 全 HT 区 
2 ) + ls | 二 2 让 二 一生 二 一 | 
一 arcsin ] 十 C. 
V2 十 3 十 VI 一 27 一 2 
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本 本 加 
习题 1969 求 | 2 有 二 和 dx 
十 VzZ2 十 37 十 2 


从 本 题 出 现 的 根 式 可 见 三 种 欧 拉 代 换 都 可 以 用 , 以 下 试看 情况 如 何 , 然后 再 举 不 用 
欧 拉 代 换 的 一 种 解法 . 

解 1 用 第 三 种 欧 拉 代 换 Vzz5 二 37 十 5 = t(z 十 ,也 就 是 上 = \/ 卫士 了 将 此 式 
平方 后 得 到 


2- 万 dr 24dt 
万 一 1 ( 达 一 1 
于 是 可 积分 如 下 : 
一 V 到 2 二 3 于 
| 22 十 37 dz 一 -2| tt 十 2)dt 
Z 十 VzZ2 二 37 十 2 


四 17 5 1 3 16 
=|4- i08CTTT TCD 30 CU- 5 可 4 


ae 
108 亿 士 了) 王仁 一 2)64 18(t 二 1) 6(t 十 1)? 


二 | (Vz2 十 3 十 2 一 和 一 1)81 
(Vz2 二 37 十 2+z 二 TVz2 二 37 十 2 一 27 一 2)64 

可 2 了 z ( 计 z+ 让 )V 呈 35+2+C 
注 在 最 后 一 步 利 用 了 

一 Vz2 上 +3z 十 2 一 zz 一 1 


才干 计 
解 2 用 第 一 种 欧 拉 代 换 Vz2 二 3z+2= 上 一 2zZ ( 即 1=Z+Vz2 二 3z 十 2). 
将 上 式 平 方 后 得 到 


， 刀 2 和 2 十 叶 二 2) 
24 十 3， (2 二 3) 
于 是 可 积分 如 下 : 
9 2 
2Z 十 Vz2 二 3z 十 2 t(2t 十 3) 


六 二 
27f 54(3 二 2 罗 9(3+2b2 6(3 十 203 


以 下 从 略 
解 3 用 第 二 种 欧 拉 代 换 VZ5T 双 Txt 二 VE( 即 1- Y 空 十 弛 +2- 2 
将 上 式 平方 后 得 到 

= 22 和 证 2 于 人 二 22 dh 


12 一 
于 是 可 积分 如 下 : 人 
zZ 一 Vz2 二 3z+7 [3+Vv2 一 +2V2t+V2b(C2V252 一 扩 十 2V2) 
| 十 3z 十 2 | [3 一 V2+(3 一 2V2)t 一 V212]( 妇 一 1? 
以 下 的 计算 量 可 能 更 大 , 从 略 . 


dt， 


83.3 无理 函数 的 积分 法 (习题 1926-1990 ) 


解 4 在 分 母 有 理化 后 即 可 展开 如 下 : 


IE 三 . 必 记 2 2 
| 22 十 37 dz= -| 到 VZ2 十 37 十 2) 四 
2 十 VZ2 十 3 十 2 37 十 2 
它 272 十 3 十 2 22VZ2 十 372 十 2 
王 | 3 十 7 dz+| 3 
三 加 和 2 二 和 三 人 
一 3 3dzr+2 vVz2T37T2dz -二 VZ 十 37 十 2 
3 


| 一 一 dz 一 一 六 了 IlZ 十 可 全 | 十 他 
作 寺 二 


co 


|v 定 +a+2dz= 于 (z 十 号 )V22 十 37 十 2 
二 了 /3 
1 1 |z 宁 十 22 十 3z 十 2| 十 C. 


再 用 $3.3.2 的 方法 对 第 三 项 求 积 , 先 令 ! = z 十 二 , 然后 计算 如 下 : 


可 台 
5， 4 
妇 十 忌 t 十 喜 2 57 + 生 
4 [VTS 4 3 3 站 
一 于 | 之 2 dd 三 一 全 下 三- 一 生 | 一 一 一 = 
3 37 十 2 5 上 
十 本 十 可 
- 寺 | tdt -名 | di 16 di 
9 到 5， 4 5， 4 
2 > ER 和 2 二 2 SR 二 
刀 十 可 上 十 了 妃 十 可 t 二 了 办 / 妃 十 可 t 十 可 
人 
| d( 二 | 
宇和 人 5 4 
纪 十 可 十 本 妇 十 可 t 十 本 


-4 和 152 5 地- 妆 5 2 .511 和 | 8. 
二 二 人 全 二 汪 直 上 | 十 瑟 | 
8 8 |， /2 瑟 二 | 
+ 瘟 班 |+ 本 末 生 区 直 交 和 必 | 下放 
4 


=- 革 V+3z+2- 荔 2z+3+2Vz2 二 3z 十 9 


8 57 十 6 十 4Vz2 十 3z 十 2 
二 2 37 十 7 二 人 


合并 以 上 结果 得 到 


之 
| 


工 22 十 3 十 2 3 9 
1 (5z7 十 6 十 4VZ2 十 37 十 2)32 


1+C 


放 一 一 
108 1(3z 十 2)64(2z 十 3 十 2Vz2 十 37z 十 2) 生 
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3.3.4 杂 题 (习题 1971-1980) 


在 习题 1976-1979 中 的 二 次 根 号 下 出 现 了 4 次 多 项 式 的 情况 , 下 面 看 其 第 
半 (Z2 一 1)dz 

之 1976 :> 一 一 一. 

人 求 | (zZ2 十 1)Vz4 十 1 


解 1 对 分 子 提出 因子 22, 对 分 母 则 从 根 号 外 和 根 号 内 分 别提 出 因子 z, 约 去 这 些 


因子 之 后 , 即 可 凑 微 分 如 下 : 


(Us 中 -| d(z 十 二 


(zl)drz 
AT 人 字 + 点 (ze+ 二 | 
): 


令 += 工 + 二, 就 容易 用 倒 代 换 求 积 如 下 本 1682, 1938 


1 1 
| =| dt 了 = 一 -arcsin 只 
本 
2 t2 V2 
三 二 -arcsin( 
上 1T 十 2 


解 2[113] 先 将 积分 作 如 下 变换 ; 
(z2 一 1)drz (Z2 一 1)dz 
| 人 | (Z2 


=| 22 一 江 ) d2Z 
人 
然后 计算 得 到 : 1 
人 1 和 
(z2 十 1 z+ 二 5 2 ) 


于 是 可 凑 微 分 求 积 如 下 : 


27 
ep-baz TI da 
| 二 | 本 27 ) 

挛 2 二 了 


王 -- 方 arcsin ( 了 世 ) 十 CC 


下 面 是 一 类 含有 两 个 一 次 无 理 式 的 被 积 函 数 的 可 积 性 定理 . 


职 分 


R(z,Vaz 十 站 Vcz 十 四 dz ( 尼 为 有 理 函 数 ) 
的 计算 可 归结 为 有 理 函 数 的 积分 . 


1 


习题 1980 证 明 : 
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解 ”不妨 设 uc 都 不 等 于 0, 上 且 ad 尖 bc, 因为 其 余 情 况 可 有 理化 是 明显 的 . 
令 1=Vaz 十 六 则 有 


由 一 


达 一 0 oo 吧 上 (ad 一 bo) 
ee 


)》 


可 见 被 积 函数 已 是 只 含 一 个 二 次 根 式 的 有 理 函 数 , 根据 欧 拉 代 换 , 它 可 以 有 理化 . 


3.3.5 ”二 项 式微 分 的 求 积 (习题 1981-1990) 


称 zm(a + pz?)2 为 二 项 式微 分 , 其 中 的 三 个 参数 m,m,2 都 是 有 理 数 . 关于 它 的 不 
定 积分 有 著名 的 切 比 雪夫 定理 . 下 面 将 它 列 为 命题 , 并 对 可 积 条 件 的 充分 性 给 出 证 明 . 


命题 3.4 ( 切 比 雪夫 定理 ) 二 项 式微 分 的 不 定 积分 
|m (a 十 bm)Pdz 
为 初等 函 ee 7 TD 满足 以 下 三 个 条 件 之 一 : 
(UP 
证 tl 人 
(3) 过 二- 十 D 为 整数 . 


证 ER 定理 的 必要 性 部 分 已 经 超出 了 数学 分 析 的 范 
习 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 [9] 的 第 六 章 . 
情况 (1) 2 为 整数 . 这 时 可 设 有 理 数 mm,m 为 具有 公分 母 的 分 数 mm = 大 , 几 一 六 ， 
其 中 ma,ni,N 都 是 整数 , 且 V > 0. 
于 是 只 要 令 z = 太 , 就 有 dz = NIN-Idt xzm = tma on = t 加 ,从 而 实现 了 有 
化 . (这 与 83.3.1 的 习题 1927 相似 , 虽然 该 题 不 是 二 项 式微 分 的 积分 .) 


1 站 
情况 (2) 卫 二 上 为 整数 . 先 令 妃 = 刀 则 有 >z=v7 ,dz== 二 和 duw., 于 是 有 


征 2 
| ripdz 一 二 m (a 十 DJ)Pu “du 
70 十 1 


一 寺 | (十 DJPurLdu. 
着 设 p = 革 ，M N 为 整数 , 是 N > 0, 则 再 令 o 上 + ju = 坟 就 可 实现 有 理化 ， 
合并 以 上 可 知 , 对 于 情况 (2) 的 有 理化 代 换 是 
Q 十 pzm = tN， 


其 中 N (> 0) 是 有 理 分 数 六 的 分 母 . 
情况 (3) 灾 填 上 十 D 为 整数 , 与 情况 (2) 一 样 , 先 令 z" = u 则 积分 变换 为 


二 1 
| Qw 二 好 ) 妇 du， 
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可 见 若 设 D = 站 ，M N 为 整数 , 目 N > 0, 则 再 令 4 十 必 = tY 就 可 实现 有 理化 ， 
合并 以 上 可 知 , 对 于 情况 (3) 的 有 理化 代 换 是 

人 = 一 嫉 ， 

其 中 N (> 0) 是 有 理 分 数 p 的 分 母 . 
注 由 以 上 证 明 可 见 , 三 种 可 积 情况 的 代 换 即 是 前 面 都 已 经 用 过 的 代 换 , 不 必死 记 . 

然而 三 种 可 积 情况 的 条 件 是 需要 知道 的 , 因为 除 此 之 外 的 二 项 式微 分 都 不 可 积 . 

回顾 前 面 的 习题 , 可 以 看 到 8$3.3.1 的 习题 1933 就 是 二 项 式微 分 的 积分 题 . 此 外 , 还 

有 许多 只 要 通过 简单 的 代 换 就 可 以 化 为 二 项 起 微分 的 积 / 题 . 读者 可 以 试用 本 小 节 的 

方法 去 解 它们 


习题 1981 求 | v 友 十 2Z4dz. 
解 (概要 ) 将 被 积 函数 改写 为 二 项 式微 分 : 


3 1 


2Z2(1 十 Z)2 一 22 二 二 
可 见 柬 号 寺 . 由 卫士 - + 了 = 3 可 见 属 于 第 三 种 可 积 情况 ,只 要 用 代 


en 口 


注 “这 就 是 在 83.1.5 的 习题 1782 的 解 3 中 所 用 的 代 换 . 若 又 将 积分 写 为 
va 十 Z) qd2， 


则 就 是 第 三 种 欧 拉 代 换 . 


司 昌 让 VZ 

习题 1982 求 | GT dz 

解 (概要 ) 将 被 积 函数 改写 为 

2 

从 了 = -2 可 见 属于 第 一 种 可 积 情况 . 只 要 令 z = 妈 即 可 实现 有 理化 . 


注 “， 本 题 与 83.3.1 的 习题 1927 所 用 的 方法 是 类 似 的 . 


光 


习题 1983 求 | -2 
十 VZ 


解 1 (概要 ) 将 被 积 函数 改写 为 


2 
zz3) 
可 见 几 二 1 六 冯 ,z - 计 , 于 是 卫士 上 = 3, 属于 第 二 种 可 积 ! 情 况 . 
作 代 换 1 上 + 8 = 22, 则 有 
3 1 
2 ， 2 


2 一 ( 妇 一 革 
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于 是 积分 成 为 


即 已 实现 有 理化 . 
解 2 (概要 ) 先 令 Vz2 = 册 则 z = vvuw, dz = 号 VEdu. 于 是 积分 变换 为 


| 2 d2 = 立 | 12 dv 
VE 
可 见 只 要 再 令 1+= 女 即 可 实现 有 理化 


角 不 妨 作 更 一 般 的 讨论 . 从 本 节 前 面 的 讨论 已 知 , 对 所 有 整数 大 不 定 积分 
| 四 都 是 可 积 的 . 若 将 被 积 函 数 写 为 二 项 式微 分 : 
二 


则 和 m 一 已 呈 一 2 了 = 一 吉 . 于 是 有 
人 十 1 大 +1T mm+1 +L 工大 
0 刀 作 二 2 一 2， 


可 见 当天 为 奇数 时 属于 第 二 种 可 积 情况 , 而 当 为 偶数 时 属于 第 三 种 可 积 情况 . 此 外 ， 
命题 3.4 还 告诉 我 们 , 当天 不 是 整数 时 , 上 述 不 定 积 分 一 定 不 是 初等 函数 . 
对 于 大 =5, 令 1-22 = 有 zdz = 一 du, 于 是 可 求 积 如 下 : 


25 d7 4 2 二 3 
| 二 本 =--| 一 2 十 1)du = 一 去 忆 十 苇 全 十 C 
| 5 3 
1 ,三 9 所 工 
入 
三 - 癌 VL-2 人 zt +4z2 十 8) 十 C. 
习题 1985 求 | 
到 职 分 dz 将 其 被 积 函 数 写 头 
解 (概要 ) 不 妨 讨论 更 一 般 的 分 | -将 其 祛 函数 写 为 
工 
代 汪 到 
则 有 普 = 0,m = 必 p= -二 . 这 时 有 亚 士 上 十 P = 0, 即 属于 第 三 种 可 积 情况 , 只 要 大 
为 任意 有 理 数 时 都 是 如 此 . (习题 1986 即 是 上 一 4 的 情况 .) 
1 一 开 


作 代 换 习 = ze, 则 有 zz 一 ,dz 一 二 人 du, 于 是 积分 变 为 


dz 一 工 | 以 站 ._dL 
十 ZK 大 工 十 以 14 
可 见 只 要 再 令 上 = 忆 人 四 即 可 实现 有 理化 . 
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习题 1989 求 | 一 dr 


解 (概要 ) 将 其 被 积 函 数 写 为 二 项 式微 分 : 
(3 人 汪 本 


人 水 可 


则 有 普 = 寺 ,ma = 2,2 本 


作 代 换 三 = 赔 则 有 >z = Vw dz = 5 性， 于 是 积分 变 为 


| 喷 @- 轨 | 下 了 放 = 冯 | 人 dv 


= 1, 即 属于 第 三 种 可 


识 情 


月 


况 . 


可 见 只 要 再 令 # = 世 羡 一 必 即 可 实现 有 理化 
条 件 , 将 原 题 中 的 参数 m 改 记 为 及 


命题 3.4 的 


SA 


在 下 一 题 中 为 便于 引 


下 , 积分 


| VI 丈 dz (为 有 理 煞 ) 


习题 1990 在 什么 情 姑 


为 初等 函数 
解 这 时 冯 =0,m=8D 一 部 ， 羽 此 有 
到 十 1 7 十 1 1， 1 天 二 2 
一 大， 下 二 
根据 命题 3.4 4 可 见 本 题 的 积 只 有 在 两 种 情况 下 为 初等 函数 : 
(有 = 二 meEZm 关 0 (2) 有 = 本 一 T,mE 
， 是 第 二 种 和 第 三 种 可 积 情况 . 
述 条 件 的 充分 性 是 容易 证 明 的 . 
令 允 = 岂 则 有 
卫 二 WU dz 一 T2a0 一 1 da 
于 是 积分 变 为 
| vi+z /dz=m|w VEITedu 
可 见 只 要 再 令 1+v= 妇 即 可 有 理化 . 
对 于 情况 (2), = 本 十, 其 中 m” 为 整数 . 令 k = 避 则 有 
25=1 27 一 3 
攻 一 禾 2 ,dz= 2 二 2 da 
于 是 积分 变 为 
2 2 -1 : 1 
1+zaTdz= 刀 地 | ViITvdu= (nn 和 


工 士 忆 即 可 有 理化 
人 包 
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83.4 三 角 函 数 的 积分 法 (习题 1991-2065 ) 


内 容 简介 ”本 贡 介 绍 被 积 函数 为 三 角 函 数 的 可 积 类 型 , 其 中 涉及 多 种 方法 . 以 下 按 


照 被 积 函数 的 类 型 和 方法 分 成 几 个 小 节 . 


在 计算 中 当然 经 常 需 要 用 一 些 常见 的 三 角 恒 等 式 、 基 本 的 求 导 公式 和 积分 公式 等 . 


注意 与 tan z, cot z, secz, cscZ 有 关 的 公式 也 是 
在 《习题 集 》 的 $3.1 中 已 经 见 到 过 被 积 函 
1695-1704, 1717-1718, 1742-1758 等 除 此 之 外 


民有 用 的 . 
数 为 三 角 函 数 的 不 定 积分 , 例如 习题 
对 于 很 多 无 理 函 数 的 不 定 积分 来 说 


三 角 代 换 是 一 种 很 有 用 的 有 理化 方法 , 于 是 问题 也 


世 归结 为 三 角 函 数 的 不 定 积分 , 例如 见 


8$3.1 的 习题 1778-1785, 83.3 的 习题 1957-1962 等 . 


3.4.1 被 积 函 数 为 sn zcos"z 的 求 积 


习题 1991 求 | cosszdz 


(习题 1991-2006, 2011-2012) 


解 1 利用 coszdz = d(sinz) 和 三 角 恒 等 式 cos2z = 1 - sin2 z, 就 容易 用 凌 微 分 


法 求 积 如 下 : 


| es Z dz 一 | zZd(sinz) 一 | (一 sin2z)2d(sinz) 


一 | (和 -2sin2z 二 sn4z)d(sinz) 


一 Sin2 一 之 sin3z 十 


3 
解 2 如 83.1.4 的 习题 1747 的 解 所 示 , 可 
积 . 先 计 算 被 积 函数 的 展开 式 如 下 : 
2 


cos57 一 | 序 ( 十 cos2z)| cosz 


请 
5 Sin” 2 十 C. 


以 将 cos5 z 展开 为 倍 角 函数 的 和 来 求 


下 工 工 
二 下 cosZ 十 训 50S27 co5Z 十 本 人 220 COS 人 
三 工 cosz 二 开 (cosz 二 cos3z) 二 豆 于 (14 cos4z) COSZ 
5 1 
一 豆 co87 十 于 cos37 十 We 十 cos57z) 
一 和 过 的 
三 吓 CoS2 十 16 coS 32 十 二 COS 50. 
然后 即 可 求 积 如 下 : 
5 5 5 2 上: 
| ee 2 d2 一 | g cos7 十 T6 coS 37 十 二 cos57) d2 
三 多 - 病 人 二 
三 可 sin7 十 如 Sin 32 十 吉 sin 57 十 C 〇 . 
解 3 用 分 部 积分 法 将 cos z 的 坚 次 降低 , 则 可 求 积 如 下 . 
先 用 分 部 积分 (并 利用 循环 现象 ) 得 到 
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| 2 dz 二 | cos'zdlina) 一 cos4zsin2z 一 | 细 zdl 


cos47) 


一 cos4zsinz 十 4 sm 2Zcos3z dz 一 cos4zsinz 十 4 一 cos27z) cos37 dz 


1 
一 二 cos4zgsinz 十 


5 
然后 对 上 式 最 后 一 个 积分 / 


半 je 2 d7. 
类 似 的 方法 计算 如 下 : 


| zdz 一 | os saina = coszsinz+2|sm2zeoszdz 


一 coszsinz+2|0 一 cos2zjcoszdz 一 于 coszzsinz 十 


全 村 cos2zsinz 十 省 计 计 你 


3 
合并 以 上 即 得 到 


2 
本 | eeszdz 


| es 2 dz 一 二 costzsinz+ 坪 808- 2ZSin2Z 十 弟 sinz+ 人. 
解 4 (概要 ) 利用 后 面 的 习题 2011(b) 建立 的 递 推 公式 求解 . 这 实际 上 就 是 解 3 的 
一 般 化 . 
习题 1998 求 | 3 本 dz. 
3 并 


解 1 可 用 分 部 积分 法 求 积 如 下 : 


3 
| 业 dz 一 | 于 d(sinz) 一 -Co 2 | 台 za 
SID 2 SIn” 化 SI0 ”2 
3 2 4 
C C O 
加 人 -| 血 *…(- 2 认 ee 二 ) dz 
Sin 人 7 Sin 了 Sin ”2 


区 cos 2 +3| 守 这 dz 二 3| S5 dz 二- 工 . Cos 7 号 
Sin“ 和 S1D 人 7 Sin2 并 少 
1 cossz 31 1 了 
2 | 站 
3 
= 一 -os 一 呈 |tan 寺 | 一 号 cosz+C， 
28Sin 2 
解 2 同样 用 分 部 积分 法 还 有 不 同 的 求 积 方法 : 


| dz=| coszd(- = ) 

Sin ”2 2Sin“ 7 
cos37 人 | 1 
2sin27 2 」sgsin2z 
cos37 号 | 
2sin2z 2 


Sin 人 


以 下 与 解 1 相同, 从 略 . 
解 3 可 以 一 开始 就 展开 求 积 如 下 : 
Cos4 7 (一 sin 2)” 
人 sin3 并 有 | 4 


Sin” 2 


兰 可 zdz 一 ?| dz 
Sin 人 


到 


= 一 cosz 一 2nn|tan 雪 |+| 


1 一 sin2 2 7 


d2 
3 


Sin” 


dz 
3 


和 ) 
S10 人 


.3cos27zsinz dz 
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上 式 最 后 一 个 积分 即 是 下 面 的 习题 1999 ( 它 又 是 习题 2012(a) 的 特例 ), 从 略 . 
习题 1999 求 | < 
解 1 将 被 积 函数 的 分 子 1 用 cos2z +sin2z 代入 , 即 可 展开 求 积 如 下 : 
| dg = | ss dz+| dz 
Sn” 人 7 SIn” 人 2 S10 忆 
| d2Z 
2 | coszdl | 
加 cosZ 1 工 f dz 十 qdZ 
28in27 2 jsinz Sin 人 
二 CS + 二 也 |tan 雪 |+C， 
2Sin 2 
解 2 利用 余 切 和 余 割 函数 的 公式 可 用 分 部 积分 法 求 积 如 下 : 
| 2 王 -|sez d(cotZz) 三 一 cscZ cotZ 十 | eetzdlesea) 
Sin” 2 
一 一 CSCZ cot2Z 一 | co reserdz 一 一 CSCZ cot2 一 se 一 1)csczdz 
四 由 
一 一 CSCO Cot 2 人 二 ) dz 
三 地 工 也 
三 一 本 CSCZ cot2Z 十 二 in | tan 5 +C 
习题 2002 求 | 二 2 
Sin”2 COS? 人 


解 1 对 被 积 函 数 的 分 子 1 用 (cos2z + sin z)2 代入 , 即 可 展 


| 章 | 


cos47 十 2cos2zsin27z 十 sin47 4 


3 5 


2 5 sin3z cos5 7 


Sin”2 COS2 2 


开 并 求 积 如 下 ; 


=| ss +2| 0 + | 总 
Sin”2 COS 也 Sin coOS3 也 COS? 人 
-| (cos2z 十 sin2z) dz +2| (cos2z 十 sin2z) dz +| 要 计 二 半 六 
一 9 。 3 5 
Sin”2 COS 了 Sin Z COS” COS? 人 
寺 0 +3 上 dz ?| 和 事 | 人 
SID ”2 S1D 局 COS 人 必 COS” 0 COS ”0 
二 | 1 
一 3lnlt 一 一 -十 C 
2sin 人 ET 
解 2 II 凑 微 分 求 积 如 下 : 
| 元 至 一 -| d(tanz) 要 | secGzZ d(tan2z) 
sin3 zcos5 宛 tan3zcosez tan3z 
人 十 工 
= | datana 
< 3 工 
一 | (tansz+3tanz 十 有 d(tanz) 
tamn 2 tamn 
= 于 tan 4z 十 羡 tan2 Z 十 3jnj|tanz| 一 
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习题 2004 求 | amszdz 


解 “不妨 讨 论 更 为 一 朋 的 积分 | tanr =dz, 其 中 为 正 整数 , 用 下 面 的 方法 即 可 在 
每 一 步 将 指数 降低 2 , 从 而 最 后 得 到 所 求 的 积 4 
设 即 兰 2, 则 有 


| 全" zdz= |tam (sec2z 一 1) dz 
-2zd(tanz) 一 | 0 qd7 
四 上 tan" 1z 一 | 2 qd7. 


可 用 


Xe 


和 
对 灵 二 5 可 用 此 递 推 公式 得 到 


| amszdz 二 工 tan4z 一 壮 tan2z -mn cosz| 十 C. 


注 “ 对 于 指数 为 奇数 的 情况 , 还 可 用 下 面 的 方法 求 出 不 定 积分 的 一 般 公式 . 
记 交 = 2 十 1 大 为 非 负 整数 , 则 有 
| an 2Z d72 一 | enteec zz 一 1])dz 


天 
一 >》 (一 CA anz sec2 7 dm 


这 0 
大 
一 仁和 anzdz 十 2 | sc Zd(secZ) 


CD 


三 必 (三 Dealaleoszl 上 人 sec2 7 十 C. 
4 
将 此 公式 用 于 即 =5 就 有 
| amszdz= -器 cosz| 一 seczz 十 开 sectz+C' 


习题 2011 推出 下 列 积分 的 递 推 公式 : 
(a) 浆 一 |i@" 2dzi  (b) KK = | es rdz (7 > 2). 
利用 这 些 公式 计算 


| 宫 2 dz 和 | oo 2 dz. 


解 (a) 用 分 部 积分 法 就 有 


三 | Z d72 一 | -7Zd( 一 cosz) 一 一 sin" 1zcosz 十 | eeszacin 分 ) 


一 一 sin"-1zcosz 十 (2 一 J) | 灾 汪 2 c0S2 0 dz 


一 一 sin" lzcosz 十 (一 臣 太 -2 一 (一 轴 太 ， 


即 解 得 所 要 的 递 推 公式 为 ; 
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| 一 工 sinn-l1zcosz 十 六 二 上 上 了 站， 
由 此 即 可 递 推 计算 得 到 (过 程 从 略 ): 
二 | 二 上 2 9 
和 = | 问 2Z dz2 一 6sin 2Zcos7 一 sn 27cos7 一 1T6 SinZ cos2Z 十 167 CC 


上 二 


(b) 的 求解 可 以 模仿 (a) 的 解法 , 也 可 以 用 代 换 z = 六 一 上 归结 为 (a), 这 里 只 列 上 
所 得 到 的 递 推 公式 为 


加 ; 九 一 工 
Rs = |cos"zdz= 症 cog 1zgsinzZ 十 六 天 2， 


然后 即 可 递 推 计算 得 到 (过 程 从 略 ): 
8 三 AR 35 3 。: 
开 8 一 | ee 2Z dz 一 8 COS 2Z Sin2 十 48 0S 2ZSin2 十 了 T97 cos 2Zsin7 
35 . 35 
提 了 28 08ZSImZ 十 了 287 十 C. 
习题 2012 推出 下 列 积分 的 递 推 公式 : 
dzZ dz 
全 五 =| 请 生 上 日 抽 =] >) 
利用 这 些 公式 计算 
| d2 | dz 
sin5 7 cos7Z 
解 (a) 用 分 部 积分 法 就 有 
全 二 | se 2dz= 王 一 | ee 一 2d(cot z) 
一 一 csc" 2zcotzr 一 ( 一 2) | se 2 cot2z dz 
一 一 cscn -2zZcotzZ 一 (人 一 2) 克 十 (人 一 2 万- 
即 解 得 所 要 的 递 推 公式 为 : 
ER 1 也 一 2 九 一 2 

1 二 TcSC 2ZcotZ 十 站 二 了 人 一 2 
由 此 即 可 递 推 计算 得 到 (过 程 从 略 ): 
万 一 | ecedz 生 - 开 cscazcotz 一 车 csczcotz 十 世上 |tan 妆 | 十 避 . 


(b) 的 求解 与 习题 2011(b) 类 似 , 这 里 只 列 出 所 得 到 的 递 推 公式 为 


] sec"-2ztanz 十 卫 二 2 下 
也 一 工 也 一 工 


页 二 |sec' rdz 三 


然后 即 可 递 推 计算 得 到 (过 程 从 略 ): 


天 7 一 |seczdz 于 sec5ztanz 十 二 攻 secztanz 


24 


十 若 ialsecz+tana| 十 己 . 
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3.4.2 ”三角 函数 的 变量 不 同时 的 求 积 (习题 2013-2024) 


与 上 一 小 节 的 习题 不 同 , 在 这 个 小 节 的 习题 中 , 各 个 三 角 函 数 的 变量 不 全 相同 ， 
此 积 化 和 差 等 三 角 公 式 起 重要 作用 . 为 方便 起 见 将 它们 以 便于 记忆 的 形式 列 出 如 下 : 


sinawsinD 一 却 [cos(a 一 6) 一 cos(a 二 D)]， 


cosacosD = 于 [cos(a 一 人 D) 十 cos(aQ 十 四 )]， (3.17) 


sinawcosD 三 寺 [sn(a 一 DO) 十 sn(a 十 D)|]. 


习题 2015 求 | 灾 zsm 雪 本 dz. 


解 ”用 积 化 和 差 公 式 展 开 后 即 可 求 积 如 下 : 


| 和 zsm Sin 本 dz 二 | 各 zes 一 COS 罕 ) dz 

二 | [en 党 +sm 企 )- (in 普 +smd)dz 

-3cos 工 -cos5_- -oos 人 人 2 二 -cosJz 
二 本 cos 百 一 厅 cos 司 订 cos-6 十 荔 cos 有 十 C 


习题 2018 求 |a 27 .cos2 3z dz 


解 ”可 利用 倍 角 公式 与 积 化 和 差 公式 展开 求 积 如 下 : 


| 2z .cos23z dz 一 令 sin22(1 一 cos47) ， 计 (1 十 cos 6z) dz 


4 


三 过 | [sin 2z 一 王 任 sin22 十 sin 62Z) 十 于 (一 sin 42 十 sin 82) 
工 


在 | (sn2z 一 sin2zcos47 十 Sin2zcos6z 一 sin2zcos47cos6z7) dz 


4 2 


一 志 Sin2z(cos27 十 cos107)] dz 


必 
三 于 | [sin 2z 一 二 (一 sin 22 十 sin 62) 十 六 (一 sin 42 十 sin 82) 
-二 sin4z 一 村 (sn8z+sinl2z)j]dz 
三 人 | 作 辣 汪 和 5 和 各 下 二 
短 | 8 Sin 22 计 Sin 47 Sin 67 十 1 Sin 82 16 sin 127) qd2 
一 一 3 cos2z 十 -cos4z 十 二 cos6z- -cos8z 十 二 cosl2z 十 C 
16 64 48 128 192 


习题 2019 求 | dz 


sin(Zz 十 Q)sin(z 十 ” 


解 1 这 时 为 了 展开 被 积 函数 需要 利用 一 个 简单 的 恒等式 
sin(a 一 四 一 sinl(z 二 aa) 一 (Z 十 中 |. 
在 sn(a 一 包 夭 0 时, 将 被 积 函数 的 分 子 分 母 同 乘 以 上 述 表 达 式 后 即 可 展开 求 积 如 下 : 
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| dz 二 | sinlw 十 o) 一 亿 十 如 1 

sin(Z 十 Q)sin(Z 十 切 sin(w 一 b) 」sin(z 十 a)sin(z 十 电 

1 | sin(Z 十 a)cos(zZ 十 四) 一 cos(Z 十 a)sin(z 十 中 4 
sin(a 一 sin(Z 十 a)sin(Z 十 

一 二 可 | [cot(z 十 昌 一 cot(z 十 a)] dz 

1 sin(Z 十 虽 

TCRIETTCEE 


在 sin(a 一 包 =0 时 , 则 存在 整数 ，, 使 得 ao = 5 十 Er, 于 是 可 求 积 如 下 : 
| 2 | dr 
sin(2 十 Q)sin(Z 十 四 sin2(z 十 ol) 
一 (一 1 see +odz= (Derlcotltz 十 dJ 上 C 


解 2 (概要 ) ”虽然 对 被 积 函数 的 分 母 用 积 化 和 差 公 式 不 可 能 将 分 式 展开 , 但 仍然 可 
能 对 求 积 有 帮助 : 


dz 呈 2d7 
| sin(z 十 a)sin(z 十 站 | cos(a 一 由 一 cos(2z 十 Q 十 虽 
若 有 整数 大 使 得 -5 = pr, 则 就 容易 得 到 与 解 1 相同 的 答案 . 
对 于 其 他 情况 , 则 可 写成 为 


生 村 Cg 于 让 忆 
| sin(z 十 a)sin(z 十 中 cos(a 一 归 | 1 一 sec(a 一 )cos( 2 十 Q 十 划 ” 


以 下 可 参考 83.4.3 的 习题 2028 全 | 计 S 中 se (0,1) U (+eo))， 从 略 ， 


1 一 scosZ 


习题 2023 疙 | 二 冰 
COS2Z 十 COSQw 


解 1 将 分 母 和 差 化 积 后 即 可 模仿 习题 2019 的 解 1. 在 sin a 尖 0 时 可 求 积 如 下 : 


d2 dz 
COSZ 十 COSw 2cogs 了 十 和 和 一 
2 


cos 一 5 
72 十 Q 27 一 4 
1 Sin( 二 ) 
28sina 」cos 工 十 cogs 工 二 Q 了 
2 2 
二 人 2 十 Q 2 了 <) 
二 | (tan 了 tamn 一 7 dz 
668 关 二 上 
< 二 2 
一 Sno cog 士 0 十 CC 
2 
在 sina=0 时 则 a 为 区 的 整数 倍 . 若 a = 2nT, 7 为 整数 , 即 是 83.1.2 的 习题 1668: 
dz ss dz 并 . 
| 1 十 cosZ =| 2cos” 本 二 分 十 CC 


若 a = (27 十 1T)m, 7m 为 整数 , 则 有 


d2 Re d2 六 
一 1 十 cosZ 2 Sin 2 
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习题 2024 求 antanfe 十 a) dz. 


解 若 tana=0, 则 tan(z+oa)=tanz, 见 前 面 83.4.1 的 习题 2004. 否则 利用 差 角 
的 正切 函数 公式 


tan(Zz 十 Q) 一 tanz 
1 十 tan(z 十 a)tan2” 
即 可 实现 正切 函数 的 积 化 和 差 , 于 是 在 tana 夭 0 时 可 求 积 如 下 : 
| anetanfz 十 a) dz = 三 | ( [tan(z 二 oa) 一 tanz] 一 1 dz 


二 :一 交 让 二 -= 全 让 
tamn w cos(Z 十 aq) 


tanaw 一 tanl(z 十 a) 一 2] = 


tan w 


3.4.3 有理 三 角 函 数 的 求 积 (习题 2025-2041) 

由 于 三 角 函 数 sin z, cos z,tanz,cot zseczcscz 的 有 理 式 可 写成 为 尺 (cos z, sin z)， 
其 中 Ru u) 是 二 元 有 理 函 数 , 因此 只 要 考虑 | R(cosz,sin z) dz 的 求 各 

利用 所 谓 的 万 能 代 换 上 = tan 4 -T<Z<T, 则 从 下 面 的 计算 可 见 该 代 换 能 够 同 
时 将 sin z,cosz 实现 有 理化 ( 附 图 是 z 为 锐角 的 情况 ): 


sinz 一 2sin 到 cos 卫 一 2tan 允 cos2 于 一 此 ， 
全 2 2 了 工 十 如 本 
一 tan2 避 罗 24 
人 上 
2 2 sec 避 工 十 友 1 一 冯 
外 量 人 白 
dz 一 d(2arctan 有 一 本 二 了 万 能 代 换 的 附 图 


这 样 就 可 以 将 有 理 三 角 函 数 的 积分 归结 为 有 理 函 数 的 不 定 积 
ee 四 ) 2 dt 


H2 工 十 攻 1 十 太 
能 代 换 的 缺点 是 可 能 引入 繁复 的 计算 , 因此 在 以 下 几 种 特殊 情况 中 , 我 们 往往 原 
| 出 里 化 代 换 . 
1) 若 民 (-sinzcosz) = 一 Rsinzcosz), 则 可 用 代 换 
上 一 COS0， 
其 特例 就 是 尺 (cos z) sin zi; 
2) 看 (sinz, -coszZ) = 一 及 (sin zcoszZ), 则 可 用 代 换 
志 一 Sin 0 
其 特例 就 是 尺 (sin z) cos zi 
3) 若 民 (- sinz;, 一 cosz) = Rsinzcosz), 则 可 用 代 换 
上 一 tan2D， 
其 特例 就 是 Rtan z). 若 被 积 表达 式 为 P(cos2 zcoszsinz,sin2z)dz,， 其 中 P(uw,u,u) 
是 wu,w 的 有 理 函 数 , 由 上 = tanz 可 计算 得 到 


万 dr 于 
1 十 妇 ， 1 十 刀 ” 


coSZ Sin2Z 一 n27 一 


2 1 上 
COS” 2 三 一 一 ， 一 一 一 ，S1 
三 态 1 十 
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因此 已 经 将 积 4 | Pteos zZ,cosZ sin zsin2z) dz 实现 了 有 理化 . 


习题 2025 求 | dz 


2SsinZ 一 coSZ 十 5 
解 作 万 能 代 换 + = tan 雪 , 则 可 求 积 如 下 : 
| dz =| 2dt 
2sinz 一 cosZ 十 5 4 芭 一 ( 一 好 十 5(1 十 好 ) 


=| 光一 计 | 二 一 
312+2t+2 3 2 十 与 :+ 卫 


3 
| dt 3t 十 1 
一 一 arctan 十 C 
(十 言 )2 十 辣 V5 人 V5 ) 
3tan 之 十 1 
1 旋 
一 一 一 arctan 十 C 

二 | 日 本 dz 
习题 2028 求 | TS (a0<e<l De>1l 


解 ” 作 代 换 寺 = tan 2 则 积分 变 为 


dz 于 2dt 
| 1 十 scos7 =| (1 十 s) 十 (1 一 e) 友 - 
(a 在 0<s< 工 时 可 求 积 如 下 : 


dz 区 dt 二 2 二 
[二 加 arctan (\/ 于 局 庄 区 
1 一 E 
2 /1 工 一 态 
-tan 下 下 这 tan 李 ) + C 


(b) 在 =s>1 时 可 求 积 如 下 : 


1 /1E 十 ] 
dz 2 尼 1 2 
| 去 sr- | 下 和 三 下 下 大 时 
| t 十 
< E 一 1 
工 1 填 PE | +C 
2 一 1 tvVE 一 1 一 Vs 十 1 
本 1 针 (E 一 J) 友 十 2tVs2 一 人 
Vs 一 1 (E 一 了 ) 达 一 (十 了 
本 1 es(1 十 妇 ) 十 2tVs2 一 1 十 | 
VS55 一 1 < 一切) 十 ( 刀 十 J 
PE 
_ 1 ns 十 Vs 二 二 cs 玫 | + 
2 二 1 工 十 scos2 


在 《习题 集 》 的 习题 2029-2041 中 除了 习题 2032, 2041 之 外 , 都 属于 本 小 节 开 始 所 
说 的 情况 (3), 可 用 代 换 上 = tanz 求 积 . 一 般 来 说 , 这 比 用 万 能 代 换 的 计算 量 要 小 . 
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。 2 
习题 2029 求全 呈 
工 十 Sin“ 2 


解 ”此 被 积 函 数 满足 本 小 节 开始 所 示 的 情况 (3), 因此 可 用 代 换 上 = tanz 求 积 如 


下 : 
2 区 芝 
Sin“ 2 tan2zZdz ( Sec2< 人 ) 
一 ”dz=| 一 一 一 |11- 一 | d 
| 二 | 是 | 2tan272 十 1 人 
1 d(tan2z) 
-xz 去 | 一 
tan 7 十 万 


三 六 arctan(V2tanz) 十 C 


V2 


习题 2032 求 | Sin2Z cos2 加 


Sin 2 十 CoOS2Z 


解 1 分 子 分 母 同 乘 以 cosz - sin z, 然后 可 展开 求 积 如 下 : 


sin zcog 效 sinZcoszZ(cosZ 一 Sin2z) 
一 一 一 一 -dz 一 -一 一 dz 
Sin Z 十 COS 隐 cos2 关 一 sin27z 
cos2Z d(cosZ) sin2z d(sin z) 
ass ,|seoa 
2cos-7 一 工 2gSin 一 工 
有 工 
> 2 | 工 2 
二 一 本 ar+ 一 一 二 T ) dlcosz)+ 可 人 5 T ) dinz) 
COS 0 S111 区 
三 二 上 证 艺 臣 工 ln [al 业 ,| V2sinz 一 1 Cr 
2 2 4V2 | V2cosz 十 1 二 可 是 V5sinz 十 1 


解 2 利用 (sinz+cosz)2=1+2sinzcosz 就 可 以 求 积 如 下 : 


机 (si 了 十 cosZ) 一 工 一 工 


_SinzZcos2Z dr 
Sin2 十 COSZ 


EL 
dz 

| einz+ cosa ) dz 一 

1 | 一 至 5 

2V2 sin (z 十 于 ) 


和 


(一 cosZ 十 Sin2) 一 


sin Z 一 COSZ) 一 ma|tan (地 + 要 川 +C 


S 1 
2 2V2 2 &8 
解 3 本 题 也 可 以 用 万 能 代 换 ! = tan 六 求 积 . 先 作 代 换 得 到 
| 癌 d- | 证 
sinZ 十 cos7 ” 」 (+ 好)2( 一 妇 二 24 二 1) 
j 83.2.2 的 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 方 法 求 出 


44(1 一 龙 ) tt TY 1 
EEC 


然后 即 可 求 积 如 下 : 


本 
人 
We 
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75 
Sin Z cos 和 上 一 工 dt 
| 和 妇 十 1 | 估 一 1 一 2 
世 三 由- 于 二 二 
磁 +1 2 0 
1 汪 二 V2 
工 工 1 2 
二 一 过 一 一 | 十 和. 
三 记 sinz 了 C0SX 十 本 万 二 bn 六 -TV 发 
习题 2034-2037 的 被 积 函 数 的 分 母 都 是 sn7"z 二 cos"z 的 形式 , 其 中 史 取 3,4, 8. 
们 的 求 积 与 83.1.3 的 习题 1718 类 似 (其 中 几 = 4). 下 面 只 看 其 中 的 习题 2035. 
习题 2035 | 
S]1n 克 十 cos4 代 
解 1 此 被 积 函数 满足 本 小 节 开 始 所 示 的 情况 (3), 因此 可 用 代 换 上 = tanz. 将 被 
积 函 数 的 分 子 分 母 除 以 cos4z 后 可 求 积 如 下 : 
| dz =| Sec472 dz =| (1 十 万)dt 
Sin4 7z 十 cos4 并 工 于 民 1 十 友 


疡 如 1 


1 芝 
1 一 十 ) +2 


1 (人 1 (4 一 1) 
二 一 一 arctan | 一 -一 一 十 马 一 一 一 arctan | 一 一 一 十 己 ， 
V2 V2t V2 


V2tanz 
解 2 如 习题 1718 所 示 , 分 母 可 写成 为 倍 角 2z 的 三 角 函 数 如 下 : 


sin4 交 十 cos4z 一 (sin2z 十 cos2z)2 一 2sin2zcos27 


人 部 sin2 27 一 cos2 27 十 了 sin2 27， 


因此 本 题 的 被 积 函 数 作为 变量 为 2z 的 有 理 三 
从 而 可 用 代 换 上 = tan 27 求 积 如 下 : 


函数 也 满足 本 小 节 开 始 所 示 的 情况 (3)， 


| dz 本 | dz 权 | sec2 27 dz 
sin 2 十 cos4 2 cos2 27 十 sin2 27 1 十 字 tan2 27 
dt 1 tan27 
二 | arctan 一 一 十 C 王 arctan (种 玫 ) 二 
人 v 


解 3 将 分 母 表示 为 47 的 三 角 函 数 后 即 可 用 习题 2028(a) 的 现成 结果 如 下 : 


| dz -| 4dz = 村 | d(4z) 
sin4z 十 costzr  」3+cos47 3 1+ 


之 大寺 ( tan27 ) 
一 一 二 arctan 十 
V2 V2 


习题 2041 求 | dz 


QwSsinzZ 十 bcosm 


(《 习 题 集 》 中 在 积分 前 的 原文 有 “把 分 母 化 为 对 数 的 形式 ” 
解 1 从 题 可 见 ob 不 同时 为 0. 将 分 母 的 两 项 合 j 


, 其 意图 不 清楚 .) 
为 一 个 正弦 函数 : 
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asinzZ 十 pcosZ 一 Va2 十 2sin(z 十 OP)， 


- D 册 
其 ! COS % 一 7， S10 2 一 本 即 可 求 职 如 下 (其 
1703 的 解 1): 
dz 1 dz 十 9) 
asinZ 十 bcosZ ”Va 十 呈 」sin(z 十 O) 
2 也 十 % 
sec 一 5 af 二 
后 记 站 3 2 
1 十 % 
Fe in | tan 了 |+C 
解 2 用 万 能 代 换 上 = tan 嗓 求 积 如 下 : 
| dz -| 2di = d 
QSinz 十 bcos7 2at 十 51 一 好) D 号 -和 公 t-1 
= - 闻 | dt 2 1 | 此 一 一 Q2 十 b2 
4 人 Va2 十 多 夺 一 ww 十 Va2 十 72 
0 
1 btan 可 一 4 一 Q2 十 扫 
-| 训 
Vo 十 上 2 btan 总 一 0 十 2 十 02 
解 3 如 解 1 那 样 引入 角 2” 后 , 可 用 余 割 函数 和 余 切 函数 求 积 如 下 : 
dr 1 人 
asinZ 十 bcosZ ”Vo 十 呈 」sin(z 十 O) 
=- 了 see+9)d 
1 Tcscwze 十 号 一 cot 十 2 二 
7 二 | c(Z 十 P) 一 cot(Zz 十 O) 


3.4.4 用 待定 系数 法 与 递 推 法 求 积 (习题 2042-2059, 2063-2065) 


在 《习题 集 》 的 习题 2042, 2046, 2050, 2053, 2057, 2059 中 提出 了 求 其 些 特殊 天 
分 时 的 待定 系数 法 , 从 而 将 


的 被 积 函 数 的 积 
外 , 习题 2057-2059, 2063-2065 
下 面 是 最 为 基本 的 结果 . 


习题 2042 证 明 : 


| 


式 中 4, 妃 , C 为 常数 . 


algsinzZ 十 bcosS7 
QwSsinzZ 十 bcos2 


也 可 以 从 递 推 法 来 理解 . 


dz 一 4z 十 Bimlasinz 十 bcosz| 十 C 〇 ， 


十 C 


NY 


套用 了 83.1.3 的 习 


式 


识 分 计算 归结 为 求 待定 系数 的 代数 问题 . 此 


题 


83.4 


解 ” 利 / 


QSin2Z 
QSinZz 


| 
| 


得 到 关于 待定 系数 4, 忆 的 


三 
品 集 了 


Ai 上 
于 


可 见 在 ,不 同时 为 0 时, 4, 已 
习题 2043(b) 求 | 
解 1 根 


居 习 题 2042， 只 需 


(asinz 十 pcosZ)/ 
QSinZ 十 bcosZ 
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j 正 弦 和 余 弱 函 数 的 导数 公式 以 及 两 个 显然 的 积分 结 


0 coS 了 7 dz 一 并 十 CC 
DcosZ 
==| 


王 lasinz 十 bcos2z| 十 C， 


QwcosZ 一 bsSin7 
QSinZ 十 bcosD 


方程 为 : 


alsinZz 十 Dicog2 一 4(asinz 十 bcosZ) 十 B(acosz 一 bsinz)， 


两 边 在 snz 和 cosz 前 的 系数 和 @， 得 到 关于 4, 妃 的 线性 代数 方程 组 


a4 一 pb = al， 


se 
的 解 存在 叭 


? 


Sin 也 
7RRrygeFaaimpyr 一 SEE 和 0 
SinZ 一 3cos2Z 


口 


侈 照 下 列 方 和 


sinZ 一 4(snz 一 3cosZ) 十 B(cosZz 十 3sinz)， 


写 出 关于 系数 4, 刀 的 方程 组 


本 

10 
Sin 刀 

Sinz 一 3cos2Z 


起 


已 一 


| 


dz 一 


4 二 3 二 1 
-34 十 已 = 0. 


之 后 就 得 到 


一 2 十 一 


2 mn|sinz 一 3cosz| 十 C 


解 2 作为 对 比 , 我 们 看 


若 不 上 


站 10 
有 理化 方法 解 本 题 . 


时 


由 于 被 积 函数 属 了 
t 一 tan 0. 这 样 就 有 


和 一 arctant 


然后 可 求 积 如 下 : 


as Sin 和 


Sin 2 一 3c087 


| 


| 


得 到 w = 了 = 0 (参看 


缘 


F 83.4.3 


tamn2 一 


站 


而 z+ 
[习题 2041 的 解 工 所 示 , 有 asinz 十 bpcosz = Vaz 十 sin(z 
下 82.11.3 的 习题 1456.1(e)). 


待定 系数 法 , 则 如 何 用 有 到 
于 始 所 说 的 情况 (3), 因此 可 ( 代 蔡 万 能 代 换 而 ) 


用 代 换 


dt 
妇 十 1 


| 


+ 一 3dt 
尼 -3)( 刀 十 ] 


-3 
10 
人 -5 


辣 了 0 了 一 


d2 一 


tan2z dz 


3 
人 
友 十 工 


匣 阳 ( 十 1) 


9 
ET 


三 王 = arctant 十 C 


所 10 


an 十 C. 


10 


p), 可 见 若 wsinz 十 pcosz 三 0, 则 


78 


现 将 包括 习题 2042 在 内 的 可 


H bi cosZ 

Hb cos 并 

algsinzZ 十 bcosZ 十 cl 
QSsinz 十 bcosZ 十 c 


Ql1Sin2Z 
QSin2Z :| 


2042 : | 


2046 : 


| 
| 


al sin2z 十 2D1 sinzcosz 十 clcos27 
QSinZ 十 bcos7Z 


Ar 


傈 下 


用 待定 系数 法 求解 的 公式 列表 如 下 , 供 比较 和 参考 用 . 


dz 一 4z 十 刀 mlasinz 十 bcosz| 十 C; 


dz 一 4z 十 Bimlaosinz 十 bcosZ 十 | 


dz 2 
QwSsinzZ 十 bpcos 十 c， 


+c| 


dr 一 4Sinz 十 已 cos7z 


dz 
QwSsinzZ 十 bpcosz 


| 


| alsinZ 十 bcos2 __ 4| di 2| du2 
asin27z 十 20sinzcosz 十 ccos27 jia 十 和 po 十 入 2” 
其 中 设 (ae -cj 十 妇 夭 0, 和 ,和 2 是 方程 
Q 一 人 D 
一 0 (和 1 夭 入 
b cC 一 入 9 
的 根 , 而 妇 = (a 一 和 ai)sinz 十 bcosz;ji 一 一 一 (一 1,2); 
| dz 4sinz 十 已 cos7 馈 | dz 
(asin 和 十 pcosZ) (asinz 十 pcoszZ)? 一 1 (asinz 十 DcoszZ)j7" 一 ” 
| dz 加 4sinz 十 2| dz 
(Q 十 bcosZ)m (十 bcosZ)n 一 1 (十 bcoszZ)n" 一 1 
d2 vs 、 工 . 业 
本 D 和 1 的 止 
+c| CO, 设 Ia| 关 他 ”为 大 于 1 的 正 整数 
可 以 看 出 , 上 述 表 中 的 前 3 个 公式 的 基本 思想 是 类 似 的 . 习题 2053 则 要 困难 一 点 ， 
它 涉及 如 何 处 理 分 母 的 二 次 型 问题 , 下 面 即将 作 专 门 讨论 . 建议 尚未 学 过 高 等 代数 中 有 
关 知 识 的 读者 先 跳 过 此 题 , 以 后 再 学 . 表 中 的 最 后 两 个 公式 则 是 递 推 法 的 应 用 , 其 中 的 
待定 系数 可 以 在 推导 中 直接 得 到 , 这 也 将 在 下 面 讨 论 . 
习题 2053 证 明 : 若 (e 一 ec 十 刀 夭 0, 则 
| QlSsinz 十 bcosZ 要 4| du 2| du2 
asin2 半 十 20sinzZcosz 十 ccos27 jia 十 和 1 [2 十 和 2 
式 中 4, 忆 为 待定 系数 , 入 1, 和 > 为 方程 
Qw 一 入 b 
一 0 (和 1 夫 入 
b C 一 人 
的 根 , 而 
一 (一 人 i)sinz 十 bcosZ， 应 二 一 元 (=12). 
解 ” 要 理解 本 题 的 结论 , 最 好 是 从 高 等 代数 的 二 次 型 和 对 称 和 矩阵 出 发 . 
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SS 


首先 观察 = 0 的 最 简单 ; 
可 以 有 不 同 的 写法 : 
asin zz 十 ccos"2 一 0+(c 一 acos 7z=c+(a 一 osin mw 
从 而 就 可 以 展开 如 下 : 


| ausinz 十 加 cosz 1 | bd(sin z) | 一 al d(cosZ) 
一 一 一 全 一 . 
Q 十 (c 一 ajcos27z 


青 况 @ .这 时 被 积 函 数 的 分 母 为 两 个 平方 项 的 代数 和 , 而 


asin2 Zr 十 ccos27 c++(a 一 cj)sin2z 


(这 种 方法 在 83.4.3 的 习题 2032 的 解 1 中 已 经 用 过 .) 
将 上 述 展 开 式 与 题 中 要 证 明 的 展开 式 比 较 , 可 见 这 时 的 题 设 条 件 保证 了 a 夭 c. 按 
照 题 意 取 和 ai = c, 和 2 = ww 则 就 得 到 如 下 展开 式 : 
| alsinz 十 DicosZ 入 壮 0 | d((a 一 csin2z) 


asin2z 十 ccos27 4 一 5 (ae 一 csin2z 二 ec 
Q 一 c 
aa | d((c 一 a)cosz) 
Ce (ec 一 acos2z 二 a 


C 一 QQ 
由 此 可 见 , 本 习题 中 给 出 的 ua,ua, ia,jo 的 公式 只 能 适用 于 和 0 的 情况 . 
现在 从 二 次 型 的 角度 来 讨论 入 0 的 一 般 性 情况 . 可 以 看 出 本 题 的 被 积 函 数 的 分 母 
是 与 对 称 阵 9 = (8 ) 对 应 的 二 次 型 . 题 设 中 的 Xi, 和 2 就 是 这 个 对 称 阵 3 的 两 个 特征 
直 . 从 特征 方程 


ia 


QQ 一 人 入 
0 c 一 人 入 
可 见 , 题 设 条 件 (w -cj 十 好 夭 0 表明 入 夭 )2. 
于 是 问题 成 为 如 何 将 分 母 的 二 次 型 对 角 化 , 即 写成 为 两 个 二 次 项 的 代数 和 , 而 前 面 
已 经 讨论 过 的 上 = 0 恰好 就 是 不 需要 做 这 一 步 的 简单 情况 . 
为 简明 起 见 , 记 单 位 列 向 量 z = (sin zcosz)7, 于 是 本 题 的 被 积 函数 分 母 上 的 二 次 
型 可 记 为 z7.5z, 其 中 指数 上 的 记号 代表 示 和 矩阵 或 向 量 的 转 置 . 
根据 二 次 型 或 对 称 阵 理论 , 存在 正 交 和 矩阵 V, 使 得 实现 
人 
ZLSz 一 27U7 全 | TU7z， 
即 在 对 称 阵 对 角 化 的 同时 也 就 使 得 对 应 的 二 次 型 成 为 平方 项 的 代数 和 , 其 系数 为 两 个 
特征 值 . 
记 VUz =ay= (oo) 则 io 都 是 snz 和 cosz 的 线性 组 合 . 由 于 ZL 为 正 交 
阵 , 因此 有 好 十 吧 =1 而 分 母 则 成 为 Aiy2 十 入 zz2. 
与 = 0 的 情况 类 似 , 分 母 有 两 种 表达 方式 : 
和 十 和 2 人 一 和 十 (和 2 一 和) 几 二 和 十 (人 一 和 2)92. 


[roxree- 且 = 


@ 《习题 集 》 中 的 习题 2054 的 被 积 函数 为 2 sin2 二 co87 ， 就 属于 吕 = 0 的 情况 . 


3sin2z 十 4cos27z” 
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可 以 计算 得 到 号 
(0 -和 mn) = 二 一 和 jsinz 十 bcosz]2， 
”人 1 
(ua 一 ))2 = 二 一 和 ojsinz 十 bcosz]2， 
”人 2 
然后 将 被 积 函数 的 分 子 分解 如 下 : 


alsinzZz 十 bicos2 一 4[(a 一 和 ij)cosz 一 psinzl 十 已 [ae 一 和 2)cosz 一 psinz|， 
必 仿 照 2 = 0 那样 将 原来 的 不 定 积分 展开 为 两 个 积分 即 可 . 

以 下 几 题 都 可 以 从 递 推 法 的 角度 来 学 习 . 这 类 习题 在 前 面 已 经 多 次 遇 到 , 例如 
83.4.1 的 习题 2011-2012 等 都 是 如 此 . 当然 对 于 具体 问题 也 还 是 可 以 作为 待定 系数 法 来 
使 用 所 得 到 的 公式 . 


-H 


习题 2057 证 明 : 
| dZ 
(asinz 十 bcosZ)” 


式 中 4, 已 ,C 为 待定 系数 . 


d2 


4sinzZ 十 已 cos2 | 
(asinz 十 DcoszZ)7 2” 


(asinz 十 pcoszZ)? 一 ! 


解 1 (概要 ) 先 将 asinz +bcosz 写 为 Va2 十 2sin(z 十 O), 然后 本 题 与 前 
题 2012(a) 已 经 相同 . 


面 的 习 


解 2 将 以 ”为 参数 的 积分 记 为 斑 . 仿照 解 1 的 思路 , 可 以 直接 求 积 如 下 : 
=| d2 
的 (asinzZ 十 pcosZ) 
1 (asinz 十 pcoszZ)2 十 (acosZz 一 bsinz)2 二 
2 十 刀 | (asinz 十 bcosZ)7” 
| (acosz 一 bsinZ)2 
二 | (asinz 十 bcosZ)7 
Se 2 上 态 72 Sr 0 攻 cosZ 一 bsSin 2Z) d [(a Sin Z 十 D coSs Z)L 一 ?] 
加 [ acosxX 一 bsinz (人 (asinz2 一 bncosZ)dz 
2+ 了 2 (2 十 扫 )(1 王 mL(asinz 十 bcosz)n 一 1 | (asinzZ 十 bcosZ)" 一 1 
工 Qcos72 一 bsSinZ 工 
> 7 一 -一 一 一 -一 一 人 
下 
这 Qcos2 一 Sin 了 十 九 一 2 了 
(ao 十 2)(L 一 nm)(asinz 二 bcoszrrT (0 十 站 二 1 
习题 2059 若 为 大 于 1 的 正 整数 , 证 明 : 
| d2Z 三 4sin2Z 唱 | d2 十 c| d2Z 
(@ 十 bcosZ)7 (Q 十 bcoszZ)" 一 ! (Q 十 bcosZ)" 一 ! (Q 十 bcosZ)n 一 
其 中 |o| 埃 | 咱 , 并 求 出 系数 4, 已 和 C. 


中 这 里 的 计算 从 
前 可 以 验证 习题 


各 . 学 过 高 等 代数 的 读者 可 以 将 这 些 计 算 作 为 二 阶 对 称 阵 的 练习 题 来 做 . 尚未 学 过 的 读者 
中 的 答案 是 正确 的 , 但 在 有 了 相应 的 代数 知识 之 后 才能 理解 为 什么 要 


这 样 做 . 
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解 “ 记 以 ”为 参数 的 不 定 积分 为 二 , 则 可 仿照 习题 2057 递 推 如 下 : 
| | ee 二 2 


d 
(@Q 十 pcosZ)7 (o 十 扫 )(a 十 pcoszZ)m 
1 20a 2a2 工 b2 sin2z dz 
-一 7 于 克 三 02 十 12 2 十 本 有 态 了 十 02 屯 到 | (wa 十 bcosz)” 》 
然后 计算 上 式 最 后 一 个 积分 如 下 : 
2 
| = 一 了 了 | esmzadle+ Dcosz)7 一 ?] 
司 bsSin 寺 1 | bcosZ d2Z 
(一 mpJ(e@ 二 pcoszZ)jnr 1 工 - 史 (e+bcosz)jn 一 1 
司 bsSin 2Z 昌 1 (& 十 bcosZ)d7r 0 7 
(=-m(e+bcosz)jnr1l 二 (w 十 5coszjnrT 1 一 mm” 
bSin 多 工 QW 
人 
(1 一 PPJ(e 二 pcosz)jr 交 一 2 十 万 To-1 
合并 以 上 就 得 到 
入 芝 Sin 化 加 (2 一 3)a T 
” (下 (好 -ao (w+bcosz)r (一 1( 友 一 oa) 
芋 九 一 了 7 


习题 2063 | 二 


解 ”用 习题 2059 的 结果 , 在 其 中 令 史 = 2, ua = 1 = =, 就 得 到 


| dZ 性 ESin 人 十 | dZ 
(1+scosz)”  (s 一 (+scosz) ce2 一 1」1+scosz 


然后 对 上 式 右 边 的 积分 用 83.4.3 的 习题 2028 (对 于 0 < = < 了) 本 就 得 到 


尘 2 arcta ( 全 .ta 了 十 己 . 
RD 一 37 卫 卫 
人 (s 一 1)(1 二 Escos2) ) VI+< ee 


( 工 一 2 
下 一 题 中 昌 有 参数 w, 但 可 直接 积 出 . 其 中 的 方法 在 下 一 个 习题 2065 中 也 有 用 . 
cos? 一 1 二 二 


解 先 作 一 个 简单 的 线性 代 换 上 = 卫 于 和 则 有 = 2 dz = 2dt， 了 者 和 一 


cos(z 十 Qw costcosw 一 Sintsinw 。 
cos 他 十 中) 一 08“c084 一 msna 一 cosacott 一 sina. 
SIn tt Sln 万 


-1 因此 被 积 函 数 是 csc2t 的 信 数 , 其 不 定 积分 是 cot 卫 子 的 


若 cos 
倍数 加 下 任意 常数 C 
以 下 设 cosw 入 0, 于 是 有 


了 cos(t 十 w) 
dt Sin 二 


) 一 一 cosacsc2t. 
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可 


j 痰 微分 法 积分 如 下 : 


> - 可 > cos" 一 化 十 q) cos(t 十 aj) \n-1 
| mL 2 一 Q dz= ?| 全 dt (Se ) .csc2t dt 
Sin 一 一 一 一 3 


Sin tt 
2 cos(t 十 Q) \"-1 cos(t 十 aq) 
-2) 
COSw | SIn 志 Sin tt 


谎 


习题 2065 推出 积分 
sin 水 本 亿 人 
万 二 | (二 dz (7 为 正 整数 ) 


的 递 推 公式 . 


解 ” 先 作 线性 代 换 上 = 二 人 ,以 下 仿照 习题 2059 先 写 出 如 下 等 式 : 
。 [aa]'a sa] again 


Sin 上 世 Sin 万 Sin2t 
将 第 二 个 因子 展开 如 下 : 
sin2(t 一 ao) (sintcosa 一 costsina)? 
sin2t sin2t 

二 2 二 2costsinacosa 二 sin2ucot2t 

Sn 上 
2(Sintcosaw 一 costSi COS 
一 cos2 a 十 人 一 2cos?a 十 sin2acot2t 
SIn 上 tt 

Sin( 一 Q 

一 一 1 十 2cosa. 0 十 sin2 acsc2 1 


Sin 上 tt 


然后 将 上 式 代入 积分 得 到 
六 -2 [2 人 5 邹 | “.( 各 全 )d 


Sin tt Sin2tt 
inft 一 也 一 2 inlt 一 
三 :2 国 -1+2cosa 人 呈 二 sin2acsczj 二 
SIn tt SIin 上 
inlt 一 也 一 2 
一 一 六 -2 十 2cosa .万 1 + 2sinza| [so 人 | csc2t dt. 


最 后 一 个 积分 与 习题 2064 类 似 , 从 


呈 ( 弄 一) 加 全 (cosa 一 sinacot 四 一 sinacsc2 蕊 
就 可 凌 微 分 求 积 得 到 
sin( 人 一 Q)12-2 2 E。 二 汪 sin(t 一 Q) 12-2 /sin( 人 一 oa) 
| Sin | 4 中 Sin 志 | df Sin 】 
到 1 Sin( 世 一 Q) 2 一 1 
=-Jlsna | Sin | 人 


合并 以 上 结果 并 用 z 为 自 变 量 , 就 得 到 
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5 
人 二村 20080 和 三 未 全 二 | 二 人 


3.4.5 ” 含 无 理 根 式 的 三 角 函 数 的 求 积 (习题 2007-2010,， 2060-2062) 
这 里 需要 8$3.2 中 关于 无 理 函 数 的 积分 知识 , 其 中 包括 微分 二 项 式 在 内 . 


习题 2007 求 | d7 


VSsin3zcos57 
解 ”用 代 换 上 = tanz, 台 可 凑 微 分 且 展 开 求 积 如 下 : 
| dz 加 | dz 加 | (tan2z 十 1)dltanz) 
VSsin3 mcos5 也 cos47zVtan3z Vtan3z 


= |[Gan 下 


汉 

三 本 (tan2) 2 一 2(tanz) 2 十 C 
2(sin2z 一 3cos2z) 
3Vsin Z cos37 


注 “ 本 题 与 83.4.1 的 习题 2002 的 解 2 中 所 用 的 方法 相同 , 因为 它们 的 被 积 函数 都 
属于 83.4.3 小 节 开 始 所 说 的 情况 (3). 


、 dz 
习题 2008 求 | 一 一 一. 
cosZVSsin2m 


解 (概要 ) 用 上 = sinz 可 谈 微 分 得 到 


| dz | d(sin zZ) 

cosZVsin2z Vsin2z(1-sin2 2) 
一 之 

于 是 被 积 函 数 是 以 1 = sin z 为 自 变 量 的 微分 二 项 式 上 3 (1 =- 女 )-， 属于 第 一 种 可 积 情 


况 (m = 一 号 ,mn = 2,p= -1), 因此 用 上 = 好 即 可 有 理化 . 以 下 从 略 . 


> inzdz 
习题 2060 | 
cosZV1 十 sin2z 
解 1 用 上 = cosz 可 凌 微 分 得 到 
| sin2 dz 瑟 汪 | d(cos2Z) 
cosZV1T+sin27z cosSZV2 一 cos2 7 


人 工人 一 Y 
于 是 被 积 函数 是 以 上 = cosyz 为 自 变量 的 微分 二 项 式 !(2 一 如 ) 2 ， 属于 第 二 可 积 情况 
(mm 一 一 7 一 2， 到 十 为 整数 ). 令 2 一刀 = 妇 , 则 有 -tdt = vduw, 于 是 可 积分 如 下 : 
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| Sin 2 QZ 于 号 | dt =| qd 
coszV1 二 sin2z tV2 一 妇 2 一 取 


1 4 十 V2 

= 559| 公 1 

1 攻 人 ee 1 
2V2 V1+sin2z 一 V2 


COS 仑 


1 1+sin2z 十 V2 
二 


解 2 也 可 以 如 下 求 积 
| Sin 2 dz =| tan2 dz =| d(sec2) 


cosZV1+sin27z V2 一 cos2 0 V2gsec2z 一 工 
| 
= -一 ImnlV2secz 十 V2sec2z 一 1 二 C 
V 
> in 2Z qd2X 
习题 2062 求 | - 斌 于 元 8 
V2 十 Sin27 
解 1 利用 
sin 22 一 cos(22 一 于 ) 一 2cos?(z 一 工 ) -1=1-2sin2(z 一 二 
作 代 换 二 = 工 一 下 后 即 可 求 积 如 下 : 
| sinZzqZz 坚 | sint 十 cost j/ 
V2 十 Sin220 2 V2 十 cos2 
- 引 d(V2 cos 旭 + 杰 | d(V2sin 
2JVIT+2cos27 \/3 一 2gsin2t 
二 工 im|V3cost 十 V1 十 2cos2 吉 十 二 arcsin ( -2 十 C 
-二 茵 |cosZz 十 sinz2z 十 V2 十 sin2z| 十 元 arcSsin 人 十 C. 
解 2 用 配对 法 , 同时 用 分 母 的 两 种 表示 形式 , 即 可 展开 求 积 如 下 : 
| sinzdzr 地 (| d(sinz 一 cosZ) -| d(sinz 十 cosZ) ) 
V2+ 上 +sin27 2 3 一 (snz 一 cosZ)? 1 十 (sinz 十 cos2Z)” 


三 于 arcsin (sa 一 读 世 |snz+eosz+V3TSm25| 十 C. 


DeR Ac 


内 容 简 
函数 和 双 


8$3.5 
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83.5 各 种 超越 函数 的 积分 法 (习题 2066-2125 ) 


越 函数 ) 


3.5.1 


这 类 习题 的 基本 方法 是 用 分 部 积分 法 降低 多 项 式 的 次 数 , 直到 变 为 常数 .已 见 了 


的 习题 . 在 本 节 


介 本 节 是 对 于 同时 含有 多 项 


1 函数 的 被 积 函 数 的 些 基 本 积 


分 题 , 其 


的 最 后 有 关联 


式 与 指数 函数 、 三 角 函 数 、 对 数 函 数 、 反 三 角 


今 


还 售 


有 出 现 对 数 积分 函数 (一 种 超 


F 使 用 分 部 积分 法 的 经 验 规 则 的 一 个 补充 . 


多 项 式 与 指数 函数 和 三 角 函 数 乘积 的 求 积 (习题 2066-2080) 


83.1.6 的 习题 1799 等 ， 


下 


和 列 出 本 节 开 
分 部 积分 得 到 ,从 略 . 


始 的 习题 2066 和 2067 提供 的 公式 供 参 考 . 它们 的 证 明 都 可 以 用 


2066 若 P(z) 为 即 次 多 项 式 , 则 
己 已 
的 


| Po ez dz 一 ea | 


2067 若 P(z) 为 即 次 多 项 式 , 则 


| Po cos a2 d2 一 3 |P@) 一 


| Pen) Sin a2 dz 一 一 42 | Po) 一 


Cos az 
Q2 


十 


在 


下 面 的 习题 


2 


Q 


[Po - 
忆 g 


书 “ (7 
Q2 


三 // 
Pi， 
CC 


既 可 以 套用 上 述 公 式 , 也 可 以 


习题 2069 求 | 他 一 27 十 2)erzdz. 


解 


解 


1 用 习题 2066 的 公式 就 有 


| z2-2z+2)e dz 一 e( 


2 直接 用 分 部 积分 


直接 用 


22 一 27 十 2 
一 1 
= 一 ez( 妈 2 十 2 十 C. 


法 可 求 积 如 下 : 


22 斌 + 二)+C 
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| @ 一 2 十 2)e ”dz == |@ 一 2 十 2)d( 一 e 7) 
= (z2 -2z 十 2)(-e- 宁 十 [人 dtz2 27 十 2) 


= -erz(z2 -27 十 人 一 | (2z 一 2)d(er-2) 


= -erz(z2 27 上 + 人 一 erz(27 一 引 十 | 后 .2dz 


习题 2071 求 | (LE 十 z2)2cosz dz: 


解 1 用 分 部 积分 法 求 积 的 计算 量 较 大 , 知 套 用 习题 2067 的 公式 , 则 可 求 积 如 下 : 
| (1L+z2)2coszdz 一 Sinz |a 十 Z2) 一 (4 十 12z2) 十 24| 


十 cosz|4zll 十 Z2) 一 24z| +C 


= (ZL 一 10z2 二 21)sinz7 十 (4z3 -20z) cosz 十 C 


解 2 若 用 复数 方法 , 则 相当 于 求 | (1 + z2)2eiz dz 的 实 部 . 对 这 个 复 积分 仍 可 用 习 
题 2066 的 公式 , 于 是 可 求 积 如 下 : 

| (十 z2)2 cosz dz 一 Re| (1 十 z2)2eiz dz 

-Reler( (1 人 42 ee 中 | TC 

=(1+z2)2sinz 十 (423 十 4z)cosz 一 (12z2+4)sinz 一 24zcosz 十 24sinz 十 C 

= (2 一 10z2 十 21)sinz 十 (4z3 -20z)cosz 十 C 


注 “由 此 可 见习 题 2067 的 公式 也 可 以 从 习题 2066 的 公式 用 复数 方法 得 到 ， 


习题 2076 求 ze sin Z dz. 


解 1 从 83.1.6 的 习题 1829 可 知 , 问题 是 要 去 掉 被 积 函数 的 第 一 个 因子 z. 一 种 方 
法 是 利用 该 题 的 答案 , er sin z 有 原 函 数 乌 (sin z - cosz), 于 是 即 可 分 部 积分 求 积 如 下 ; 


ze sin 2 d2 一 |*da( 字 is 一 cosZ)) 
六 


， (sinz 一 cosZ) 一 | 于 Ginz 一 CosZ) dz 


e7 /， e7 
一 民 ， 本 (SinZ 一 co82) 十 co82 十 C. 


2 
解 2 直接 用 分 部 积分 求 积 如 下 : 


83.5 ”各 种 超越 函数 的 积分 法 (习题 2066-2125 ) 87 


ze sin2 dz 一 | sdlen) 
一 esSin2 一 | d(zsinZ) 
一 er7sin2z 一 | (sinZz 十 ZcosZ)d(er) 
一 esSin2 一 | eeszden) 一 | Sin 2 d2 
一 erZsinzZ 一 er0cosZ 十 攻 d(z cosZ) 一 | Sin 2 qd2 
一 2er(sinz 一 cosZ) 十 eeosz 一 SinzZz)dz 一 me Sinz dz 


兰 到 er(sinz 一 cosZ) 十 六 |eeosz 一 Sinz)dz 


三 六 er(sinz 一 cosZ) 十 羡 er cosZ 十 C 


解 3 利用 ersinz 是 etl+bz 的 虚 部 , 可 用 复数 方法 求 积 如 下 : 


1 十 7 
| ee sinz dz 一 血 | et dz 一 mm| dl 拉 ) 


一 Im 人 z edl+iDz -| e(L+iz dz】 芭 mm 人 z e+ e+iDz ) 了 


Ti Ti I+i (十 i 


一 Im (过 1 一 志 )) er(cosz+isina] 十 C 


Zer(sin2z 一 cosZ) 十 到 er coSZ 十 C. 


3.5.2 有理 指数 函数 的 求 积 (习题 2081-2090) 
将 习题 2081 中 的 被 积 函数 称 为 有 理 指数 函数 ， 


习题 2081 证 明 : 若 尽 为 有 理 函 数 , 数 ui, az,…… ,an 为 可 公约 的 , 则 积分 
0 .ecnz) dy 
是 初等 函数 . 
解 ” 题 意 表 明 , 存在 一 个 实数 a 入 0, 使 得 每 一 个 w (= 1 2…… ,m) 都 是 a 的 整数 
倍 . 这 就 是 存在 整数 应 (1 = 1 2…… ,m), 成 立 ui = 永 a (一 1 2 ,7m). 
作 代 换 寺 = ez, 则 有 >z = 二 mnt d2 一 二 是 eaiz 一 好 (一 12 ,7)， 从 而 积 


民 (t te ,tt ) 
Qt 


见 了 有 理化 . 这 表明 积分 是 上 的 初等 函数 , 从 而 也 是 = 二 int 的 初等 函 


dt 


汪 


| e“17,e"27 ,en"7)] dz 一 | 


是 已 经 实 下 


注 “《 习 题 集 》 的 习题 2082-2086 都 属于 上 述 类 型 , 因此 都 可 以 用 统一 的 代 换 实现 
有 理化 . 对 于 只 出 现 一 个 ez 的 情况 , 也 就 是 上 述 习 题 中 见 = 1 则 上 = ez 总 是 有 效 的 . 
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习题 2084 求 | - 


解 ”将 被 积 
如 下 : 


d2Z 
e227 ez 


函数 的 分 子 分 母 同 乘 以 ez 


e22 十 6 一 2 


,并 令 


二 dt 
号 | 和 


一 2 


(一 1) (十 2) 
= 二 | 局 村 


0 
十 百 卫 


2 
公 态 


习题 2087-2090 


习题 2087 求 | 


令 


解 (概要 ) 


e 


e 


令 er 


用 


要 再 令 \/ 革 了 一 “ 即 可 实现 有 


求 | 本 二 12 一 Tdz. 


现 


(四 


了 含 


还 出 


dz 
Verz 一 


= 一世 则 积分 变换 为 


dz 
ez 一 工 


里 化 . 


| 


1 可 实现 有 


上 积分 变换 为 


NE-| 


了 指数 函数 的 无 怕 
只 , 但 对 这 些 习题 来 说 ,上述 代 换 还 是 有 效 的 . 下 面 只 对 这 几 个 习题 指 


里 化 . 


三 已 则 积分 变换 为 


t 一 e 


1 


-|( 志 :+ 


| 


工 
= 
十 2 


浊 一 12(es 二 2)] +C. 


根 式 . 


2 
|v 莽 +4ez 1Tdz= 人 dL， 


可 见 用 8$3.3 
习题 2090 求 | 


解 (概要 ) 


| 


令 e 
dz 


的 多 种 方法 都 能 实现 有 


本 


里 化 . 


dz 
VI 上 +ez 十 VI 一 ez 
z 三 坊 则 积分 变换 为 


显然 可 展 


开 为 两 个 简单 


职 分 求 积 


va 


| 生 二 一 


2z, 这 时 有 dt = er dz, 就 可 以 求 积 


当然 不 能 


2 


说 这 类 函数 一 定 
出 如 何 实现 有 


VTI 一 上 


芝 
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3.5.3 有理 函数 与 指数 函数 乘积 的 求 积 (习题 2091-2097) 
习题 2091 证 明 : 若 尺 为 有 理 函 数 , 其 分 母 仅 有 实 根 , 则 积 
| Ra ec d7 
可 用 初等 函数 和 超越 函数 
| 于 =iec)+C 式 中 io = | 语 
来 表示 呈 . 
解 ”根据 部 分 分 式 分 解 定理 ($3.2.1 的 命题 3.2), 分 母 只 有 实 根 的 有 理 函 数 民 (z) 可 
以 唯一 方式 展开 为 多 项 式 与 以 下 形状 的 简单 分 式 之 和 ;: 
4 
(Z 一 0 
其 中 忆 为 正 整数 , w 是 RR(z) 的 分 母 的 实数 零点 . 
由 于 多 项 式 与 指数 函数 的 乘积 的 原 函 数 是 初等 函数 ( 见 83.5.1 的 习题 2066), 因此 
只 要 对 于 上 述 形式 的 简单 分 式 与 es 的 乘积 来 证 明 本 题 的 结论 即 可 . 
着 m = 1 则 先 作 平移 z 一 oa = (或 


囊 作 代 换 eot = 沿 于 是 有 at = lnvu， 
ad 二 和 , 这 样 就 得 到 


四 CQ ect dt Ca dv aa 1] 
一 4e 人 (=4s | 襄 =4。 io+C ) 
= 4eoeli(ex(z-o)) 十 C. 
对 于 允 > 1 则 只 要 如 下 月 


分 部 积分 法 : 

4 ec7 qz 二 QT IE 一 人 二 4 QT 上 工 一 多 
| 币 准 =|4ec 四 dz= 工 |。 dl(z - oI-9] 
4 CT 工 一 多 Q4 

ES (Z 下 a) ww 


QT E 1 工 一 多 
1 一 亲 |。 (Z 一 q) ”dz， 


如 此 继续 下 去 , 直到 被 积 函数 的 因子 (z - a) 的 过 指 数 等 于 -1 为 止 . 这 时 在 积分 号 外 的 
都 是 初等 函数 . 


习题 2092 若 忆 (二 ) = oo 全 十， 十 全 ,aol ,on 为 常数 , 则 在 什么 情 
形 下 , 积 


[P()eaz 
为 初等 函数 ? 


解 ”根据 习题 2091, 上 述 积分 在 分 周 


积分 之 后 具有 下 列 形 式 
| | ol 起 
0 2 十 如 | 全 da 


中 关于 所 的 原 函 数 和 liz 为 非 初等 函数 的 一 个 初步 讨论 见 [34] 的 第 九 章 的 最 后 一 个 
的 习题 2391 中 还 会 再 遇 到 liz. 


六 
处 
庄 
以 


. 在 84.4.4 
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两 边 求 导 得 到 恒等式 
/ 丰 
P( 二 je = [ee(o+ 全 + 二 十 瑟 2， 
化 郊 吧 隔 


于 是 只 要 求 出 待定 系数 中 的 万 , 然后 令 刀 = 0 就 得 到 本 题 的 答案 

计算 上 述 恒等式 右边 的 第 一 项 , 然后 约 去 两 边 的 er, 并 等 置 两 边 的 z 的 同 肾 次 项 的 
系数 , 就 得 到 ao = 5 和 关于 其 他 了 个 未 知 数 广 …… ,ol 的 线性 代数 方程 组 为 
al 一 0 十 万 ， 


a2 一 轨 一 阅 as 三 b 一 202， 04 三 网 一 303 an_1 三 br-1 一 (人 一 2)0n 2， 


Q7m 一 一 ( 岂 T 1)pn 1 


用 和 矩阵 向 量 记 号 , 并 按照 盛 ,六 …… ,bi 的 顺序 , 可 将 线性 方程 组 写成 为 下 列 形式 : 
1 


1 0 0 0 0 万 al 
0 -1 1 0 0 0 廊 as 
0 0 -2? 1 0 0 思 aa3 
0 0 0 -3 0 0 5 |=| wm 
0 0 0 0 -mn-9) 1 D 2 an_1 
0 0 0 0 0 -TV li an 


由 于 系数 矩阵 的 行列 式 等 于 (-1)" 1(2 -1 从 而 保证 了 上 述 待定 系数 的 解 存 在 且 唯 


用 殉 拉 默 法 则 知道 , 未 知 数 妃 是 两 个 行列 式 之 商 , 其 中 分 子 的 行列 式 是 将 系数 矩阵 
的 行列 式 的 第 一 列 换 为 方程 组 右边 的 向 量 而 得 到 的 . 将 该 行列 式 按 照 第 一 列 展 开 , 除 以 
系数 矩阵 的 行列 式 , 就 可 写 出 妃 的 表达 式 为 : 


aa | aq3 | aq4 | .| on-1 on 
人 
因此 本 题 所 求 的 条 件 是 
02 .03 0Q4 .1 dn-1l 人 
人 


3.5.4 对 数 函 数 和 反 三 角 函 数 的 求 积 (习题 2098-2115) 


这 里 的 主要 工具 仍然 是 分 部 积分 法 和 代 换 法 . 在 分 部 积分 法 的 使 用 中 , 本 节 末 补充 
的 经 验 规 则 “反对 代 三 指 " 是 有 参考 价值 的 . 


习题 2098 求 |mzdz (7 为 正 整数 ). 
解 1 (概要 ) 按照 下 列 方式 作 分 部 积分 ; 
| 2Zd2 一 Zn 2Z 一 | aam 2Z) 一 ZIn 2Z 一 "| 0 qd7， 


并 继续 下 去 , 直到 将 对 数 函 数 nz 的 震 指 数 降 为 0. (= 工时 即 83.1.6 的 习题 1791.) 
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解 2 作 代 换 上 t=Inz, 则 z=et dz =etdt 于 是 积分 变换 为 
nzdz 三 | 妃 etdt. 
j 83.5.1 的 习题 2066 提供 的 公式 , 就 可 求 积 如 下 : 

| 2 d2 一 | et dt 


> 
志 
1 


一 et( 纪 一 nt 十 :十 ( 下 "pnD) 十 C 
=2zlnz 一 nz 十 十 (下 十 C 


习题 2104 直下、 二 了 d7， 
(1 十 Z2)2 
解 1 作 代 换 z = tan 忆 则 有 dz = sec2tdt, 于 是 可 求 积 如 下 : 
| 世代 dz | 了 国王 sectd = |costmntantdt 
立 


(1 十 22) Sec 七 
的 
= | mtantdGsin) =sintintant 一 | sant sec 了 上 di 
tamn tt 
=sintmmtant 一 | d 
CoOS 世 
一 Ssintlntant 一 n|tant 十 sec 才 十 C 
ZIn2z 
一 一 一 一 nz 十 V1I+T22) 十 C. 
VI 二 22 人 ) 
解 2 先 用 三 角 代 换 z = tant 求 出 
dz | 至 亿 | 也 
| 一 全 一 =- 2 一 | costd = sint+ O = 一 一 十 C， 
(1 十 22) SecC 上 世 V1 十 2Z 


然后 分 部 积分 如 下 : 
| lnz 和 汪 世 |mzal 也 ) Zn7z | dz 
(十 z2) V1T 十 22 VTIT 十 2Z2 V] 十 Z2 


= -zz _lntz+ 1 十 Z2) 十 C. 


|w 


习题 2110 求 | azesin 人 2 ) dz. 


解 1 作 代 换 z = 刀 , 则 可 求 积 如 下 : 
| aresin ( 人 dz 一 | aresin ( 二 ) d( 妈 ) 


-earcsin (了 池 )- [2 
1 了 2 2NYY2 212 

t IT 二 (21 人 十 怒 )) (十 万 ) 

24 女 (1 一 妈 ) 

二 

人 [二 证 可 

2 

2 arcsin (2 一 2Ssgn(1 = 萌 二 dt 

汪 2 | 了 5 | 一 2sgn(1 一 好 人 一 arctan 力 十 C 


dt 
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因为 上 > 0, sgn(1 一 友 ) = sgn(1 一 力 =sgn(l -2z), 所 以 得 到 
，/ 2VZ 1/ 2VZ 
| aresi ( ) dz 一 Z arcsin ( ) 一 2sgn(1 一 ZJ(VMZz 一 arctanVZz) 十 C 


1 十 和 人 十 
解 2 用 分 部 积分 法 有 
| azesin 人 人 ) dz zarcsin ( 全 -| zalaresin 人 号 人 首 
这 里 需要 仔细 计算 下 列 导 数 : 1 
一 二 (1 十 Z) 一 2 
第 | arcsin | 六 全 
dz 工 十 2 47 (G 十 Z) 

十 Z)” 
1 十 | 下 一 这 _ sgn(L 一 2) 
1-21 (+z2vVT (+zVZ 


从 题 意 可 知 z 2 > 工时 上 述 导 数 小 于 0 @ . 于 是 可 继续 计算 如 下 : 
) dz =zarcsin 人 2 全 ) 一 Sgn(1 -本 | 下 和光 记 


ae ( 人 3 


[和 ) 
= zarcsin ( | -sd 一 本 | 和 全 这 二 apn(l -可 让 晤 
三 zarcsin ( 2 亿 ) 一 2sgn(1 一 Z)VZ 十 2sgn(1 一 zZ)arctanVZ 十 C 
全 zarcsin ( 一 2sgn(1 一 ZJ)(VZ -arctan VZ) 十 C 


3.5.5“ 双 曲 函数 的 求 积 (习题 2116-2125) 
对 于 双 曲 函数 不 是 非常 熟悉 的 读者 可 以 先 回顾 前 面 的 83.1.8, 


的 基本 公式 (3.8)-(3.13), 以 及 有 关 的 基本 积分 题 . 
由 于 双 曲 函数 是 通过 指数 函数 来 定义 的 , 因此 如 果 用 其 定义 将 问题 化 为 指数 函数 
的 积分 , 则 往往 也 是 比较 方便 的 一 条 途径 . 这 时 前 几 个 小 节 中 的 方法 经 常 有 效 . 


此 外 , 当然 还 可 以 利用 双 曲 函数 与 三 角 函 数 的 相似 性 , 将 83.4 中 的 方法 移植 过 来 . 


习题 2122 求 | viaazdz 


解 1 利用 双 曲 函数 的 基本 公式 ( 见 83.1.8 的 (3.10)-(3.13)), 令 tanhz = 女 , 有 
dz 一 = 2tdt 即 dz = 全 < , 于 是 可 求 积 如 下 : 


cosh2 7 1 一 
2 
| vs tanhzd -| 2 二 一)d 
工 一 七 工 十 芯 


包含 了 双 曲 函数 


= 广 | aretant+C 
= 二 Im 1 人 =- arctan(VtanhZz) 十 C 
2 一 VETnnX 


的 图 像 可 知 这 确实 如 此 . 


@ 从 第 一 册 附 录 一 的 习题 323(pb) 中 函数 y = arcsin 一 22 5 
工 十 
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解 2 将 双 曲 正切 函数 用 指数 函数 表 出 后 可 求 积 如 下 : 


e27 一 工 


| vamazdz= | e 一 e dz= | dz 
ez 十 e ee 好 十 1 


工 
2 
六 ne 好 十 Ve4 去 arcsin(e-22) 十 C 


二 | 昌 求 | 一 -coshzdz 
习题 2123 (d) 求 | 3sinhz 一 4coshZ- 


解 1 仿照 83.4.4 的 习题 2042, 从 
4(3sinhz 一 4coshz) 十 妃 (3coshz 一 4sinhz) 一 coshz 


确定 出 待定 WA 
coshzZ dz -_ 4[dz_- 313cosnz 一 4sinhz dr 
3sinhz 一 4coshz 了 7 |」3sinhz 一 4coshz 
三 一 子 z 一 羡 n|3sinhz 一 4coshz| 十 C. 
解 2 用 双 曲 正弦 和 双 曲 余弦 的 定义 , 即 可 将 积分 转化 为 有 理 指 数 函 数 的 积分 : 
coshz dz 四 人 
| 3sinhz 一 4coshz =| 一 ez 一 7e 一 z | e27 十 7 曼 ， 


作 代 换 上 = e"， 就 可 求 积 如 下 : 
6 


cosh z dz 囊 十 工 三 二 小 人 二: 
1 加 上 es | 坊 TCR 


t(t2 十 了 
一 站 3 7112 六 也 27z 
= 一 了 工 lnt 7 mn( 妨 十 了) 十 C = 一 地 7 ln(e 开 十 7) 十 C. 


关于 分 部 积分 法 的 补充 
这 里 根据 美国 数学 月 刊 , 90 卷 (1983) 210-211 页 上 的 材料 对 分 部 积分 法 的 公式 
| 四 az=|woaeleD) = wo -|ooael) (3.18) 


作 一 点 补充 . 
如 公式 (3.18) 所 示 , 在 用 分 部 积分 法 时 , 需要 将 被 积 函数 f(z) 分 解 为 w(zjw(z) 的 
乘积 形式 . 一 般 而 言 , 这 里 有 两 条 原则 : 
(1D) 容易 从 w(z) 求 出 wz)， 
(2) (3.18) 右边 的 |"(z)d (w(z)) 要 比 左边 边 的 | wz) dotz)) = | te) dz 容易 求 ， 
对 于 jz) 是 不 同 种 类 函数 的 乘积 的 情况 , 有 人 总 结 出 一 条 经 验 规 则 “对 反 代 三 指 " 
(其 英语 的 首 字母 缩 略 字 为 LIATE), 即 是 按照 对 数 函数 、 反 三 角 函 数 、 代 数 函 数 (其 特 
例 就 是 宕 函数 )、 三 角 函 数 和 指数 函数 的 顺序 , 对 于 被 积 函数 中 出 现 两 种 类 型 的 函数 
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乘积 的 情况 , 应 当 将 排序 在 前 的 留 下 来 作为 w(z), 而 将 排序 在 后 的 与 dz 凑 成 为 微分 


d(u(zZ)) = 内 (Z) qz. 


在 初次 接触 分 部 积分 法 的 83.1.6 中 , 就 有 许多 


符合 这 条 经 验 规 则 的 例子 , 例如 习 


题 1791, 1799, 1824, 1828, 1829 等 等 , 而 在 本 节 中 则 有 更 多 的 例子 . 例如 一 开始 的 习题 


2066 和 2067 
2066 的 被 积 妈 


所 提供 的 有 用 公式 , 它们 的 记 


数 是 多 项 式 P(z) 与 指数 函 


项 式 P(z) 与 正 余 苞 
对 这 条 规则 可 解释 如 下 . 


FE 明 就 完全 是 按照 这 条 规则 来 做 的 , 其 中 习题 
数 ez 的 乘积 , 而 习题 2067 的 被 积 函 数 是 多 
函数 sn az 和 cos az 的 乘积 . 
于 对 数 函数 和 反 三 角 函 数 的 导数 是 代数 函数 , 而 代数 函 


数 的 原 函 数 在 多 数 情况 是 代数 函数 ( 见 83.2 和 83.3), 特别 其 中 的 寡 函 数 (除了 z-1 之 


外 ) 是 如 此 ， 


U/ (2Z). 


规则 , 其 中 的 各 利 


此 将 后 者 选 为 v(z), 就 可 能 


三 
和 is 


f (3.18) 右边 的 积分 的 被 积 函数 成 为 代数 


函数 , 它 可 能 比 原来 的 积分 容易 求 . 另 一 方 
函数 的 原 函 数 在 多 数 情况 仍然 属 了 


而 , 三 角 
FF 相同 的 类 型 ， 


考虑 到 如 | 人 dz 这 样 简单 的 不 定 积分 都 积 不 出 来 
函数 一 般 都 属于 所 说 类 型 中 的 
等 情况 了 . 也 容易 举 出 用 这 条 规则 反而 会 将 简 


函数 (主要 指正 余 弱 多 项 式 ) 和 指数 
此 与 代数 函数 相 比 更 适合 于 被 选 为 


忆 此 上 述 规则 只 能 是 一 条 经 验 


简单 情况 , 更 谈 不 上 它们 的 复合 函数 


杂 化 的 例子 . 仍然 从 经 验 出 发 ， 


例如 从 本 节 的 大 量 例子 来 看 , 我 们 可 以 说 这 条 规则 还 是 有 用 的 ,“ 有 比 没 有 好 ?”! 
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83.6 求 函数 积分 的 各 种 例子 (习题 2126_2180 ) 


内 容 简 介 ”本 节 是 不 定 积分 一 草 的 总 结 , 其 中 的 习题 含有 前 面 各 节 的 各 种 类 型 , 可 
作为 复习 用 . 此 外 , 本 节 还 有 少量 带 有 理论 性 质 的 计算 题 和 证 明 题 . 


3.6.1 有理 函 数 与 无 理 函 数 的 求 积 (习题 2126-2138) 


本 小 节 的 习题 是 对 83.2 和 8$3.3 的 复习 和 补充 . 
如 83.2 所 说 , 有 理 函 数 是 最 重要 的 一 类 可 积 函数 , 其 求 积 方法 主要 是 通过 部 分 分 式 
的 分 解 而 展开 求 积 ( 见 命题 3.2), 除 此 之 外 还 有 奥 斯 特 罗 格拉 茨 基 的 待定 系数 法 . 此 外 ， 
也 不 排除 对 于 特殊 问题 需要 采用 配对 法 或 递 推 法 等 求 积 . 下 面 只 看 一 个 例子 . 


局 旦 - 2 

习题 2127 示 | 二 dz 

解 1 若 用 标准 的 部 分 分 式 展开 , 则 计算 过 程 较 长 . 下 面 采 用 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 方 
法 . 按照 83.2.2 的 公式 (9), 即 有 
02 =( 笃 十 刀 Z? 5) 

3 (1 一 2 1 ， 
由 此 计算 得 到 4 = C= -下 坟 ， 刀 = 万 = 瑟 = 0. 于 是 可 求 积 如 下 : 


解 2 (概要 ) 先 将 积分 写成 为 


人 

| |， 
然后 可 以 用 8$3.2.3 中 习题 1921 的 递 推 公式 求 积 

注 若 用 三 角 代 换 > = sint 先 将 积分 写成 为 


| 2 dz=| Sin2 0 
(1 一 Z2)3 cos5t 


-usc td 一 |see 上 dt 
cos" 


然后 可 以 用 8$3.4.1 中 习题 2012(b) 的 递 推 公式 求 积 . 这 个 代 换 的 缺点 是 只 适用 于 |z| 芯 


以 下 看 无 理 函 数 的 积分 , 这 时 的 不 定 积 分 未 必 为 初等 函数 . 下 面 只 举 出 主要 的 可 积 
类 型 , 其 中 的 被 积 函数 一 般 为 R(z, V jz)), 忆 为 有 理 函 数 . jz) 为 多 项 式 或 线性 分 式 
函数 . 这 里 的 主要 途径 是 有 理化 . 
有 理化 的 可 能 性 与 开 根 的 次 数 m 和 根 号 下 的 多 项 式 次 数 有 密切 关系 . 可 有 理化 的 
无 理 函 数 中 最 主要 的 有 以 下 两 类 : (1) mn > 1，j/z) 为 一 次 函数 或 线性 分 式 函数 ， 这 时 用 
代 换 Flz) = 刀 即 可 有 理化 ; (2) = 2，jz) 为 二 次 三 项 式 . 这 时 除了 欧 拉 代 换 是 普遍 
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有 效 的 方法 之 外 , 根据 有 具体 情况 还 有 许多 其 他 方法 可 用 . 在 83.3.2 中 对 于 被 积 函数 为 
PP(z)/ 和 尽 (z)/y 的 情况 提供 了 许多 方法 , 其 中 P(z) 为 多 项 式 , 民 (z) 为 有 理 函 数 . 

此 外 , 微分 二 项 式 的 三 种 可 积 情况 也 是 常见 的 . 判定 属于 可 积 情况 的 同时 也 就 提供 
了 可 有 理化 的 代 换 . 


习题 2132 求 | 0 


加 二 
2(1--zZz2) 2, 可 知 属 于 第 二 类 可 积 情况 , 且 


解 1 写 为 微分 二 项 式 的 标准 形式 z 
3 
用 1--2z2 = 万 即 可 有 理化 . 这 时 有 


之 4 二 业 
Z = 人 (一 约 5， dz 一 一 可 (一刀 ) 3 dt 
于 是 可 求 积 如 下 : 
1 
全 过 区 玉生 全 车 二 
| ER | Se 


14 二 
| 生 = -条 +C= 于 V1-zvVE+C 


解 2 用 VZdz = 三 d(zvV) 即 可 凑 微 分 求 积 如 下 : 


司马 hs dz 
习题 2135 求 | 二 二天 7 
解 (概要 ) ”将 积分 改写 为 
| dz __ 可 | d(Z ) 
ZVI 十 235 二 5 3」xzavVI+253 十 (z5)7 
然后 用 代 换 上 = 23 化 为 83.1.7 的 习题 1856, 再 用 倒 代 换 就 可 积 出 (还 可 参见 83.1.3 的 习 
题 1682 和 8$3.1.7 的 习题 1858 等 ). 


( 工 十 Z) dz 
2Z 十 VZ 二 Z2 
解 1 (概要 ) 对 于 这 类 被 积 函数 来 说 , 首先 将 分 母 有 理化 是 一 个 较 好 的 方法 . (可 
参看 83.3.3 关于 欧 拉 代 换 的 几 个 习题 , 其 中 都 有 不 用 欧 拉 代 换 而 用 分 母 有 理化 的 解法 . 


习题 2138 求 | 


Xe 


这 样 就 有 
0+adz TUE+DCWVGETE-a 
| | 4 
= 外 2 一 1 和 十 22 z 二 呈 ] dz 
=| (rz-1+ 2 十 2Z2 十 dv 


以 下 已 无 困难 , 从 略 . 
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解 2 (概要 ) ”本题 可 以 用 第 一 种 欧 拉 代 换 Vz + z2 =t 一 z, 这 时 有 


t2 24( 十 娘 人 二 
RE (2 十 1)2 0 
于 是 积分 变换 为 
(1L+zZ)dz 2 二 13 囊 
| 宇 | (2 十 1)3 

| 从 
过 1 CT 了 

以 下 计算 从 略 . 


3.6.2 ”超越 函数 的 求 积 (习题 2139-2165) 

本 小 节 的 习题 是 对 83.4 和 83.5 的 复习 和 补充 . 
在 以 下 遇 到 需要 分 部 积分 的 习题 时 , 一 般 都 是 按照 在 83.5 最 后 的 补充 中 的 “对 反 代 
三 指 "的 经 验 规则 来 进行 的 . 


习题 2140 求 | (22 十 3) arccos(27 一 3) dz. 


解 1 作 代 换 上 = arccos(2z -3), 则 2z 一 3= cos 妨 dz 一 - 读 sintdt, 于 是 可 求 积 
如 下 : 


| (2z 十 3) arccos(27 一 3) dz 三 - 计 |rees; 十 6)sintdt 


一 -村 !( 于 cos2t 一 6cosi) 一 人 + cos20 此 一 3| costdt 


1 


= 本 tcos t 十 3tcost 一 sin2t 一 3Sint 十 C 


去- 了 工 
8 16 
3 1 
= 于 cas 寺 十 3cost ) 一 ( 言 cost+3jsint+C 
55 2x 十 211V5T375 二 3 
一 arccos(20 3)( 2 FF 32z 3 ) [全 ) Z2 十 37z 一 2 十 忆 . 
解 2 先 用 分 部 积 | 
| ez+3) arccos(27 一 arccos(27 一 3) d(z2 十 37) 


= (z2 十 3z) arccos(2z -3) 一 | (z2 十 3z) d(arccos(2z -3)) 


2 
一 (z2 十 3z) arccos(27 一 3) 十 | 一 2Z+32 dz 
一 2 十 37 一 2 


对 最 后 一 个 积分 可 用 83.3.2 中 的 各 种 方法 求 积 . 这 里 比较 合适 的 是 用 命题 3.3 提供 的 竺 
定 系 数 法 (参见 该 处 的 习题 1943 等 ), 于 是 可 设 有 


| 一 和 天 一 4- (4z 十 矶 )V-zZ2 二 37 一 2 +》| 一 二 SS 一， 
一 包 V 十 25 一 


Z2 十 372 一 


然后 两 边 求 导 , 确定 出 4 = - 半 , 巨 = -人 娃 和 和 = 全 .这 样 就 可 求 积 如 下 : 
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工 21 
| ez+3) arccos(20 一 3)dz = (Z 十 3z7) arccos(2z 一 3) 一 (二 + 于) V 一 2Z2 十 37 一 
55 d2 
十 一 一 ea 
8 1 
二 AI dz 
一 (Z 和 十 3z) arccos( 2 一 3) ( 亏 z+ 全 2Z2 十 37 一 2 十 | 


= (z 十 37 一 是) arccos(22 一 3) 一 ( 却 z 十 世 ) V=-22 二 37 一 2 十 C. 


8 


工 十 Z2 
习题 2142 | 
VT 一 22 


解 1 作 代 换 上 = arcsinz, 则 有 z= sint dz = costdt, 于 是 可 求 积 如 下 : 
、 2 
| SEE dz=| - 志 _.(1+sin2 人 dt 一 [后 +| td 


Z2 VI 一 2 sin2t Sin“ 二 
一 总 刀 一 tcott 十 |eotzd 旺 己 刀 一 tcott 十 In|sintil 十 C 
/2 
兰 记 上 一 2 二 一 ) 十 了 |z| + C. 
解 2 ”展开 为 两 个 积 人 这 样 就 有 
| arcsinZ 1 十 22 本 荆 | 2 arcsinZ qz 到 | arcsinZ qz 
2 7 VI 一 2Z2 2Z2VIT 一 Z2 


右边 的 第 一 个 积分 可 利用 -了 - (arcsinz) 凑 微 分 得 到 对 第 二 个 积分 作 代 换 
t = arcsinz, 就 有 z = sint dz = costdt, 于 是 有 


arcsinZ dz tdt | 
一 一 一 一 |td(cott 
攻 人 ) 
= -tcott+ | cottdt= -tcott+Tlsintl+C 
全 2 
二 - 盖 二 一 arcsin2 十 In|z| 十 C. 


合并 以 上 就 得 到 本 题 的 答案 为 


1 2 1 
人 ,. -了 士 Z-_ dz 二 二 arcsin2z 一 巡 二 2 arcsinz 十 nlz| + C. 

全 阐 一 2 2 山 

之 
习题 2143 求 | 2 VI 二 Z) j， 
V1 十 2Z2 
解 1 利用 -年 一 d(VI+ 字 )， 即 可 用 分 部 积分 法 求 积 如 下 : 
光 


ZU 二 YI 二 一 ) | 
mn(1I+VI+zZz2)d(VILI 二 2Z2) 
| 一 V1 十 22 z= | 
一 V1I+2z2mn(1 二 +VI++Z2) -| VE+dtnG+ VITo 
-ViTEn0+ViT 司 -| 王 -和 
Re 人 
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然后 再 计算 上 式 右边 的 最 后 一 个 积分 , 其 计算 量 较 大 , 从 略 . 


解 2 利用 -5 一 d(L 二 V1T2Z2)， 则 可 以 再 利用 |mudu = wu 一 w+C 
记 
而 得 到 : 


Zln(1 十 VIL 十 2Z2) EN 全 2 本 
| 全 d = (+VITz2)dd+VIT 二 z) 


=Ind+VL+z2)TVL+z2)-VI+z2 二 C. 
注 将 解 1 和 解 2 比较 , 可 见 若 有 
| radz=|ovedaz=|saaeoe)=wooe)-|"oalulo)， 
则 同时 也 成 立 
| yaz=|woaeG+a9=azelo+o9-|eoG)+odtule)， 
其 中 的 常数 c 可 以 根据 需要 选取 . 当然 这 种 技巧 在 积分 计算 中 是 经 党 有 用 的 , 也 不 限于 
分 部 积分 法 , 例如 8$3.1.3 的 习题 1675 就 是 如 此 . 


< 日 < dz 
习题 2146 求 | 人 


解 1 (概要 ) 用 + = 六 一 2Z, 将 被 积 函数 的 分 母 变 成 (2 + cos 国 2 然后 即 归结 为 
83.4.4 的 习题 2063. 
解 2 用 三 角 函 数 积分 中 的 万 能 代 换 上 = tan 可 ( 见 83.4.3), 积分 变换 为 
dz _ 工 1 十 友 
| 请 2 | Tt 末了 人 
然后 用 奥 斯 特 罗 格 拉 菊 基 方 法 . 根据 等 式 


1 十 妇 | 4 十 万 ) + CL 十 
( 达 十 二 十 1)” 友 十 上 十 1 达 十 上 十 1 
避 1 2 4 
可 确定 出 4= 可 , 妃 = 本 ,C=0 了 = 子 . 
最 后 即 可 求 积 如 下 : 
1 1 
| 0 2 dt 
(2 二 sinz)2 肆 +t+1 3 妇 +t+l 
COS 2 人 44 2tan 广 +1 
一 3C+snz ”3 arctan 人 v 记 )+C 


习题 2147 求 | 二 ss sd 
SID 2 十 COS 2 


解 1 先 将 分 子 写 为 
sin4z 一 2sin2zcos2z 一 4sinzcosz(cos2z 一 sin2z) 


3 


一 4Sinzcos 2 一 4sin3 z cos Z， 


然后 将 分 子 分 母 同 除 以 coss z 后 用 代 换 上 = tanz 即 可 求 积 如 下 : 
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| 元 实 亿 = dz- | 笃 - 后 于 纪 dt (再 作 代 换 妈 一 记 ) 


sing z 十 cos8 并 


1 十 1 好 + 记 
俯 
d(v+ 寺 ) 1 uv 十 二 十 V5 
(+ 芭 -2 
信 


过 2 和 tan4z 十 V2tan27z 十 1 1+C 
V2 tan4z 一 V2tan2z 十 1 


解 2 将 分 母 转换 为 自 变 量 为 2z 的 三 角 函 数 : 


8 


sins7 十 cosszr 二 (sin4z 十 cosz)2 一 2sinzcos 7 


= [(sin2z 二 cos2z)2 一 2sin2zcos2zl2 一 2sin4zcos4z 


二 
三 :人 元 sin 27) 8 Sin 27 
一 1 一 sin22z 十 二 sin427， 
于 是 可 积分 如 下 : 
Sin 47 2Sin2zcos2z qz 
攻 8 dz 二 1 革 
SI 人 十 COS 了 1 一 sin 27 十 言 sin 2 区 
到 却 | d(sin2 27) 
“1 一 sin?2z 十 去 sin42z 


= d(sin 0 
(sin2 27 一 42 一 8 
1 sin 2V2 
有 十 C 
V2 sin227 一 4 十 2V2 


解 3 还 可 以 将 分 母 转换 为 自 变量 为 4z 的 三 角 函 数 : 


sin8z 二 cos8sz 一 1 一 sin2 2z 十 于 sin4 27 


了 司 SA 2 
一 1 一 二 人 cos 47) 十 矶 (1 一 cos47) 
二 (cos? 47 十 14cos47 十 17)， 
于 是 可 积分 如 下 : 
| Sin 47 dz=32| Sin 47 qz 
sin8 z 十 cos8 7 cos2 4z 十 14cos4z 十 17 


本 (cos47 十 7 了) 

= -| 2 一 32 

1 阅 | 2 人 十 7 二 个 放 CC 
定 coS47 十 了 4V2 


83.6 。 求 函 数 积分 的 各 种 例子 (习题 2126-2180 ) 101 


习题 2154 求 | 23 AEe 国 


二 22 


解 ” 作 代 换 z = cost 可 积分 如 下 吕 : 


| | 党 革 sodu=- tcos3tdt 
= 一 |t 芋 cost+ 去 cos3 dt 
= -4tsnt- 训 smst+ 人 | 半 smt+ 证 samn3t]dt 
=- 羡 tsnt- 右 sm3t 一 了 cost 一 二 细 cos3t 十 C 
2 
一 大 (4cos t 一 3cost +C 
= -tsint 十 吉 sinat 一 写 cost 一 十 cosat+C 


十 C. 


一 一 arccosZ .VIL 一 22， 


2 二 22 67z 十 Z3 
3 9 


习题 2158 求 | 一 22 arcsinZ dz. 


解 1 按照 V1- 2z2 的 积分 公式 ( 见 83.1.6 的 (3.6)) 可 分 部 积分 如 下 : 
| 1 一 22arcsinzZ dz 一 | aresinzd( 到 z 工 一 X2 十 二 ] arcsinz 


2 
一 arcsin 2 (去 zV 1 一 22 十 六 arcsinz 一 | ( 亏 z 1 一 22 十 六 arcsinz】 d(arcsinZ) 
加 ， 工 7， | ， ) - ( 亏 arcsinZ -can2 | 
一 arcsin ( 二 ZV1T 一 2 林 arCSin 人 | 2 十 一 一 一 dz 
一 arcsin7Z ( 寺 zV 1 一 22 十 字 arcsinz 一 于 一 于 arcsin27 十 C 
一 arcsin2Z ( 喜 zV 工 一 .72 十 开 arcsinz】 一 于 十 C 
下 : 


解 2 作 代 换 z = snt 则 可 积分 如 
| 1 一 2Z2arcsinz dz 一 | ee tdt 


天 | 十 cos2b) dt 
二 二 
一 开 t 十 开 tsin 2 十 友 c0S21 十 C 


王 工 (arcsinz)? 十 半 zV 1 一 22 arcsin2Z 十 坟 (1 一 2x2) 十 他 


荆 -省 训 在 三 ) 一 于 2 
= arcsinz( 二 xz 1 一 22 十 下 arcsiny 下 十 C. 


其 中 多 次 利用 正弦 和 余 弱 函 数 的 下 列 公式 : 


sin3z 一 一 4sin3z 十 3sinz， cos3z 一 4cos3z 一 3cosz. 
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习题 2160 求 | za +Inzjdz. 


提示 “回忆 对 数 求 导 法 
2Zz(1 十 Inz). 


习题 2163 求 | 


d2Z 
(ez+1 平 1)2 


解 ” 作 代 换 上 = e"， 


Je ec 


( 见 82.1.2 的 习题 884 及 


则 有 z=Ijnt dz = 二 


Sa 
壮 


), 即 有 (z") = 


本 (ez 一 ! 年 


上 dt 于 是 可 积分 如 下 : 


dZ 
上 (ez+1 二 ez 一 1) 


dt 
二 T | 去 二 了 2 人 和 ”4sinh1l | 妇 (tcosh1 十]) 
1 COoSh 1 
TU 人 As 人 和 十 ] 儿 d 
COSh 1 
1 1 
于 TEL(- cosh 1] . It 一 到 十 cosh1l m|:+ AT 本 |) 十 C 
人 9-TT 二 -2 .ln(ercoshl 二 DID)+C' 


习题 2164 求 | Vtanhzz 十 1dz. 
解 1 利用 双 


(ez+1 十 ez 一 1 2) 


27(Zlnz) 


1 函数 的 性 质 ( 见 83.1.8 的 (3.10) 和 (3.12) 等 ) 即 可 求 积 如 下 : 


1 
2 ”- 
2 了 7 
| Vanhz+ 1dz 一 | -一 dx 一 | -一 -二 dx 
Vtanh2z 十 1 Vtanh2z 十 1 
加 ?| cosh zz dz | dltanhz) .| d(V2sinh z) | d(tanh z) 
Vsinh27z 十 cosh27 Vtanh27z 十 1 VI1 二 2sinh27z tanh27 十 1 


=V2imlV2sinhz 十 V1+2sinh2z| 一 
解 2 利用 双 曲 函数 的 定义 


| Vanmz+ridz= | ( 
ae) Er) 


er(ez + 


ez 一 e 7 ) 
e7 十 e7 


V2 


。 - 


而 六 


万 


Im 人 (十 V 妇 十 


攻 机 
ER 


1 
1 十 Veg 十 !| + 


nltanhz 十 Vtanh2z 十 1 十 C 
作 代 换 上 = 


疝 、 


2 十 
V2 1， 二 | 十 了 
下 


e2z 求 积 如 下 : 
下 
和 之 | Ce 二 3 沁 


e27 十 1 
YV2 


2 人 
机 


和 


| 
tt 十 1 


) 


FF 工 ) 


V 好 十 1 


一 工 
位 2 


人 1\ 1 
(二 0 


1--t 上 十 V2v 刀 十 1 


寺 十 工 


C. 


dt 


友 2 十 1 


1+C 


83. 


习题 2165 求 | 上 二 


工 十 


Sin 也 


6 


er dz 
COS2Z 


解 1 可 用 分 部 积分 法 求 积 如 下 : 


人 


Sin 7 
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1 十 SinZ e 
| 诗 s2。 dz= | 1 十 cos2 全 | Ta ef 
的 轴 天 
_ e Sn7Z rr Sin 2 卫 
二 | TI 二 cosZ 全 用 本 
屋 eZ Sn7 az 人 
二 | Tcos7 | 二 
Sin 2 艺 
二 
解 2 利用 半角 公式 
Z Sn2Z 
tan 了 二 1 十 cosZ， 
ZN 1 27 1 
(tan 生 ) 一 8sc 2 一 Tcosz， 
则 就 可 求 积 如 下 : 
1 工 十 Sin2Z 小 二 了 人 灾 | 7 
全 dz=| (en ) 十 tan 和 |。 dz 
寺 
= | (an 雪 .o) dz 
一 tan 可 ec 十 C. 


3.6.3 ”分 段 定义 函数 的 求 积 (习题 2166-2175) 


本 小 节 是 在 区 间 上 分 段 定 义 的 连续 函数 的 求 积 问题 . 

所 谓 分 段 定 义 函 数 的 意思 是 : 将 函数 的 定义 区 间 分 为 有 限 或 无 限 个 子 区 间 , 然后 在 
每 个 子 区 间 上 分 别 给 出 函数 的 表达 式 . 分 段 定 义 函 数 为 连续 的 条 件 表明 ,该 函数 不 仅 在 
每 个 子 区 间 内 连续 , 而 且 在 相 邻 子 区 间 的 分 界 点 处 也 连续 . 

根据 今后 在 定 积分 中 将 会 学 到 的 定理 , 连续 函数 必定 有 原 函 数 , 于 是 这 时 的 原 函 数 
当然 是 连续 可 微 函 数 . 因此 区 间 上 分 段 定 义 的 连续 函数 的 原 函 数 也 是 如 此 . 

就 计算 方面 来 看 , 由 于 在 区 间 上 的 原 函 数 可 以 相差 任意 常数 , 因此 只 要 分 段 求 出 原 
函数 之 后 , 适当 调整 各 个 子 区 间 上 的 任意 常数 , 就 可 以 得 到 在 整个 定义 区 间 上 的 一 个 连 
续 可 微 的 原 函 数 , 然后 对 它 加 以 任意 常数 就 得 到 了 所 要 求 的 不 定 积分 . 


习题 2166 求 | zla 


解 1 绝对 值 函数 y = |z| 可 认为 是 最 简 各 


大 


ji 在 zx 科 0 时 y = 一， 


j 在 z 入 0 时 则 有 


全 


此 在 z>0 时 有 
|eldz= 


工 
2 


Z2 十 Cn ， 


的 分 段 连续 函数 之 一 .在 z> 关 0 时 y = 2， 
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|z| dz = 一 误 22 十 C2. 

为 了 求 出 y = |z| 在 (-co, 二 co) 上 的 不 定 积分 , 只 需要 求 出 一 个 原 函 数 F(z) 后 
加 以 任意 常数 即 可 . 另 一 方面 , 由 于 不 定 积分 : 含有 任 意 常数 , 因此 满足 上 述 要 求 的 
CC2 的 解 不 是 唯一 的 . 

由 于 被 积 函 数 y = |z| 是 偶 函 数 , 因此 它 的 原 函 数 中 有 一 个 为 奇 函 数 ( 见 命题 3.1). 
这 样 我 们 可 以 按照 F(0) = 0 的 条 件 来 确定 它 . 从 z > 0 时 所 得 到 的 表达 式 来 看 , 应 取 
Ci = 0; 而 从 z 芝 0 时 所 得 到 的 表达 式 来 看 , 应 当 取 C2 = 0. 这 样 就 得 到 原 函 数 

于 22， 2Z 过 0， 
ro-1 ] 2 
一 豆 Z ， 2 < 0 


-H 国 


外 将 此 严 (z) 写 为 总 zlz| 则 本 题 的 答案 为 


eldaz= 喜 zel+cC 
于 绝对 值 函数 y = |z|, 可 以 利用 |z| = sgnz :7z 求 积 如 下 : 
| dz 一 |samz .dz 


解 2 对 


一 senz| =dz 一 S8gn2. 读 z2 十 和 
三 志 zlz| 十 C. 
注 解 2 表面 上 很 简单 , 但 在 理论 上 存在 缺陷 . 其 中 将 sgnz 从 积分 
分 号 前 , 这 似乎 是 不 定 积分 性 质 


必 
的 应 用 . 然而 sgnz 并 非 是 常 值 函数 ， 
jj 于 z=0 2 

k 体 来 说 , 这 里 有 偶然 性 . 由 于 FF(z) = sgnz :二 22 分 别 在 


2Z) dz 一 c| lo)dr 
大 


1 


了 4 人 刀 


1 


连 台 


续 , 因 


的 原 函 数 , 同时 这 个 表达 式 恰 巧 又 在 点 = 0 有 定义 ， 


习题 2170 求 | 全 dz 


解 在 z<0 和 >z>0 时 分 别 求 积 得 到 
有 (OZ 一 e 十 CT 7Z<0， 


2(z) 三 


-e “十 C2, 7Z>0. 


与 习题 2166 类 似 , 不 妨 按照 在 点 z = 0 处 等 于 0 的 延 拓 要 求 选 取 常 数 Ci, C2，, 了 


Ci = -1 Co2 = 1. 由 此 可 得 到 原 函 数 (为 奇 函 数 ) 为 : 
ez 一 1，2<0， 
ra-1 
一 e 7 十 1 ， >Z>0 


号 下 提出 到 积 


此 解 2 的 这 一 步 只 对 z > 0 和 >z < 0 分 别 有 效 ， 


区 间 z<0 和 >z>0 上 


此 提供 了 正确 


的 
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| 训 dz 一 一 ssenz.(e-izl 一 1 十 C. 


习题 2171 求 | maxtlo3 dz. 


解 1 将 2z2 与 1 比较 , 可 见 本 题 的 被 积 函数 可 以 在 三 个 区 间 (-oo, -1D, [1,1] 和 
(1L, +oo) 上 分 别 定义 为 妆 ,1 和 z 邓 . 于 是 可 分 别 积分 得 到 寺 虽 +Ci z+Co 和 村 友 十 Cs 
其 中 三 个 常数 Ci, Co, Cs 应 当选 择 使 得 函数 
工 z3 十 CI，2 < 一 1 


下 (Z) 三 2 十 Co 一 1 乏 Z 所 1 


王 吕 十 Ca3，2>1 


在 子 区 间 的 两 个 分 界 点 士 1 处 连续 . 
由 于 不 定 积分 中 含有 一 个 任意 常数 , 因此 满足 上 述 要 求 的 三 个 常数 Ci, Co, Cs 的 解 
不 是 唯一 的 . 由 于 被 积 函数 为 偶 函 数 , 与 习题 2166, 2170 类 似 , 不 妨 从 条 件 严 (0 全 呈 
始 . 由 此 可 见 应 取 Ca = 0. 然后 从 已 (-1-0) = 下 (-1 = -1 可 以 确定 C = -二 最 
后 从 FL+0) = PCD = 1 可 以 确定 Cs = 子 . 加 上 任意 常数 C 后 , 本 题 的 答案 为 : 


工 73 之 二 到 
可 2 3 C，2 < 一 1 

| maxtLzaz= Z 十 CI 一 1 乞 2 世 1， 
2 GO， 克 部 二 


解 2 以 下 方法 中 存在 陷阱 , 它 表明 在 使 用 习题 2166 的 解 2 中 的 方法 时 必须 小 心 . 
写 出 以 下 恒等式 (参看 第 一 册 习 题 749 的 解 2): 
Iax{1l,7Z 人 小 = 本 1 去 (1 十 2Z2) 十 


计 11 一 z， 


于 是 就 有 


| maxtLzdz 呈 | | 序 ( 十 zZ2) 十 于 11 一 co dz 


= 去 (z+ 瑟 ) 十 二 sgn(1 一 2) fa 三 全 
一 六 (z 全 ) 六 sgnl1 Z2)(Z 写 ) 1 C. 
但 这 显然 是 错误 的 , 因为 上 述 第 二 项 在 z = 士 1 处 均 不 连续 是 原 函 数 全 体 , 而 


右边 是 在 士 1 处 均 不 连续 的 一 个 函数 与 任意 常数 之 和 , 等 式 不 能 成 
问题 在 于 运算 过 程 中 的 等 式 
sea 一 2Z2). (1 一 2z2)dz 一 sgn(1 一 Z2) | 一 2Z2) dz 
不 能 成 立 . 再 回顾 习题 2166 的 解 2 中 的 类 似 等 式 , 可 见 它 在 那里 成 立 是 有 偶然 性 的 , 因 
为 在 那里 不 连续 点 是 = = 0, 将 sgnz 与 积分 | *dz 相 乘 ( 且 在 > = 0 延 拓 ) 之 后 恰好 使 
得 最 后 得 到 的 函数 连续 . 
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按照 解 1 的 类 似 方法 可 以 计算 得 到 
一 人 十 于 一 子 +C， 六 有 一 
sm0- 轨 0-o9dz= z 一 本 +C -TS<zgl 
一 和 十 村 ze 十 村 +C 攻 交 二) 
然后 与 前 面 的 结果 合并 , 就 可 以 得 到 与 解 1 相 同 的 答案 . 但 这 样 一 来 本 解法 就 没有 什么 
优点 了 . 
习题 2172 求 | efz) dz, 其 中 p(z) 为 数 x 到 最 近 整数 的 距离 @ . 


解 1 由 于 wp(z) 是 周期 等 于 1 的 周期 函数 , 因此 先 讨论 区 间 [0, 1] 上 的 情况 ， 

在 [0,1] 上 有 

“人 
2(2) 二 1 
工 一 2 本 < 
因此 可 直接 求 出 在 [0,1] 上 的 原 函 数 , 记 为 
六 2 二 Co，0<zx< 直 ， 
Fo(zZ) < 2 1 1 
上 人 汪 C0， 记 过 现 和 甩 炳 

其 中 -二 来 自 于 丽 (z) 在 点 z = 寺 的 连续 性 , Co 可 取 任意 常数 . 设 要 求 F(O) = 0, 则 
取 常 数 Co = 0. 以 下 根据 这 个 要 求 来 求 出 定义 于 (一 co, +co) 上 的 一 个 原 函数 . 

利用 ep(z) 是 周期 为 1 的 周期 函数 , 对 每 一 个 整数 mw 在 区 间 [wm + 1] 上 用 代 换 
t 一 Z 一 就 可 以 求 出 在 该 区 间 上 的 原 函 数 , 记 为 

二 (一 加 2 十 Cn， m 委 了 扫 7 十 本， 
Fr(Z) 一 (z 一 作 )2 1 1 
二 HZ 一 人 ) 汉 Ch， 有 十 页 < 和 受 风 十 1 

其 中 Cn 为 待定 常数 . 

根据 连续 性 要 求 , 对 每 一 个 整数 ”应当 满足 条 件 

肪 人 十 了 = 瓦 Ha 十])， 

利用 上 述 表达 式 即 可 得 到 于 + Cn = Ch+l. 由 于 已 取 定 了 Co = 0, 因此 就 可 以 归纳 地 
确定 出 Cn = 志 . 

这 样 就 得 到 了 满足 条 件 严 (0) = 0 的 原 函数 已 (z): 

到 (ez- 四 ?+ 王 ， 加 <z< 四 + 志 ， 
Te 1 加 1 
人 
Q@ 函数 P(z) 的 几何 表示 见 第 附录 一 中 的 习题 362(e) 的 图 像 . 只 是 在 那里 用 记号 (z) 表示 本 题 的 


ea), 而 在 本 题 的 求解 与 答案 


上 


我 们 


(z) 表示 实数 z 的 小 数 


部 分 , 即 有 (z) = zx - [z]. 
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而 不 定 积分 为 F(z) + C 
解 2 按照 第 三 章 一 开始 证 明 的 命题 3.1, 本 题 的 被 积 函数 是 周期 为 1 的 周期 函数 
2(z), 因此 它 的 原 函 数 由 周期 为 1 的 周期 函数 与 线性 函数 之 和 组 成 . 以 下 只 要 分 别 求 出 


它们 再 相 加 即 可 . 
在 周期 长 度 的 区 间 [0,1] 上 , 直接 积分 就 得 到 满足 玉 (0) = 0 的 原 函 数 的 表达 式 为 
1 


) 
工 v2 0 过 了 z 志 二 
计生 0 
天 (7Z) 一 2 


从 命题 3.1 可 知 , 利用 全 = 工 和 天 (1) - (0) = 工 , 就 可 确定 出 上 述 线性 项 为 工 z. 它 对 
于 每 一 个 原 函 数 都 是 相同 的 . 

从 F(z) 在 [0,H 上 的 表达 式 减 去 线性 项 , 然后 再 按照 周期 1 作 周 期 延 拓 , 得 到 
在 (一 oo, +co) 上 的 周期 为 1 的 周期 函数 ， 从 具体 操作 来 说 , 只 要 将 [0,1) 上 的 > 换 为 
z - br] = (z) 即 可 . 这 样 就 得 到 原 函 数 的 周期 项 , 记 为 工 (z): 


1 1 1 
ro-| 末 (z 六 一 天 (人 z)，0<& (oO) 乏 于 ， 
(2+3(m 一 工 上 工 
(Z) 十 于 (z) 下 ， 本 < (z)<1 
于 是 本 题 的 答案 就 是 


趟 
注 本 题 的 答案 还 可 以 如 下 写成 更 紧凑 的 形式 
用 (z) 一 去 来 写 出 Fo), 则 在 0< (z) < 去 时 有 


| ee) dz 一 人 (Z) 十 工 z 十 C 


2 1 
(o2 十 二 (z) 一 于 十 本 


?+ 芽 [(o) 一 过 十 至. 
co) 上 的 统一 表示 为 


2 
ww 人 


了 已 


3.6.4 杂 题 (习题 2176-2180.1) 
这 里 是 一 些 带 有 理论 性 的 或 特殊 类 型 的 计算 题 . 
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习题 2176 求 | 四 dz 


解 ”用 分 部 积分 法 就 有 
zz 四 dz=|zawe)=or@-| rdz 
一 2 万 (z) 一 z) 二 C 


1，0<2Z 所 1， 


且 jJ0) = 0, 求 /z). 


2Z，1T<2 < 十 oo， 


习题 2179(b) 设 六 Inz) = | 


解 设 上 =lmnz, 利用 对 数 函数 的 严格 单调 性 即 可 求 出 导 函 数 的 表达 式 为 


1， 一 co<< 上 所 0， 
ro-| 


e，0<<t 上 < 十 co， 


然后 将 守 改 记 为 z, 问题 就 是 从 分 段 定义 的 导 函 数 求 其 原 函 数 . 
在 两 个 子 区 间 上 分 段 求 积 , 可 见 函数 F(z) 的 分 段 表达 式 为 
人 一 coO<2 世 0， 


er 十 Co，0<2Z< 十 co， 
其 中 Ca, Ca 待定 . 根据 条 件 /0) = 0 可见 Ci = 0, 又 根据 连续 性 /+0) = 70) 可 见 
C2 = -1, 于 是 得 到 分 段 定 义 的 函数 
2 一 co<2 乏 0， 
ma 


1，0 < 2Z < 十 co. 


习题 2180 ( 反 困 数 的 求 积 公式 ) 设 /z) 为 严格 单调 的 连续 函数 , 广 :(z) 为 其 反 
函数 . 证 明 : 若 


则 
| 广 四 dtz=z 六 -ETGO)+C (3.19) 
研究 例子 : 
(a) jz) 一 Z”(zZ > 0); (bjj(z) = ez; 
(c) jz) = arcsin zi (dj)jF(z) = arctanh 2. 


解 ”本 题 表 明 , 抒 数 的 求 积 运算 可 以 通过 公式 (3.19) 来 实现 , 其 中 只 分 别 用 到 乘 
法 、 减 法 和 函数 的 复合 运算 . 

对 该 公式 左边 用 分 部 积分 法 , 或 对 公式 右边 直接 求 时 , 都 容易 证 明 所 要 的 等 式 . 但 
用 求 导 方法 时 要 假设 函数 /z) 还 是 分 段 可 导 函 数 , 即 其 定义 区 间 可 分 为 有 限 或 无 限 个 
子 区 间 , 使 得 了 在 每 个 子 区 间 的 内 部 都 是 可 导 的 . 由 于 /同时 又 严格 单调 连续 , 因此 其 
反 函 数 广 - 也 是 分 段 可 导 函 数 . 
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根据 83.6.3 开始 时 的 分 析 , 我 们 只 需要 对 子 区 间 内 部 证 明 (3.19) 成 立 , 也 就 保证 它 
在 子 区 间 的 分 界 点 上 成 立 . 
用 分 部 积分 法 , 则 有 
| 广 :dz 可 一 |*al: 
芷 代 换 上 = 广 - (z)) 则 有 zz = 7 六 (z)) = /的 ,于 是 
样 就 得 到 


一 ZI(z) 一 下 圾 十 C 
= zio 一 Fo)+C 


以 下 的 4 个 例子 用 于 说 明 公式 的 用 法 . 由 于 其 中 的 反 函 数 的 不 定 积分 都 是 熟知 的 ， 
因此 实际 上 只 是 对 于 公式 (3.19) 的 正确 性 起 到 了 验证 的 作用 . 


(a) 这 时 jz) = 2 (7 > 0), 反 末 数 广 :(z) = VYz (zz > 0)， 取 Fz) = 
一 xzn+l (Z > 0), 则 就 有 


| dtz=zy5- TV 


这 显然 是 正确 的 . 


7ZVYZ+C. 


(b) 这 时 /Flz) = e", 反 函 数 广 I(z) = nz (z > 0). 取 下 (z) = ez, 则 就 有 
|mzdz 一 nz 一 enz+C=znz 一 zz 二 C. 
这 与 83.1.6 的 习题 1791 中 用 分 部 积分 法 求 得 的 答案 相同 . 


(c) 这 时 Flz) = arcsinz, -1<Zz<1, 反 困 数 广 !(z) = sin z， 忆 < 2 < 林 ， 从 


dz 
arcsinzZ dz 一 arcsin2 一 江 
| | V1 一 2Z2 
一 ZarcsinZ 十 V1 一 22 十 C， 


可 取 F(z) = zarcsinz+V1I--22, -1<2<1, 这样 就 得 到 
可 rdz =2Z 广 :(z) 一 |[ 广 :zarcsin( 广 !(z)+TVIL- (FI(z)) 2 +C 
一 zZsinzr 一 sinz:Zz 一 V1-sn2z 二 C= 一 cos7z 十 C. 
可 见 用 反 函 数 求 积 公式 所 得 到 结果 与 直接 计算 相同 . 


(d) 这 时 jz) = arctanhz, -1 <Z < 1. 其 反 国 数 为 广 !(z) = tanhz, -co <Z < 
十 co. 按照 83.1.8 关于 反 双 曲 函 数 的 反 函 数 公式 (3.11), 有 表达 式 


1 工 
arctanh 2 一 去 ma (车 2 E (一 1)1)， 


于 是 可 求 积 如 下 : 
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2 2 
= 二 [+ond+m+L-amnd1l-o+C 


aeetannzdz= | m (了 全) dz= |ma+adr- 去 |mG-zdz 


2 
1 1 1 
= 去 cm 二 和) 十 去 In 一 2)+C 


工 一 Z 2 
以 下 取 
玉 (zZ) 一 mn (于 人) + 计 m(1- 2) 
然后 按照 反 函 数 的 积分 公式 得 到 


“(z 


) 
一 2tanhzZ 一 亏 tanhz， mm (村 二 ea 过 一 本 却 In(1l 一 tanh2 z). 
见 


tanbh z 

利用 双 曲 正切 函数 的 恒等式 1 - tanh2z = < ( 世 人 (3.10)), 就 容易 计算 
3 化 

得 到 如 下 等 式 : 


[iaahzdaz=z 太 :后 = 人 六 am() + + 地 nl- (7 们 } 
| 


) 三 ]Jn(sinhz 十 coshz) 一 2， 


ln(l -tanh2z) = 一 Incoshz. 


合并 以 上 结果 就 得 到 
anhzdz 一 lncoshz 十 C， 
而 这 与 直接 计算 左边 的 积分 所 得 到 的 结果 完全 相同 . 


内 容 简介 本章 是 一 元 
为 广义 积分 84.5-84.10 为 定 积分 在 几何 与 物理 方面 的 应 用 ， 
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职 分 学 的 核心 , 其 中 84.1.84.3 


为 定 积分 的 基本 理论 ,84.4 
84.11 为 定 积分 的 近似 计算 . 


84.1 定 积分 是 积分 和 的 极限 (习题 2181-2205) 


4.1.1 黎 曼 和 及 其 极限 (习题 2181-2192) 
的 极限 来 定义 的 ， 设 flz) 在 [ww 外 上 有 定义 , 若 对 任意 分 


定 积 分 是 通过 黎 曼 
划 P:ao=xzo<z < :…: 
1 一 12,m， 当 分 划 的 


jz) 于 [wo 上 可 积 ， 


在 了 于 区 间 


与 分 划 相 容 的 介 点 , 这 检 


单 的 黎 曼 和 计算 开始 


习题 2181 把 区 间 [--1,4 分 为 到 个 相等 的 子 区 间 , 并 
标 作 为 介 点 和 (= 1 2 ,7m) 的 
直 . 求 函 数 f(z) = 1 +z 在 此 区 间 上 的 黎 曼 和 9，. 


取 这 些 子 区 间 ， 


二 


解 


.< 2n = 久 以 及 与 分 划 相 容 的 


wwg 上 可 积 的 前 担 下, 只 要 取 绢 
得 到 的 一 列 黎 曼 和 9， 就 收 么 于 定 


点 的 双 


子 区 间 长 度 为 Az = 三 , 第 


2 一 1 


度 趋 于 0 


AAA 


i 个 子 区 间 为 [一 1 十 


三 (一 1),-1 十 羡 让 , 取 介 点 二 为 子 区 间 的 中 点 , 即 


总 一 一 [十 六 


则 即 可 求 出 


| 


1 一 二 )， 0 
此 分 划 和 介 点 确定 的 黎 曼 和 


人 


从 附 图 可 见 ， 


二 每 外 本 


直角 梯形 


往 间 对 应 的 


(在 附 图 中 标 出 了 一 
的 等 腰 直 角 三 角形 的 


全 


直角 梯形 及 其 ! 


| 
因此 所 得 到 的 黎 


1 的 习题 可 分 为 以 下 部 分 : 关于 积分 和 ( 即 黎 曼 和 ) 及 其 极限 的 计算 
些 理论 题 和 关于 函数 可 积 性 判定 等 习题 . 


任意 介 点 集 SS 所 | 全 直击 


度 1PI = max Ari 一 0 时, 黎 曼 和 收敛 于 某 个 数 工 则 称 
省 将 这 个 极限 值 定义 为 fz) 在 [w 引 上 的 定 积分 , 记 为 

def 

| .re 一 人 


了 


的 一 列 特殊 分 划 , 同时 取 定 
D 
分 | Ja) dz. 下 面 从 最 简 


六 刀 


习题 2181 的 附 图 


(- 弘 - 汪 


积 恰好 等 于 Az 与 /5) 的 乘积 


曼 和 已 经 是 附 图 中 涂 以 灰色 


(1 十 Z) dz. 


5 积 , 也 就 是 定 积分 | 


一 工 
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PP 
习题 2185 按照 定 积分 的 定义 计算 | 区 
一 1 


解 将 区 间 [-1,2] 作 呈 等 分 , 则 子 区 间 长 Az = 立 ， 取 介 点 上 为 子 区 间 [zi zi] 
的 右 端点 , 即 各 = -1 十 型， 下 2， . ,m, 则 就 得 到 黎 曼 和 


5 -2 ae- 二 (1- + 人 =3- 汪 ) 人 
3 DGn+) 
ES 包 2 》 


作 


其 中 利用 了 前 冯 了 人 其 平方 之 和 的 公式 , 即 《 习 题 集 》 的 习题 1 和 2. 
对 以 上 黎 曼 和 取 极限 , 可 见 有 人 0 


一 上 


总 


工 


习题 2187 按照 定 积分 的 定义 计算 上 全 5 


、 本 这 人 
解 将 区 间 [n 可 ] 作 "等 分 ,了 区 间 长 As 红 ， 到 介 点 为 了 区 站 人 
的 右 端点 , 即 忆 = 汪 二 12,m, 则 就 得 到 黎 曼 和 
一 2 Az = 大 末 sin(IAz) 2 1IAz) sin 学 
灿 zi 一 1 Sin -一 一 学 
Az 1 1 人 
一 一 》 | cos (去 )Az 一 cos (t+ 喜 )Az| 
Se 1 一 1 
有 Arz 1 。 1 
一 ER ( 读 Az] 一 COS (n+ 喜 )Az|. 
S 下 二 


(参见 82.1.4 的 习题 1024(b) 中 对 和 式 snz + sin2z 十 … 十 sinm2 的 计算 .) 
在 上 述 黎 曼 和 中 代入 Az = 令 吧 一 co, 即 有 


区 


| sinZdz 一 lim 9 = cos0 一 cos 六 一 光碟 
0 人 一 CO 


习题 2189 按照 定 积分 的 定义 计算 | 难 (0 <e< 妆 
解 1 将 区 间 [w, 如 作 非 等 距 分 划 , 使 得 其 分 点 的 横 坐 标 成 为 等 比 数 列 , 即 有 
及 二 {fa ad;aa2 0 区 
其 中 ao = 忆 公 比 q= 洁 又 取 介 点 护 为 子 区 间 [aq 和 1 agj] 的 右 端 点 , 即 各 = ad. 
则 黎 曼 和 为 : 
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将 9 = 世 冬 代入, 令 交 一 co, 就 得 到 
dz _ 人 
[as 加 二 (1 y) = QW D 
解 2 按照 《习题 集 》 的 提示 , 对 于 分 划 a = zo < zi < :<xzn = 一遍 Ari== 
Li 一 ii 一 1) 1 一 7 ) 7 在 人 2 取 介 点 如 过 VZi17i)， 7 一 下 ) 7 这 样 就 有 


亿 


败 5 工 1 1 下 
人 


杀 二 玫 4 


这 表明 对 这 样 的 分 划 和 介 点 来 说 , 黎 曼 和 为 常 值 , 因此 若 以 m 为 参数 的 分 划 当 呈 一 oa 
时 的 细 度 趋 于 0 (最 简单 的 就 是 区 间 fo, 引 的 等 距 分 划 )， 也 就 有 | 个 = 二 一 志 . 


注 “习题 2189 的 两 种 方法 对 一 般 的 寡 函 数 的 求 积 都 有 效 , 参见 《习题 集 》 的 习题 
2190 ( 求 必 xzmdz (0 < < 了 必 由 尖 二 1)) 和 习题 2191 ( 求 几 zldz(0<a< 中). 

解 1 使 用 分 点 成 为 几何 数列 的 分 划 , 介 点 取 为 子 区 间 的 右 端点 (或 左 端点 ), 从 而 使 
得 黎 曼 和 的 计算 比较 容易 . 解 2 则 采取 特殊 选择 的 介 点 , 而 分 划 可 以 是 任意 的 . 在 本 小 
节 最 后 还 会 指出 它 的 进一步 的 意义 . 


习题 2192 ( 泊 松 积分 ) 计算 
| ma 一 2acosz 十 a2) dz， 
0 
考虑 两 种 情形 : (a) |a| < 1; (b) |a| > 1 


解 将 区 间 [0, 可 作 m 等 分 , 并 取 介 点 饼 为 [zk lyzp] 的 右 端点 , 即 有 Az 
条 = - 生 , 大 = 1 ，m 于 是 黎 曼 和 为 


Su 一 >》 mn 1 一 2acos 名 +a2)Az= 元 mm 人 (II 
K=1 


这 里 需要 了 解 表达 式 1 一 2acoszZ 十 ao 的 几何 意 》 . 将 它 写 为 


1 一 2acosz 十 ao2 = (a 一 coszZ)2 十 (sinz)? 


( -2acos 和 十 a 2 (4.1) 


iT。 


=[a-(cosz+isinzjl.[a-(cosz 一 isinz]=(a 一 ez).(a 一 e)， 
即 在 复 平 面 中 的 实数 轴 上 的 点 (a,0) 到 单位 圆 上 点 ez = cosz +isinz 的 距离 平方 , 它 
又 可 表示 为 一 对 共 斩 复 数 的 乘积 . 由 于 |a| 坟 1, 这 个 乘积 总 是 大 于 0 的 . 

利用 方程 o 刀 -1=0 的 2m 个 根 是 单位 圆 上 从 a = 王 1 开 始 的 2n 个 等 分 点 对 应 的 
复数 , 去 掉 其 中 的 士 1 两 个 根 之 后 , 就 是 e 5 etice ,天 一 1 ) 风 一 1. 它们 是 与 介 
点 上 和 61 对 应 的 于 一 1 对 5 入 复数 饼 一 式 则 对 应 于 单位 圆 上 的 点 一 1 
是 可 以 利用 下 列 因 式 分 解 

am--1=(o 一 D) 开 Q 一 eiie)(a 一 eTis)， 


将 (4.1) 式 中 的 乘积 表示 为 
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IId-secoe 生 + 四 = | II -see -es . (Q 十 J? 
jl1 11 
二 


将 此 式 代 入 (4.1), 并 令 一 co, 就 得 到 


| (1 一 2acosz 十 a2) dz = im na 亚 (mlaz" 一 十 | c 十 1 |) 


nla 刀 一 
=T im 一 . 
用 一 Co 作 


由 此 可 得 到 : (a) |a| < 工时 , 积分 为 0; (b) lal > 1 时 , 积分 为 2rln al|. 
注 “利用 
| 1 一 2acosz 十 ao2)dz = 2rlnl|a| 十 | (1 一 盖 cosz 十 三 ) dz 
0 0 Q 
即 可 看 出 ,在 lal <1 和 |a| > 上 的 两 个 结果 中 , 只 要 知道 一 个 , 就 可 以 推出 另 一 个 . 
小 结 ” 如 前 所 说 , 用 黎 曼 和 来 计算 定 积 分 时 ， ee 列 特殊 的 分 划 和 介 点 即 可 ， 
但 如 何 求 其 极限 则 往往 相当 困难 . 除了 特别 简 单 的 习题 (例如 习题 2181) 之 外 , 都 
需要 针对 具体 的 被 员 丽 数 和 积分 区 间 采 取 特 殊 的 方法 ， 
值得 注意 的 是 习题 2189 的 解 2, 其 中 对 任意 分 划 采 取 巧 妙 选择 的 介 点 就 解决 了 问 
题 . 下 面 讨论 这 种 方法 是 否 能 够 推广 到 一 般 的 定 积分 计算 . 
设 Flz) 在 [oa 上 可 积 , 且 有 原 函 数 下 (z), 于 是 在 区 间 上 处 处 成 立 已 (z) = jz) 
回顾 习题 2189 的 解 2, 可 见 它 相 当 于 在 取 定 分 划 w = zo<zZl< .<xzn = 一 0 之后， 
在 每 个 子 区 间 [zi zi] 内 选取 的 介 点 所 满足 等 式 
Js 一 201) 一 丰 Ci) 一 下 (Ci-1)， 
根据 拉 格 朗 日 微分 中 值 定 理 , 在 子 区 间 [zi zi] 中 这 样 的 介 点 吉 是 一 定 存在 的 . 
然而 这 是 在 已 知 原 函 数 的 前 提 下 才能 得 到 的 结论 . 在 习题 2189 中 的 被 积 函 数 是 
坊 , 因此 可 取 原 函 数 F(z) = 一 二 . 这 样 上 述 等 式 就 变 成 为 


间 


多 
二 
玉 (Zi) 一 Fi 25-1 2 
人 人 本 1 1 2 


从 而 得 到 & = V 五 开 17. 
对 于 知道 flz) 有 原 函 数 严 (z 般 情 况 , 这 时 就 有 


2 Am = (一 左 (Zi 二 下 ( 切 一 下 (a)， 


Sa 


晤 6 0 的 一 列 分 划 , 并 取 极 限 , 这 样 就 推导 出 
| raaz=PO-PG 
这 就 是 定 积 分 计算 的 主要 工具 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 , 也 称 为 微 积 分 学 基本 定理 . 
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由 此 可 见 , 在 能 够 求 出 被 积 函数 上 的 原 函数 的 前 提 下 , 只 需要 用 上 述 公式 即 可 计算 
出 定 积 分 . 一 般 来 说 , 利用 习题 2189 的 解 2 中 的 方法 是 不 必要 的 , 也 是 不 切实 际 的 , 基 
为 拉 格 朗 日 微分 中 值 定 理 并 不 能 提供 中 值 的 计算 方法 (参见 82.6.2 中 的 有 关 习 题 )， 


4.1.2 ”若干 证 明 题 (习题 2193.1-2193.4,， 2198-2199, 2204) 


这 里 都 是 与 定 积分 有 关 的 理论 证 明 题 , 习题 2205 则 放 到 最 后 一 个 小 节 中 解决 . 这 
方面 的 习题 很 多 , 例如 可 参看 [34] 的 第 十 章 和 第 十 一 章 的 练习 题 和 参考 题 


习题 2193.1 ( 布 利 斯 杜 阿 梅 尔 定理 ) 设 函数 1(z) 及 9(z) 在 w, 吕 上 连续 , 证 明 
8 和 Hey @p(0) Ar = | 7 :elajdz 


其 中 zi 入 各 芯 2i 0i1 入 不乏 0i 0 王 1 有 且 Am = 一 2i1(zo 一 azn 一介 


解 ” 由 于 等 式 左边 的 和 式 中 出 现 了 两 组 介 点 , 因此 它 不 是 黎 曼 和 . 

利用 F(z) :2(z) 在 区 间 [可 上 可 积 , 可 将 上 述 和 式 与 F(z) .2(z) 的 黎 曼 和 作 比 较 . 
如 果 当 分 划 的 细 度 趋 于 0 时 , 两 个 和 式 之 差 的 极限 为 0, 则 就 得 到 了 所 要 的 结论 . 

记 M 是 | 媳 在 区 间 [ww 如 上 的 上 界 , 又 记 w; 是 2 在 分 划 己 确 定 的 子 区 间 [zi 1, zi] 
上 的 振幅 , ;= 1 ，,m， 则 就 有 


| 袜 Je(t)Ani - 2 re (6Az 
?一 1 


< 2 6 |200) 一 PS)|Azs 


也 
2 一 


由 于 o(z) 在 [lw, 中 上 可 积 , 令 | P| = max|Azil 一 0 即 知 上 述 极限 为 0. 
注 “本 题 中 的 两 个 函数 彤 2 在 [w, 如 上 连续 的 条 件 可 减弱 为 可 积 , 而 在 证 明 两 个 和 
式 之 差 趋 于 0 时 , 对 于 上 只 用 到 其 有 界 性 . 


习题 2193 .2 设 函数 fz) 在 [0,1] 上 有 界 且 单调 , 证 明 : 


六 raw 二 袜 /( 的 -oem 


解 根据 大 O 记号 的 定义 , 应 当 证 明 上 式 左边 是 一 个 有 界 量 与 十 的 乘积 
不 妨 设 在 [0,1] 上 单调 递增 , 这 时 即 可 对 上 式 左边 的 表达 式 估 计 如 下 : 


站 
[Ga 于 27( 二 有 | <[:|ro -7( 合 )|az 
1 化 二 
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注 在 有 界 闭 区 间 上 的 单调 


习题 2193.3 (阿达 马 不 等 式 ) 


(关于 思 
解 


分 别 证 
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函数 必定 有 界 , 因此 题 设 ， 


的 有 界 性 条 件 是 多 余 的 . 


设 jz) 在 闭 区 间 [o 中 上 为 止 函数 , 证 明 : 
过 | Flzjdz 苹 -af(2 二 2) 


2 
凸 函数 的 定义 和 基本 知识 见 82.8, 特别 是 82.8.2 的 习题 1312.) 
明 题 中 的 左边 和 右边 的 两 个 不 等 式 . 


0 区 


利用 加 


职 分 


在 定 


有 dz = (a - 力 d), 就 可 以 如 下 得 至 


函数 定义 中 的 不 等 式 , 即 


jaT(L 一 和) 芒 六 Ja) 二 一 和) 0 入 入 乏 1， 
二 dz 中 作 代 换 z = 和 a+(1-- 和 bb 当 z 从 oa 递增 到 时 ,入 从 1 递减 到 0， 
| 左边 的 不 等 式 : 


[az=0-ao| oo+ra- 


又 利用 凹 函数 的 支撑 线 定理 
的 支撑 线 , 设 其 斜率 为 及 则 在 [w, 引 上 就 成 立 不 等 


将 这 个 不 等 式 的 两 边 对 z 从 a 到 5 积分, 并 注意 到 右边 第 二 项 在 [w, 上 的 积 
就 得 到 所 要 的 右边 


注 1 如 附 图 


非常 直观 的 
确定 的 上 


们 分 别 
站 十 大 
2 


联 


边 梯 形 被 夹 在 两 个 直角 梯形 之 间 ， 它 


(2 本 


>@-9| DO+TG-NAO -Ce- 
2.3), 存在 经 过 点 ( 忆 


式 
中 <7( 2 村 2 +hfe- 于 


命题 2 


(参见 82.8.3 的 


分 等 于 0， 


的 不 等 式 : 

| 
所 示 , 阿达 马 不 等 式 在 几何 上 有 
几何 意义 , 即 是 由 Flz) (ao 冬 工 芯 有 


Q 十 b 


fle)dz<@-aH( 


上 


结 (a, fa)) 和 (2 FO)) 的 直线 和 在 点 
“) ) 的 支撑 线 生成 .于 是 它们 的 面 


积 之 间 也 成 立 相 人 


这 里 


附带 说 一 下 若 不 利用 文 撑 线 及 其 命 


则 可 以 如 下 证 明 


利用 
每 一 个 入 


然后 将 不 等 式 两 边 对 入 从 0 积 
和 半 二 5 _ Nb _ oj, 即 可 得 到 右边 


Q 十 0 


2 
E [0,1 


应 的 不 等 式 , 即 阿达 马 不 等 式 


题 2.3， 


右边 的 不 等 式 . 


we 式 
六 [fle+AO 一 四 )+7G 

分 到 1, 并 对 左边 的 两 个 各 
的 不 等 式 . 


< 1 2)， 


只 分 


不 仅 是 点 ac 和 尹 的 中 点 , 也 是 w 十 一 a) 和 一 入 (2 


oa) 的 ! 


分 别 作 代 换 = 十 和 (一 


习题 2193.3 的 附 图 


点 , 这 对 


oj 
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注 2 本题 不 仅 是 止 函 数 的 基本 不 等 式 之 一 , 而 且 还 可 以 证 明 , 若 在 区 间 了 工 上 定义 
的 函数 了 对 区 间 中 任何 两 点 都 成 立 阿 达 马 不 等 式 中 的 右边 的 不 等 式 (或 左边 的 不 等 式 )， 
则 久 是 区 间 了 工 上 的 四 函数 . 换言之 , 阿达 马 不 等 式 中 的 每 一 个 都 是 函数 为 止 函数 的 充分 
必要 条 件 ( 见 [34] 第 十 一 章 第 二 组 参考 题 7). 此 外 , 若 将 上 换 为 - 访 不 等 式 反 向 , 则 就 
得 到 凸 函 数 的 阿达 马 不 等 式 . 

注 3 由 习题 2193.3 的 附 图 可 以 推 知 , 有 界 闭 区 间 上 的 凹 函 数 (和 凸 函 数 ) 必定 有 
界 , 因此 原 题 中 的 有 界 性 条 件 是 多 余 的 . 


VV 


习题 2193.4 设 flz) se CGI1+oo), 且 当 ze [+eco) 时 jz) 兰 0, (7) 
0, jz) 和 0. 证 明 : 当 一 co 时 


症 1= 吉 /+| Adz+o0) 


解 ”从 题 设 条 件 可 知 , 函数 y = /lz) 的 图 像 在 Oz 轴 的 上 方 , 单调 递增 , 为 目 函 数 . 
如 附 图 所 示 , 积分 | Flz)dz 代表 了 曲线 y = jlz) (LE 和 zz 入 由 下 方 的 曲 边 梯形 的 面积 ， 
工 
它 可 以 分 解 为 风 一 工 个 宽度 为 1 的 曲 边 梯形 . 利用 广 单 调 递增 , 就 有 不 等 式 


十 1 
JS |， jz)dzs RD) 


然而 这 对 于 本 题 还 是 不 够 的 . 为 了 得 到 所 要 求 的 估计 , 还 要 利用 /为 四 函 数 的 条 件 . 为 


此 要 对 每 一 个 宽度 为 1 的 曲 边 梯形 使 用 上 一 个 习题 中 的 阿达 马 不 等 式 . 
Y 


O 1 2 大 大 十 1 风 一 1 刀 并 
习题 2193.4 的 附 图 
这 样 就 对 天 = 1 , 见 一 1 有 
Eee [| jajdzs 7(R+ 可 ) 
将 这 宛 一 工 个 不 等 式 相 加 ， 二 
六 fID)+FG)+…+f-D+ 训 fos| Fo)adz 


这 样 一 方面 有 
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导 人 
| Adz+ 刘 fm < 订 /( 呈 ) 二 这 [( 写 )+7 呈 + 
上 


1 Se 全 所 于 上 ) 十 壮 帮 on) 
< 训 /( 二 )+J2)+…+Jo -DT 
< yj 二 [ 吉 帮 号 ) 一 7 

斋 三 出 


合并 以 上 就 得 到 所 要 的 结论 : 
| ydz+ 订 fm- 半 7 有 =00) 


习题 2193.5 设 /zj) <s CD[a, 如 ， 
和 


K=1 
求 lm mA，. 
侯 一 CO 


解 将 [o, 引 作 等 距 分 划 , 记分 点 zk = 十 2 二 二 ,天 一 01 mb 则 有 Am 
2 一 2 人 =1 站)， 然 后 将 mA 作 分 拆 ; 


nAn=x(| omz- 寻 < > reeo) =n( 和 | Dee -fenldz) 


三 宙 交 Ge 一 2 dz) 


利用 上 妃 在 [外 上 连续 , 记 7pz 和 为 亡 (z) 在 子 区 间 [zx zx] 上 的 最 小 值 和 最 大 
值 , 则 就 有 


由 于 对 天 = 1 …) 即 均 有 


因此 就 有 不 等 式 


-2 》 MkAm <nAn 和 -2 》 mkAok 
开 一 1 大 一 1 
由 于 上 式 左 右 两 边 的 和 式 都 是 访 (z) 在 [外 上 的 黎 曼 和 , 因此 当 一 co 时 有 相同 的 极 
限 , 从 而 就 得 到 
D 


limnAn= 一 全 | jdz= -去 0-aUO -al 


也 一 CO Q 
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习题 2198-2199 表明 , 在 积分 遥 近 的 意义 上 , 任何 可 积 函数 都 可 以 分 别 用 阶梯 函数 
和 连续 函数 来 通 近 , 这 在 理论 上 和 计算 上 都 是 重要 的 . (参见 这 两 个 习题 的 附 图 .) 


习题 2198 设 函 数 /z) 在 区 间 [fa 中 上 可 积 , 且 
- 万 (z) = Sup 帮 z) (Zi1 入 0 < 0i 
其 中 zi; 一 w 十 元 忆 一 q) (三 0,1 7; 了 一 12…);, 证明: 


lim 「 记 (z)dz 一 | jz dz， 


治 一 GD 包 


解 在 每 一 个 子 区 间 上 (可 能 除了 端点 之 外 ) 取 值 为 常数 的 函数 称 为 阶梯 函数 . 
由 于 在 [zi zi) 上 的 户 (z) 的 取 值 就 是 flz) 在 该 子 区 间 上 的 上 确 界 , 因此 除了 端 
点 习 之 外 , 访 与 了 之 差 不 会 超过 在 这 个 子 区 间 上 的 振幅 wj, 这 样 就 可 以 估计 了 和 访 
的 积分 之 差 如 下 : 


poaz-yraoals 


| 记 (O 一 大 odz 


1 一 1、 2 一 
过 区 ， Ci AZ 
1 一 1 
因此 从 了 在 [a 相 上 可 积 就 知道 当 呈 一 co 时 上 式 极限 为 0. 
2 2 
O 4 加 也 O Q 六 并 
习题 2198 的 附 图 习题 2199 的 附 图 


习题 2199 证 明 : 若 函 数 flz) 在 区 间 [ww 世上 可 积 , 则 存在 连续 函数 序列 


On(Z) (mn 三 1 2， …)， 使 得 在 a <GS 0 时 
| Youz= 有 | wdz 


解 将 区 间 [oa 作 盖 等 分 , 记 一 4 十 二 (一 oi 一 0 ， 7. 
对 于 ; = 1 … ,mw 在 子 区间 [zi lw] 上 用 联结 点 (zi /zi D)) 和 点 (zi zi)) 
的 直线 来 逼 近 曲 线 y = jz), 这 就 是 定义 
On(Z) = zi-1) 十 二 一 zi zi-1 近世 0i. 
由 于 这 样 定义 的 函数 en(z) 不 仅 在 [wg 上 连续 , 而 且 在 每 一 个 子 区 间 [zi li,zi] 上 
的 取 值 都 介 于 jz) 在 同一 个 子 区 间 上 的 上 确 界 和 下 确 界 之 间 , 因此 |pn(z) - Fz)| 不 
超过 在 子 区 间 上 的 振幅 w;. 于 是 当 w 冬 c 乏 时 就 可 以 估计 n 和 上 的 积分 之 差 如 下 : 
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<> | Im@-Jalldzs》wAm 
2 二 
因此 从 了 在 [c, 引 上 可 积 就 知道 当 一 co 时 上 式 的 极限 为 0. 


习题 2204 (积分 的 连续 性 ) 设 函 数 /xz) 在 闭 区 间 [4, B] 上 可 积 , 证 明 : 函数 /lz) 
有 积分 连续 性 , 即 


5 D 
下 | Me+D- Aldz=0 


其 中 [acC (4, 也)， 


解 (本 题 有 几 种 证 明 方 法 . 以 下 的 思路 是 利用 习题 2199, 将 问题 归结 为 对 于 连续 
函数 来 证 明 积分 连续 性 , 这 是 比较 容易 的 .) 
条 件 [wu c (4, 妃 ) 也 就 是 4 <a < < 也 . 它 保证 ,在 | 由 < minfa 一 4) 巨 一 从 
时 ,jz 十 站 在 zelaw 外 时 总 有 意义 后 . 
设 函 数 o(z) 在 区 间 [4, 中 上 可 积 , 则 从 不 等 式 
IFz+ 有 一 JaEz+ 问 -pz+ 间 +loz+ 站 -el+lelz) 一 Fz 
可 见 , 它们 的 积分 有 相应 的 不 等 式 : 
D D D 
| e+ 六 -Aldzs| e+ ez+NJldz+| le+ 闪 一 eloldz 


(4.2) 
+| lelz) - la)ld 
下 面 我 们 将 要 证 明 , 对 于 任意 给 定 的 s > 0, 存在 5 > 0, 和 某 个 pe C[4, B], 使 得 
当 | < 5 时 , 上 述 不 等 式 的 右边 的 每 一 项 都 小 于 与 , 从 而 就 证 明了 所 要 的 结论 
首先 根据 习题 2199, 存在 区 间 [4, B] 上 的 连续 函数 etz), 使 得 成 立 
| ra-ealdz< 和 二 


这 时 就 有 不 等 式 
D 
| 7 -eoldz< 司 
同时 , 只 要 | 由 < minfa - 4, 忆 -分 ,就 有 [ae 十 态 2 十 赂 C [4 了 B], 从 而 也 成 立 不 等 式 
D D 十 尺 
| e+ 有 -ee+Nlaz=| MG -eoldz< 生 
这 样 在 (4.2) 右边 的 第 一 和 第 三 项 就 都 小 于 =/3， 
最 后 考虑 (4.2) 右边 的 第 二 项 . 利用 p(z) 在 [4, B 上 连续 , 因而 一 致 连续 ,从 
而 对 同一 个 s > 0, 存在 6 > 0, 使 得 当 zz e [4 本, 且 | 交 一 z < 6 时 , 成立 
lolz) - elz 四 | < 7 这 样 当 | 由 < minfga 二 4, 妃 - 碳 时 , 就 有 


@ 原 题 中 的 条 件 [a, 熙 C [4, B] 不 够 , 应 当 改 为 [w 中 C (4, 瑟 ). 
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D 
| e+ 站 -eloldzs 生 ， 


这 样 就 完成 了 所 要 求 的 证 明 . 


4.1.3 ”函数 的 可 积 性 判定 ( 习 题 2194-2197，2200-2203) 


首先 看 判定 区 间 [上 的 函数 /z) 为 黎 曼 可 积 的 几 种 常用 方法 . 

由 于 定 积分 的 值 事先 未 必 知 道 , 要 按照 定 积分 的 定义 , 用 黎 曼 和 来 判定 一 个 函数 是 
否 可 积 是 很 困难 的 , 甚至 是 无 法 做 到 的 . 为 此 在 一 般 的 数学 分 析 教 科 书 中 都 叙述 并 证 明 
了 这 方面 最 为 常用 的 充分 必要 条 件 , 我 们 将 它 列 为 下 面 的 命题 . 


命题 4.1 函数 jz) 在 区 间 [ww 引 上 黎 曼 可 积 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 给 定 的 s > 0， 
存在 [ai 的 一 个 分 划 已 = {zo zl …… ,Zn 使 得 函数 六 z) 的 振幅 面积 小 于 s, 即 有 


亿 
y ci Azi << 瑟 ; 
= 


其 中 = sup {fo}- inf {Fz)} 是 jz) 在 第 ;个 子 区 间 [zi zi] 上 的 振 


Zi 一 1 委 2 么 2 Ti 一 1 入 2 入 2 


幅 2 于 


? 


命题 4.1 的 最 大 特色 是 只 要 找到 一 个 分 划 满 足 上 述 条 件 , 因此 是 比较 好 用 的 可 积 性 
准则 . 在 大 多 数 教科 书 中 都 是 用 它 来 证 明 区 间 上 的 连续 函数 、 单 调 函 数 和 存在 有 限 多 个 
不 连续 点 的 函数 均 为 黎 曼 可 积 . 
由 命题 4.1 可 导出 下 一 个 充 要 条 件 , 它 在 许多 判定 可 积 的 问题 中 更 为 方便 . 


六 | 


命题 4.2 在 区 间 [如 上 的 有 界 函 数 /z) 为 黎 曼 可 积 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 任 
意 给 定 的 一 对 正 数 s,7 > 0, 存在 [w, 刀 的 一 个 分 划 , 使 得 振幅 不 小 于 7 的 子 区 间 的 长 度 
之 和 小 于 <. 


由 此 可 见 , 无 论 是 定 积分 的 定义 , 还 是 上 述 两 个 可 积 的 充 要 条 件 , 都 是 与 分 划 的 概 
念 相 联系 的 . 那么 是 否 有 只 根据 函数 本 身 的 性 质 直 接 判 定 其 可 积 与 否 的 方法 呢 ? 

这 样 的 可 积 准 则 是 存在 的 . 这 方面 我 们 举 出 以 下 两 个 结果 . 其 中 第 一 个 是 很 便于 使 
用 的 充分 性 条 件 . 


命题 4.3 设 函 数 了 在 区 间 [w, 划 上 有 界 , 如 果 上 的 所 有 不 连续 点 可 以 用 总 长 度 任 
意 小 的 有 限 个 区 间 履 盖 , 则 三 可 积 . 


这 方面 最 强 的 是 下 列车 名 结 


命题 4.4 ( 勒 贝 格 定理 ) 在 区 间 [中 上 有 界 的 函数 也 可 积 的 充分 必要 条 件 是 : 
的 所 有 不 连续 点 可 以 用 总 长 度 任意 小 的 至 多 可 列 个 区 间 歼 盖 . 
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注 “对 于 可 以 用 总 长 度 任意 小 的 至 多 可 列 个 区 间 履 盖 的 点 集 , 我 们 称 为 零 测 度 集 ， 
简称 为 零 集 . 若 某 个 性 质 在 去 掉 一 个 零 集 之 外 的 每 个 点 上 成 立 , 则 称 此 性 质 几 乎 处 处 成 
立 . 于 是 勒 贝 格 定理 可 叙述 成 为 : 区 间 上 有 界 函 数 黎 曼 可 积 的 充 要 条 件 是 几乎 处 处 连续 . 
命题 41 和 4.2 的 证 明 在 一 般 的 数学 分 析 教 科 书 中 都 有 . 命题 4.4 是 实 分 析 课程 
必 有 的 内 容 , 也 见于 部 分 较 新 的 数学 分 析 教 科 书 中 , 例如 [8, 27, 36] 等 . 此 外 还 可 以 参 
见 [34 的 810.1. 下 面 给 出 命题 4.3 的 证 明 . 

命题 4.3 的 证 明 ” 设 在 区 间 [中 上 成 立 |F(zj| < M. 对 于 给 定 的 s > 0, 取 总 长 度 
不 超过 二 7 的 有 限 个 开 子 区 间 黎 盖 /的 所 有 不 连续 点 . 这 些 开 区 间 的 补 集 是 有 限 个 闭 
子 区 间 . 由 于 上 在 其 中 的 每 一 个 子 区 间 上 处 处 连续 , 因此 存在 分 划 , 使 得 三 与 这 有 限 个 
闭 子 区 间 对 应 的 振幅 面积 之 和 小 于 号 . 最 后 将 这 些 分 划 与 前 面 的 有 限 个 开 子 区 间 合 并 ， 
得 到 [o, 吕 的 一 个 分 划 , 与 它 对 应 的 太 的 振幅 面积 即 小 于 <. 

这 里 要 指出 定 积分 的 一 个 经 常用 到 的 性 质 , 我 们 将 它 写 成 为 一 个 推论 . 

推论 函数 Fz) 在 [wb 上 的 可 积 与 否 , 以 及 在 可 积 情况 时 的 定 积分 值 , 都 和 帮 z) 
在 该 区 间 内 的 有 限 个 点 上 有 无 定义 或 者 有 定义 时 的 取 值 无 关 . 

证 先 设 上 在 [wwi 上 有 定义 且 可 积 . 这 时 若 修 改 厂 在 有 限 个 点 上 的 函数 值 , 则 用 
上 述 4 个 命题 中 的 任何 一 个 都 可 以 证 明 修 改 后 的 函数 仍然 可 积 . 至 于 这 时 的 积分 值 , 则 
利用 在 至 多 有 限 个 点 上 不 等 于 0 的 函数 的 积分 值 必 定 是 0, 就 可 见 修改 前 后 的 函数 的 两 
个 定 积分 值 相同 . 

由 此 可 见 , 若 志 在 [o 外 内 的 有 限 个 点 上 没有 定义 时 , 我 们 可 以 任意 指定 上 在 这 些 
点 上 的 取 值 , 然后 考虑 其 可 积 性 和 在 可 积 时 的 积分 值 . 由 于 这 两 者 与 上 述 有 限 个 点 上 / 
的 取 值 无 关 , 因此 对 于 在 有 限 个 点 上 没有 定义 的 函数 仍然 可 以 考虑 其 可 积 性 和 在 可 积 
时 计算 其 积分 值 . 
对 于 不 可 积 情况 只 要 用 反 证 法 即 可 . 从 略 . 
下 面 我 们 给 出 本 小 节 中 几 个 习题 的 解答 . 
习题 2194 证 明 : 不 连续 函数 

jzZ) = Sgn (sn 亚 】 


2 


在 区 间 [0,1] 上 可 积 


解 1 (用 命题 4.1) (如 前 述 推论 所 示 ，j(z) 在 z = 0 处 无 
定义 不 影响 下 面 的 讨论 .) 从 函数 /(z) 的 表达 式 可 见 点 1 也 


) 2， 
… 工 ,，… 是 可 列 个 第 一 类 不 连续 点 , 而 = = 0 是 第 二 类 不 连 
续 点 . 由 于 这 些 不 连续 点 只 有 一 个 聚 点 z = 0, 而 了 在 包含 该 点 
的 任意 子 区 间 上 的 振幅 为 2, 因此 可 如 下 构造 分 划 (参见 附 图 ). 习题 2194 的 附 图 
对 于 给 定 的 s > 0 (不 妨 设 它 已 小 于 1), 取 1 = 于 这 时 在 区 间 [zz,H 上 了 只 
有 有 限 个 不 连续 点 , 因此 存在 这 个 区 间 的 分 划 {zt za……，,zn} 其 中 zn = 1 使 得 
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S < 


?一 2 


合并 以 上 就 得 到 [0, ]] 的 分 划 {zo, zt，…… ,2zn} 使 得 三 的 振幅 面积 


作 作 作 
>》 uiAri 一 wl1Axz1 十 》 wwiArzi 一 221 十 》 wwiAmri | 人 ， 一 :E; 
zi 一 2 = 2 


芝 一 十 
这 样 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
解 2 (用 命题 4.2) 上 在 包含 z = 0 的 子 区 间 上 的 振幅 为 2, 在 包含 其 他 不 连续 点 的 

闭 子 区 间 上 的 振幅 不 超过 2, 而 在 不 含 不 连续 点 的 闭 子 区 间 上 的 振幅 都 是 0. 
对 于 给 定 的 s,m > 0, 不 妨 设 =<1 和 7 < 2. 取 zi 使 得 0< zl < 双 且 使 得 zi 不 
是 三 的 不 连续 点 . 这 时 , 了 在 [zt,H 中 只 有 上 的 有 限 个 不 连续 点 , 因此 可 积 . 由 命题 4.2 
的 必要 性 可 知 , 存在 区 间 [zi;,]] 的 分 划 己 , 使 得 振幅 不 小 于 了 的 子 区 间 的 长 度 之 和 小 于 
对 于 己 的 分 点 加 入 点 0 即 可 得 出 区 间 [0,3] 的 一 个 分 划 , 使 其 中 振幅 不 小 于 7 的 子 
区 间 是 尸 中 原 有 的 这 类 子 区 间 加 上 子 区 间 [0,zj, 因此 它们 的 长 度 之 和 小 于 =. 
解 3 (用 命题 4.3) 对 于 任意 给 定 的 s > 0, 先 用 小 于 人 的 开 区 间 有 覆 盖 z = 0, 这 样 
余下 的 不 连续 点 只 有 有 限 多 个 , 因此 可 以 被 有 限 个 开 区 间 履 盖 , 且 使 得 它们 的 总 长 度 也 
小 于 本 根据 命题 4.3 可 知 了 在 [0,1] 上 可 积 . 
解 4 (用 命题 4.4) 对 于 给 定 的 s > 0, 由 于 上 的 不 连续 点 有 可 列 个 , 只 要 用 长 度 
小 于 的 区 间 履 盖 不 连续 点 z = 0, 用 长 度 小 于 二 的 区 间 有 覆 盖 不 连续 点 z = 二 ， 
风 .二 1,2,………， 这样 就 用 总 长 度 小 于 <s 的 可 列 个 区 间 履 盖 了 所 有 的 不 连续 点 . 根据 命题 
4.4 可 知 了 在 [0,1 上 可 积 . 


Se 


习题 2195 证 明 : 黎 曼 函数 
0， z 为 无 理 数 ， 
2(Z) 1 7 s Se 
二 人 (mm 及 对 (m > 了 为 互 素 的 整数 ) 


了 型 
羡 

LE 
-人 
配 
呈 
7 
千 
[| 
瑟 
了 习 
沾 


解 1 (用 命题 4.2) 由 于 黎 曼 函数 是 周期 1 的 周期 函数 , 因此 只 需 证 明 它 在 [0,1] 上 
可 积 就 够 了 (参见 81.7.3 的 习题 736 的 附 图 ). 
对 于 给 定 的 s,7 > 0, 不 妨 设 7 e (0,1). 如 习题 736 (该 题 讨 论 黎 曼 函 数 的 连续 性 ) 
几 人 


所 示 , 在 [0,1] 中 以 既 约 分 数 my/ 表示 的 有 理 点 中 , 只 有 有 限 个 点 的 分 母 
包含 点 0,1). 凡是 不 含 这些 点 的 子 区 间 上 的 函数 振幅 都 小 于 7. 然后 取 足 够 名 
使 得 包含 以 上 有 限 个 点 的 子 区 间 长 度 之 和 小 于 = 即 可 . 

解 2 (用 命题 4.4) 根据 习题 736, 黎 曼 函数 的 不 连续 点 全 体 就 是 有 理 点 全 体 , 而 有 
理 点 全 体 只 有 可 列 多 个 , 又 知 可 列 点 集 为 零 测 度 集 , 因此 用 勒 贝 格 定理 就 知道 黎 曼 函数 
在 任何 有 界 区 间 上 可 积 . 


124 


习题 2197 证 


车 任 何 区 间 上 不 可 积 


F 何 


命题 4.1) 由 了 


解 1 (用 


F 在 任何 子 区 间 上 Xx(z) 的 振幅 


2Z 为 无 班 
2Z 为 有 至 


数 ， 
数 


扎 


为 1, 因此 无 论 用 什么 样 的 分 


中 面积 只 能 是 


划 , 所 得 到 的 振幅 


ea 
1 


因此 根据 命题 4.1 (或 命题 闷 2) 函数 v(D) 在 任何 区 间 上 不 可 积 

解 2 (用 命题 4.4) 由 于 X(z) 处 处 不 连续 ( 见 第 一 册 的 81.7.3 的 习题 734), 因此 在 
任何 区 间 上 x(z) 的 不 连续 点 全 体 就 是 该 区 间 本 身 , 它 不 可 能 用 总 长 度 为 任意 小 的 至 多 
可 列 个 区 间 覆 盖 . 根据 勒 贝 格 定理 就 知道 x(z) 在 任何 区 间 上 不 可 积 

下 面 两 个 习题 在 一 般 的 数学 分 析 教 科 书 中 都 有 , 这 里 只 作 和 人 简单 分 析 . 

习题 2200 证 明 : 若 有 界 函 数 /z) 在 闭 区 间 [ww 上 可 积 , 则 其 绝对 值 | jz)| 在 
[o， 中 上 也 可 积 入 并 

D D 
上 7 四 电 <| oldr 

分 析 (由 于 可 积 函数 必定 有 界 , 题 中 的 “有 界 ” 条 件 不 必 说 .) 本 题 有 两 部 分 , 即 证 
明 | jz)| 可 积 和 关于 积分 的 不 等 式 . 在 | 咱 可 积 的 前 提 下 , 只 要 将 不 等 式 -|jz)| 芯 
Flz) 入 |Fz)| 在 [wa 上 积分 即 可 得 到 所 要 的 不 等 式 . 

下 面 看 前 半 题 . 

一 种 方法 是 用 三 点 不 等 式 

Fez) 一 Tc) 和 zz =- 7z |， 

这 样 就 可 以 知道 对 于 同样 的 分 划 , 在 子 区 间 [zi 1 zi] 上 |jz)| 的 振幅 不 会 超过 /z) 的 


. 用 命题 4.1 就 可 


另 一 种 方法 是 证 


百 


以 从 jz) 可 积 


振 


的 习题 
点 集 的 区 间 全 体 也 一 定 履 盖 了 | jz)| 的 不 连续 点 集 , 然后 用 勒 贝 格 定理 
此 外 , 前 半 题 也 可 以 看 成 为 下 面 关 于 复合 函数 的 可 积 性 习题 2202 的 特 


习题 2201 设 /(z) 在 
在 [c, 引 上 是 否 为 可 积 


推出 | 7z)| 可 积 . 
明 , 若 zo 是 jz) 的 连续 点 , 则 也 是 | jz)| 的 连续 点 (参见 81.7.3 


页 746), 因此 | jz)| 的 不 连续 点 一 定 是 f(z) 的 不 连续 点 . 于 是 覆盖 /z) 的 不 连续 


2Z 为 有 到 
2 为 无 到 


数 


即 可 . 
例 ， 


区 间 fc, 中 上 绝对 可 积 , 即 积分 | |7(zjldz 存在 .这 个 函数 
函数 ” 研究 例子 : 


》 


数 . 


积 的 函数 /z), 然而 取 绝 对 值 后 得 到 的 |/z)| 却 可 积 . 
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分 析 “从 习题 所 提供 的 例子 可 知 , 本 题 的 答案 是 不 一 定 , 即 存在 于 某 个 区 间 上 不 可 
区 间 上 不 可 积 的 函数 例子 本 来 就 很 少 , 因此 我 们 经 常 以 


当然 还 可 以 构造 出 


习题 2202 设 函 数 p(z) 在 闭 
首 且 当 a<z<b 时 4x</ 


积 ， 


解 1 (用 命题 4.2) 


一 致 连续 , 对 7 > 0, 存在 6 > 0， 


IP2l) 一 2 咱 << 亿 
利用 命题 


J HU 芝 
的 分 划 ， 


度 之 和 小 于 =. 利用 命题 
解 2 (用 命题 4.4) 


节 恕 


由 于 在 数学 分 析 课 程 中 了 
狄 利克 雷 函 数 为 出 发 点 来 构造 不 可 积 的 其 他 例子 . 上 


有 如 此 性 质 的 其 他 例子 . 


对 


一 玛 ) 
2 学 


jz) = 2(x(a) 


看 提示 的 例子 实际 上 就 是 


区 间 [4, B] 上 有 定义 # 


4.2 中 条 件 的 必要 性 
使 得 在 此 分 划 下 函数 Fz) 的 
由 5 的 取 法 就 知道 , 在 使 得 /z) 的 振幅 不 超过 5 的 子 区 | 
不 会 超过 7. 由 此 可 见 , 在 这 同一 个 分 划 下 ， 
4.2 中 条 件 的 充分 性 就 知道 p 
若 zoelw 趾 是/ 
此 2(Fz)) 的 不 连续 点 一 定 是 /z) 


连续 , 函数 /z) 在 [wj 上 可 
2) 科 肆 . 证 明 : 函数 o(F(z)) 在 [ao 可 上 可 积 . 


F 任意 给 定 的 e,m > 0, 利用 w(z) 在 [L4,B] 上 连续 , 因而 
使 得 当 zz e [4,B] 且 lz 一 or < 5 时 , 成立 


, 由 于 了 在 [直上 可 积 , 对 于 =s,5 > 0 存在 区 间 [wb 
展 幅 超过 5 的 子 区 间 长 度 之 和 小 于 <. 


司 上 , 函数 po(Jz)) 


全 体 也 覆盖 了 2(J(z)) 的 不 连续 点 集 . 


1 


作出 2( jz)) 在 [wo 上 


可 积 . 


可 积 , 则 结论 不 再 成 立 . 


习题 2203 若 函 数 fz) 及 elz) 可 积 , 则 函数 /eol(z)) 是 否 也 必定 可 积 ?大 


jFz)) 在 [ac 中 上 可 积 . 
2z) 的 连续 点 , 则 它 也 是 (jz)) 的 连续 点 . 
的 不 连续 点 . 从 而 覆盖 了 jz) 的 不 连续 点 集 的 
j 勒 贝 格 定理 就 知道 从 jz) 于 


使 得 函数 (jz)) 的 振幅 超过 7 的 子 


的 振幅 
区 间 长 


ab 上 可 


区 间 
即 可 


口 
AAA 


下 一 个 习题 表明 , 在 习题 2202 中 函数 po(z) 的 连续 性 条 件 是 本 质 的 . 若 将 它 减弱 为 


0， 
1，Z 关 0， 


2Z 一 (0， 


帮 O) 二 


2(z) 为 黎 曼 函数 (见习 题 2195). 


解 ”不 一 定 . 


4.1.4 补 注 (习题 2205) 


由 于 习题 2205 的 充分 性 


涉及 可 积 函 数 的 相当 深刻 的 性 质 ， 


大 


此 在 这 里 讨论 . 


究 例 子 : 


习题 所 提供 的 例子 可 见 , 这 时 复合 函数 jeo(z)) 是 犹 利 死 雷 函 数 ， 
它 在 任何 区 间 上 都 不 可 积 . 


泪 
人 稚 
小 
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习题 2205 设 函 数 /z) 在 闭 区 间 [c, 相 上 可 积 , 证 明 : 等 式 
| 六 大 有 呈 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 : 函数 fz) 在 闭 区 间 [ww, 臣 上 的 所 有 连续 点 处 都 有 jz) = 
解 ” 对 必要 性 和 充分 性 分 别 作出 证 明 . 前 者 比较 容易 , 后 者 则 相当 难 . 


必要 性 用 反 证 法 设 题 中 的 积分 为 0, 然而 却 存在 zo e [ww 外, 它 是 Fz) 
连续 点 ， 晤 jzo) 夭 0, 则 存在 9 > 0, 使 得 当 z e (zo 一 0xzo 十 0 和 引 时 ,成 立 


万 (z) > 癌 户 (zo) > 0. 
由 于 zo = 4 或 zo = 少时 证 明 更 容易 , 下 面 不 妨 只 讨论 zo 是 区 间 [ww 中 的 内 点 的 情 
况 , 且 设 已 取 6 > 0 充分 小 , 使 得 (zo - bzo 十 0) C [oa, 相 . 于 是 就 有 
b Z0 一 0 20 十 0 D 
| Paodz=| Padz+| Padaz+| Padr 


2Z0 十 0 


> 人 jz(z)dz > 于 Pr(zo).26 = /2(zo)6 > 0， 


2Z0 一 0 


这 与 条 件 [ fa2(zjdz = 0 矛盾 
充分 性 ”通俗 地 说 , 这 里 的 关键 在 于 要 证 明 可 积 函数 的 连续 点 足够 多 , 因此 了 在 所 
有 连续 点 上 等 于 0 就 保证 了 积分 为 0. 
从 84.1.3 的 命题 4.4 ( 即 勒 贝 格 定理 ) 知道 , 可 积 函 数 必 定 几 乎 处 处 连续 . 然而 对 于 
本 题 来 说 , 只 需要 证 明 fz) 的 连续 点 全 体 在 区 间 [w, 中 上 稠密 就 足够 了 . 这 就 是 要 证 明 ， 
在 [o, 中 的 任意 子 区 间 内 都 存在 这 样 的 连续 点 . 
这 里 需要 分 两 步 : (1) 证 明 可 积 函 数 的 连续 点 稠密 , (2) 可 积 函 数 在 其 所 有 连续 点 上 
等 于 0 就 保证 其 积分 为 0. 
先 证 明 (2). 为 此 只 要 利用 黎 曼 和 的 定义 中 取 介 点 的 任意 性 . 由 于 连续 点 稠密 , 因此 
无 论 什么 样 的 分 划 , 在 每 一 个 子 区 间 中 总 能 取 到 连续 点 作为 介 点 . 由 于 广 ( 以 及 门 在 在 
连续 点 处 为 0, 因此 黎 曼 和 为 0. 由 此 可 见 作为 黎 曼 和 极限 的 定 积分 也 必定 等 于 0. 
现在 来 证 明 (1). 由 于 在 区 间 [a, 上 可 积 , 记 其 定 积分 值 为 万 则 根据 定义 , 对 于 
任意 给 定 的 s > 0, 存在 [w 引 的 一 个 分 划 , 以 及 与 分 划 相 容 的 任何 介 点 集 , 使 得 相应 的 
黎 曼 和 满足 不 等 式 


包 


T 一 于 化 一 0) 0 < 了 下 本 ( 六 出 


由 于 介 点 Ee [zi zi] 的 任意 性 , 因此 上 En 


0 过》 中 ee 二 (一 a)， 
2 一 并 大 


其 中 Wai 是 了 在 [zi zil 上 的 上 确 界 和 下 确 界 . 记 wi = AM 一 ma 为 了 在 该 子 区 间 
上 的 振幅 , 将 上 式 ， 的 两 个 和 飞 相 减 则 就 得 到 不 等 式 


2wan< 去 误 ( 0 一 a) <s0 一 a)， 


这 时 可 以 看 


LH 
中 ， 


84.1 


wi > s, 则 上 述 和 式 将 大 于 等 于 <s( 一 a) 了 .) 


现在 从 [中 开始 , 取 sn = 
在 这 个 区 间 上 也 的 振幅 小 于 1/2. 将 


但 
本 


-了 
急 仆 


几 二 1.2.. 对 


区 间 , 这 时 /的 振幅 不 会 增加 , 总 可 以 


接 下 来 在 [ci, o] 中 取 子 区 间 [cz,2o], 使 得 三 在 该 区 间 上 
满足 mo < aa < < 中 . 如 下 继续 下 去 , 就 可 以 归纳 地 构造 日 
使 得 在 [au, 加] 上 , 的 振幅 小 于 1/2", m = 1 2……. 同时 闭 
{an} 严格 单调 递增 , 而 右 端点 所 成 数列 {bn} 严格 单调 递减 . 

根据 闭 区 间 套 原理 , 存在 点 上 e [aon], 妈 =12 .我 

任意 给 定 s, 存在 N, 使 得 1/2X < <. 


lz 一 < 引 < 5 时 ， 


于 《满足 不 等 式 avw < 上 《< pv, 因此 只 要 
jz) -SI <e. 
这 样 就 对 于 可 积 函数 了 找到 了 [o, 吕 : 
由 于 当 上 在 [ww 上 可 积 


明 也 就 保证 了 每 一 个 子 区 
注 “习题 2205 的 结论 不 仅 对 了 
34] 第 十 章 的 第 一 组 参考 题 的 题 8, 9 等 ). 


明 是 类 似 的 (可 


参看 | 


间 ， 


定 积分 是 积分 和 的 极限 (习题 2181-2205) 


六 见 一 


于 是 [avw;,pv] 上 函数 了 的 振 
取 正 数 4 < min{fe - ww,pwv 一 上 }, 就 保证 当 


的 一 个 连续 点 . 


的 振幅 
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少 对 某 一 个 ?ee {;2…… ,1} 成 立 不 等 式 wi < s.， (否则 , 若 每 一 个 


1, 在 [w 中 中 取 子 区 间 , 使 


它 记 为 区 间 [ai 妇 ]. 不 仅 如 此 , 在 必要 时 缩小 该 
使 得 cc < al < 1 <D. 


小 于 1/4. 同时 使 得 


一 个 财 区 间 套 {[lo on]}， 
区 间 套 的 左 端点 所 成 数列 


门 来 证 明 太 在 < 处 连续 . 
区 小 于 <. 


时 , 也 一 定 在 [中 内 的 每 一 个 子 区 间 上 可 积 ， 
都 有 上 的 连续 点 , 即 也 的 连续 点 在 [o, 中 中 稠密 . 
F 户 成 立 , 而 且 对 于 一 般 的 


因此 上 述 证 


E 负 可 积 函 数 也 成 立 , 证 
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84.2 利用 不 定 积分 计算 定 积分 的 方法 (习题 2206-2315 ) 


内 容 简介 ”本 贡 将 分 几 个 小 节 介绍 定 积分 的 各 种 计算 方法 . 此 外 , 还 在 84.2.2 中 介 
绍 定 积分 在 数列 极限 计算 中 的 应 用 . 


MG 


4.2.1 用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 计算 定 积分 (习题 2206-2218，2237 一 
2238) 


和 牛顿- 莱 布 尼 菊 公式 不 仅 在 理论 上 建立 了 微分 与 积分 之 间 的 联系 , 还 同时 提供 了 定 
积分 的 最 基本 的 计算 方法 , 即 只 要 求 出 定 积分 中 的 被 积 函数 的 原 函 数 之 后 , 就 可 以 用 原 
函数 在 两 个 积分 限 处 的 值 之 差 得 到 定 积分 的 值 . 本 小 节 即 是 这 方面 的 训练 . 关于 定 积分 
的 其 他 计算 方法 将 在 后 面 学 习 . 


习题 2206 求 | 录 dz, 并 绘 出 对 应 的 曲 边 图 形 的 面积 
二 下 


半 尘 
解 利用 z3 的 原 函 数 二 zs ， 就 
可 用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 得 到 
8 和 18 
| adz 一 了 73 
和 4 一 工 
-3116 人 一 丰 
全 于 (16 国生 了 
如 附 图 所 示 , 这 是 在 zx 轴 上 方 的 面积 减 
去 在 z 轴 下 方 的 面积 所 得 的 值 . 习题 2206 的 附 图 
半 、fsinph2 dz 、 
习题 2210 求 | , 并 绘 出 对 应 的 曲 边 图 形 的 面积 
Sinh 1 V1 十 Z2 辽 时 
解 1 用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 计算 如 下 : 
sinh 2 dz 1 ( 主 1 十 习 sinh2 
1 响 V1T 十 2Z2 这 -这 “ Sinh 1 
加 2 _ ce-2 人 
= HT 
1 2 3 4 作 AS TS 
sinh 8 175 2 27 一 也 [2 一 十 人 / 工 十 (2 一 ) ] 
习题 2210 的 附 图 =In(e 沁 -me=2 一 1=1. 
解 2 若 利 用 双 曲 函数 代 换 z = sinh 妨 则 就 有 dz = coshtdt, 于 是 得 到 
sinh2 ”dz 2 coshtdt | 
一 | 一 一 一 一 一 dt 一 2 一 1 一 |. 
1， V1 十 22 上 cosh 上 1 
解 3 若 利 用 反 双 曲 正弦 函数 的 表达 式 arcsinhz = In(z 十 Vz2 十 1) (参见 83.1.8 的 


(3.11)), 且 利 用 [In(tz + Vz2 +1T)]' =1/Vz2 十 1 则 就 有 
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sinh 2 dz 1 sinh 2 2 
一 一 一 一 arcSsinh 2z 一 2 一 1 一 1 
[ 于 1 十 02 Sinh 1 


习题 2211 求 | 1 一 zldz, 并 绘 出 对 应 的 曲 边 图 形 的 面积 , 
0 


解 1 按照 83.6.3 的 习题 2166 的 解 2 中 的 方法 , 可 以 直接 计算 原 函 数 并 用 牛顿 - 莱 
布 尼 茨 公式 计算 如 下 : 


| |1 一 zldz =sgn(1 一 2Z) 区 一 0)dz 


解 2 由 8$3.6.3 开始 的 分 析 和 习题 2171 解 2 可 
知 , 对 于 出 现 绝对 值 的 被 积 函 数 求 不 定 积分 时 容易 出 
现 问题 . 因此 对 于 分 段 定 义 的 被 积 函 数 的 积分 , 一 般 
还 是 分 段 求 积 为 好 . 这 样 就 简单 地 得 到 (参见 附 图 ): 


2 1 2 

| na-sldz=| -adz+|e-Ddz 

0 0 生 

三 所 证 让 ?| = 于 工 一 习题 2211 的 必 
一 元 ( ?| 十 村 人 JJ | 三 去 十 于 一 上 | 习题 和 附 图 


习题 2216 对 下 列 定 积 分 , 说 明 为 什么 直接 运用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 会 得 到 不 正确 


(al) | 42z ， (b) | 部 攻坚 | (c) 民 生 (arctan 二 d2. 


和 0 2 十 tan27z ” 


的 结 


解 (a) 形式 上 的 计算 为 
煤 -ml =0-0=0， 
1 化 一 1 


然而 从 原 函 数 的 概念 来 考虑 (inlz|) = 二 只 能 分 别 在 [-1,0) 和 (0,] 上 成 立 ,ma 因 | 
在 [-1, 了 上 并 非 是 二 的 原 函 数 , 因此 不 能 在 [- 1,1] 上 用 和 牛顿 - 莱 布 尼 蒋 公式 @. 由 于 
被 积 函数 y = 过 在 [-L, ]] 上 无 界 , 因此 本 题 的 定 积分 不 存在 . 


(b) 形式 上 的 计算 为 
和 sec27 dz 2r _ d(tanz) 1 tanZ AN| 和 
一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 二 一 一 一 -一 一 
| 2 十 tan27 | tan2z 十 2 -arctan 人 V2 ) 0， 


@ 在 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 代 fj(z)dz = 下) - 开 (a) 的 一 种 推广 形式 中 , 允许 F'(z) = jz) 在 [ao 内 
的 有 限 个 点 上 不 成 立 ,， 且 称 已 (z) 为 被 积 函数 jz) 的 广义 原 函 数 ， 然 而 已 (z) 必须 是 [a, 可 上 的 连续 函数 ,这 
个 条 件 不 能 随意 去 掉 . 否则 就 需要 利用 8$4.2.7 的 习题 2301 中 的 公式 . 
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然而 本 题 的 被 积 函数 在 积分 区 间 上 处 处 大 于 0， 


算 必 定 


是 错误 


从 原 函 数 的 概念 来 考虑 ， 


1 


V2 


只 能 在 tanz 有 定义 的 点 上 成 立 . 在 积分 区 间 [0, 2 
上 原 函 数 有 两 个 第 一 类 不 连续 点 (跳跃 点 ) 世 和 深 子 . 
乍 [0, 2x] 上 用 
, 其 中 不 连续 点 处 的 两 


因此 不 能 如 
图 


本 题 若 将 积 


分 段 计 算 , 就 


上 
0 


一 二 arctan 


的 . 


tamn 2 


V2 


人 


六 | 


此 


积分 


等 式 
中 sec2z 
2 十 tan27 


牛市 


则 
分 区 间 
可 以 得 到 正确 


sec2z dm 
2 十 tan27z 


(c) 形式 上 的 计算 为 


『 时 


然而 本 题 的 职 表 


一 2 


(arctan 过) dz 三 arctan | 罗 一 arctanl1 一 arctan( 一 ]) 


函数 为 


六 | 


分 解 为 0, 了 


世 ( arctan 过) 


此 在 区 


站 菜 布 尼 欧 公 (参见 附 


极限 值 为 到 万 1.11)， 
了 区 3 


2 ”2 


及 


外 


-和 
V2 


d(tan2z) 
tan2z 十 2 


1 
-22 
和 


小 于 0, 可 见 上 述 


职 分 


司 [ 一 1;,1] 上 的 


亚 ] 和 [到 ， 2 可 ,然后 用 4 
的 答案 名 另 一 个 访 法 是 利用 对 称 性 


E， 就 有 


(2 


术 计 算是 错误 
从 原 函 数 的 概念 出 发 , z = 0 是 函数 /z) = arctan 二 的 第 一 


克 


类 不 连续 点 , 在 该 点 


两 侧 分 别 有 极 限 瞩 


0) = 


习题 2216(c) 的 


大 


原 也 数 图 像 


图 )， 


既 不 是 原 函 


本 题 也 可 以 上 


四 夸 


82 于 并 


1 


分 段 ; 


)uz=-(| + 


工 


此 对 本 题 的 被 积 
数 , 也 不 是 广义 
十 算 方 法 , 这 时 仍 可 用 


函数 来 说 , 在 [-1,1] 上 /zz) 


arctan 立 为 原 函 数 : 


1 三 本 加 1 
一 一 dz =arctan 一 十 arctan 一 
必 十 工 化 | 一 1 外 小 菠 


区 


CS 


2 


注 
@) 
于 0, 就 足 ! 


84.1.4 的 习题 2205 


保证 


积分 大 于 


@ 由 出 
的 推论 中 


开始 有 
己 得 到 解决 . 还 要 注 


3 


积分 计算 


容易 直接 验证 有 恒等式 


2 


所 
祭 


由 3 


原 函数 ， ER 还 必 有 名 


三 国 二 : 近 . 
祭 4 


工 
2 )》 


夫 0)， 


人 


( 见 左边 的 附 


必定 大 于 0 外 , 可 见 上 述 计 


习题 2216(b) 的 原 函 数 图 像 


F 顿 - 莱 布 尼 茨 公式 


一 工 
玉 . 


T 
二 < 


工 注 可 见 ,在 


文 后 


的 非 负 可 积 


异 


许 


点 处 (广义 ) 原 函 


函数 有 第 一 


类 不 连续 点 时 有 


段 计 算 . 在 
中 我 们 经 常 需要 


分 点 处 被 积 函 
到 后 


数 可 以 没有 定义 ,这 在 


上 


84.2.7 的 习题 2301 


的 推广 的 牛顿 - 莱 布 


已 茨 公 式 . 


函数 只 要 在 一 个 连续 点 上 的 函数 


的 公式 ， 即 在 有 


值 大 


E $4.1.3 的 几 个 命题 后 


限 个 


84.2 ”利用 不 定 积 分 计算 定 积分 的 方法 (习题 2206-2315 ) 


arctan2Z 十 arctan 于 过 S8D 
可 见 arctan 元 】 是 被 积 函 


131IL 
数 一 
[1.1] 上 的 原 函 数 (可 从 几何 上 来 理解 以 上 恒等式 ), 而 一 arctanz 则 是 区 间 [-1,1 上 
的 原 函 数 . 
dd 1 
习题 2217 求 | 人 人 ) dz 
分 析 如 附 图 所 示 , F(z) = 二 在 点 z=0 
1 十 27 
0 岂 分 别 有 极 限 玉 (-0) =1 和 


十 0) = 0, 因此 不 
在 [一 1 J 上 用 这 个 函数 作为 原 函 数 来 ) 
但 可 以 分 段 计算 得 到 正 硼 


牛顿 - 莱 布 
角 的 结果 . 与 习题 
2216(b), (c) 类 似 , 这 就 是 [FE(-0) 一 下 (-1+[FG) 机 
环 ( 二 0)], 计算 从 略 . 习题 2217 的 原子 数 图 像 
习题 2238 (b) 求 下 列 积 分 并 作出 其 a 的 函数 关系 了 工 = 7T(a) 的 图 像 : 
了 = 上 | Sin2 7 过 
0 1 十 2acosz 十 Ga 
解 1 (不 定 积 人 


在 aw=0 时 直接 可 求 出 T(0) = r/2. 在 lal = 工时 , 则 有 
1 一 三 由 你 二 二 
上 

以 下 在 |a| 和 0,1 的 条 们 


1 开 
F cosZ) dz 王 本 (Z 王 sin2z) 
| 汪 上 R 不 
先 求 不 定 积分 . 用 


一 工 
0 
F 下 通过 先 求 不 定 积分 的 方法 来 计算 T(oa)， 


于 dQ 
1 十 人 CoSZ 十 QQ 
对 这 类 积分 , 除 
基 方 法 


万 能 代 换 上 = tan 可 ( 见 83.4.3), 就 可 将 不 定 积分 变换 为 
| sin2 7 


囊 | 8 万 dd 
作证 二 [性 一 二 :作证 人 十 可 引 
用 部 分 分 式 分 解 方法 之 外 , 比较 方便 的 是 用 83.2.2 的 奥 斯 特 罗 格 拉 蒋 
号 出 含有 待定 系数 的 等 式 : 
汪 
Te 3 


=- ( 专 + 双 ) 
H1)2[G1 一 oa22+(1+o) 下 上 +1 
通过 计算 得 至 


和 号 到 


汪 C13 十 万 妇 十 天 十 下 
4=- 


(二 TIG 一 oa02t2 十 (1 十 oa)?] 
二 


然后 即 可 积 


, 瑟 一 工 (1L+a2 瑟 =C= 互 =0 
《 CQ 
R 分 得 到 
| Sin2 7 dz= | 
1 十 2acoszZ 十 和 ( 
十 工 


82 dt 
一 o0)2 妇 十 


GL + oo 


2a2 (一 ao)2 姑 十 (十 o0” 

1 1 1 一 o2| 引 1 一 
本 | 上 万 十 ) arctant 一 02 & 
ET 1 1 zz 1L=-o2| 
二 2 二 全 了 一 


下 
77 arctan ( 到 
Q 
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最 后 用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 得 到 


下 1 
7 过 Sin ”化 可 
|/ 上 1 十 2acosz 十 Q2 


工 
2 


隐 
2a2 ， 
其 中 已 经 融入 了 a = 士 1 时 的 计算 结果 . 可 看 出 T(a) 是 习题 2238(b) 的 附 图 
(--co, +co) 上 的 连续 函数 , 其 图 像 见 附 图 . 


解 2 直接 计算 定 积分 . 义 
写成 为 Lo )(1+scosz), 其 中 


[ 解 1 所 示 只 讨论 |a| 入 0,1 的 情况 . 先 将 被 积 函 数 的 分 母 
各 


= 工 2a 满足 条 件 0 < |e| < 1 然后 将 分 子 改写 为 
1 


sin27z 一 1 一 cos27z 一 < 一 6cos22) 十 (1 党 三 )， 
E E 
这 样 就 可 以 将 积分 展开 为 两 项 如 下 : 


2 邢 
『 去 zd -Ta (一 scosz)dz 
0 1 十 2acosz 十 a To Jo 


-1 0 -2 一 dz 
0 G | 人 
元 1 1 下 的 dZ 
了 2 71/ ju1+ecosz 
对 最 后 一 个 积分 可 以 分 拆 如 下 : 


区 
作 dZ (2 dZ 十 和 dZ 
0 T 十 scos7 1+scosz 下 1 十 scosZ ， 
然后 对 右边 的 第 二 个 积分 作 代 换 z = 区 一 志 并 在 变换 后 又 将 上 重 记 为 z, 这 样 就 得 到 
区 
和 d2 可 二 1 1 ) 
| 1 十 scos2 = | ITeco87 工 二 ec087 呈 


亏 dz 亏 d(tan2) 
=?| 2| 了 
0 工 一 ecos“ 2 0 tan2Z 十 (1 一) 


2 tan 了 性 区 
0 
将 此 结果 代入 前 面 并 加 整理 即 可 得 到 与 解 1 相同 的 答案 . 


4.2.2 ” 定 积 分 在 数列 极限 计算 中 的 应 用 (习题 2219-2230) 


在 第 一 册 的 81.5.6 的 习题 631 提供 了 一 个 定理 , 它 可 以 在 一 定 条 件 下 计算 如 下 类 型 
的 数列 极限 : 


lim (zin 十 Zon 十 … 十 Znn) 王 lim >》， 衣 后 呈 (4.3) 
以 及 它 的 一 种 变型 1 
lim (Zin 22n 2nn) 一 lim [[ Km， (4.4) 
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(在 每 一 个 zkn > 0 时 , 只 要 取 对 数 就 可 以 将 问题 (4.4) 归结 


以 下 主要 讨论 类 型 为 (4.3) 的 数列 极限 . 


下 = 1,2,…… 一 致 . 这 时 若 有 


在 习题 631 的 条 件 中 , 要 求 (4.3) 中 的 zk = ofahkn)， 


im lp(aan) 十 2(aon) 
其 中 假设 右边 的 极限 存在 . 


由 此 可 见 , 习题 631 的 定 到 


有 一 定 的 局 限 性 . 一 方面 , 它 


直 问题 (4.3).) 


ain 写 0 (nm 一 co) 关于 


(ZJ) wuW(z)(z 一 0), 且 W%(z) > 0, 则 就 得 到 


只 能 适用 于 zkn 为 特殊 类 


型 的 情况 ; 另 一 方面 , 它 只 是 将 (4.3) 中 zkn = p(akin) 的 情况 归结 为 同样 类 型 的 问题 ， 


习题 2226 利用 定 积分 求 下 列 和 的 极限 值 : 
1 忌 到 
= 二 
解 ”将 方 括号 内 的 表达 式 乘 以 -au 之 后 , 可 以 看 成 是 在 


的 一 个 黎 曼 和 , 其 中 对 区 间作 ” 等 分 分 划 ， 
因此 只 要 假设 在 区 间 [o, 引 上 可 


其 中 的 zkn = 风 (akn), 而 后 者 丸 

下 面 我 们 将 要 利用 定 积分 知识 , 对 于 类 型 为 (4.3) ( 
一 定 的 条 件 下 可 以 将 它 看 成 为 某 个 函数 的 黎 曼 和 , 从 而 通过 定 积 分 计算 来 求 出 其 极限 . 
为 了 便于 理解 这 种 方法 , 我 们 不 按照 《习题 集 》 原 有 的 顺序 , 先 看 下 列 习 题 , 它 实 
际 上 是 这 种 方法 的 一 般 形 式 . 


lim 
妈 一 >OG 


上 何 计 算 则 是 另 一 个 问题 了 


以 及 (4.4)) 的 数列 极限 问题 , 在 


区 间 [o, 引 上 的 函数 F(z) 


在 每 个 子 区 间 中 取 其 右 端点 为 介 点 . 
只 ,就 知道 上 述 极限 等 于 丰 上 | Ja) dz 


注 “由 此 可 见 , 可 用 定 积分 方法 求 类 型 为 (4.3) 的 极限 的 一 个 充分 条 件 是 : 能 够 找 


嵌 


j 区 间 [ce, 中 上 的 可 积 函数 fz), 使 得 成 立 
双 议 三 二 j(a+12 二 )， 大 一 1,2,…，. 


也 


作 . 


这 就 是 说 , 在 (4.3) 中 的 kw 应 当 使 得 乘积 nzkw 是 在 的 函数 , 或 者 说 是 天 和 灵 的 零 次 


齐 次 函数 , 即 当 大 和 半 乘 以 同一 个 常数 时 , nzhn 保持 不 变 . 


7 


当然 也 可 以 将 zkn 看 成 为 某 个 函数 了 在 史 等 分 的 分 划 中 的 每 个 子 区 间 的 左 端点 或 


其 他 介 点 上 的 函数 值 . 


总 之 , 这 种 方法 就 是 在 (4.3) 的 和 式 》、 zkn 能 够 看 成 为 
分 的 计算 来 求 出 这 类 数列 极限 . 


习题 2219 利用 定 积分 求 下 列 和 的 极限 值 : 


lim 
人 一 OO 


大 一 1 


1 2 
人 


黎 曼 和 时 , 则 就 可 以 用 定 积 
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对 区 间 取 ”等 分 的 分 


即 可 将 它 看 成 为 区 间 [0,1] 上 的 函数 flz) = z 的 一 个 黎 曼 和 , 其 
划 , 同时 取 每 个 子 区 间 的 左 端点 为 介 点 . 于 是 就 得 到 
. 工 2 7 一 1 四 

linm ( 壹 + 二 十 二 六 2 ) = | =dz CE 


了 一 Oo 亿 似 2 
注 “本 题 当然 可 以 直接 计算 如 下 
] 2 入 到 放生 灿 于 2 下 
和 
习题 2220 利用 定 积分 求 下 列 和 的 极限 值 : 
1 下 | 
下 
解 ”将 括号 内 的 和 式 改写 为 
1 1 让 1 5 1 
有 二 一 生 
亿 亿 
即 可 将 它 看 成 为 区 间 [0,1] 上 的 函数 ftz) = 械 二 -的 一 个 黎 曼 和 , 于 是 就 得 到 
1 1 1 \、_ fdz 二 二 
0 2 In 2. 


注 _， 这 个 极限 在 第 一 册 中 已 经 遇 到 . 在 81.2.3 的 习题 147 中 给 出 了 两 个 解法 , 其 
解 1 依赖 于 欧 拉 常数 , 解 2 则 依赖 于 习题 75(a) 中 的 不 等 式 . 在 81.5.6 末 , 利用 习题 631 
的 定理 和 z ~ In(E+z) (z 一 0) 又 给 出 了 第 三 个 解法 . 然而 应 该 说 , 这 三 个 解法 都 相当 
特殊 , 很 难 推广 于 解决 更 一 般 性 的 (4.3) 类 型 的 极限 计算 问题 . 


习题 2223 利用 定 积分 求 下 列 和 的 极限 值 : 


12+2p..， 六 
人 (> 0). 


解 “将 和 式 改写 为 

1? 十 2 十 ,十 2 工 [(12 2? 人 NP 
ER 

即 可 将 它 看 成 为 区 间 [0, 1] 上 的 函数 zz 的 一 个 黎 曼 和 , 因此 就 得 到 


12 十 22 十 .十 7P fp Se 
本 =| = 0 


注 “本 题 的 极限 也 可 以 用 $1.2.7 的 施 托 尔 菊 定理 来 求 得 . 这 就 是 《习题 集 》81.2 
的 习题 145(a). 


习题 2225 利用 定 积分 求 极限 值 : lim 


解 ” 取 对 数 后 即 可 计算 其 极限 如 下 : 
lim ln [ 忆 


聊 一 CO 儿 


也 一 OO 
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然而 这 里 有 两 个 问题 . 首先 , 由 于 对 数 函 数 nz 在 (0,1] 上 无 界 , 因此 最 后 一 个 积分 不 是 
普通 的 定 积分 , 而 是 84.4 介绍 的 广义 积分 . 其 次 , 广义 积分 一 般 不 能 通过 黎 曼 和 来 计算 
(这 就 是 84.4.3 的 习题 2385), 因此 上 述 推导 需要 有 后 面 84.4.3 的 习题 2388 的 文 持 才 能 
成 立 . 这 样 就 有 


n/ 丰 | 1 1 
lim ln (> 天 ) =| Inzdz 一 lim | nzdz 
也 E 一 十 0 


也 一 OO 0 所 
]) 
E 


一 一 一 lim smnes= 一 1. 
E 一 十 0 


Im (G mnz 一 2) 


E 一 


于 是 本 题 的 答案 是 e-1. 

注 “ 本 题 的 极限 在 81.2.7 的 习题 142 中 已 经 遇 到 (以 倒数 形式 出 现 ), 那里 的 方法 是 
以 乘积 形式 的 柯 西 命题 ( 即 该 处 的 习题 141) 为 基础 的 . 
由 习题 2226 总 结 的 定 积分 方法 虽然 很 有 用 , 但 仍然 有 较 大 的 局 限 性 , 因为 它 必 须 
要 求 和 式 能 够 看 成 为 黎 曼 和 . 以 下 的 习题 2227-2230 表明 , 在 这 个 条 件 不 满足 时 , 还 可 
以 结合 习题 631 中 的 思想 来 计算 所 要 求 的 极限 , 这 就 是 证 明 所 讨论 的 和 式 与 一 个 黎 曼 和 
之 差 在 取 极 限 后 消失 . 下 面 只 看 其 中 的 第 一 题 . 

习题 2227 弃 掉 一 致 的 高 阶 无 穷 小 , 求 下 列 和 的 极限 值 : 
lim [+ 去)sm 瑟 +(1+ 羡 )sm 妈 + +(1+ "二 上) sin 下 


多 一 CO 作 人 也 
解 ” 作 为 类 型 (4.3) 的 极限 , 本 题 的 
-+Eysn 姬 -12 
和 全 ] sin ,大 一 了 2， ;及 一 十 


它 不 满足 nzkn 关于 j,m 为 零 次 齐 次 函数 的 要 求 , 因此 不 是 黎 曼 和 . 
借用 习题 631 的 思想 , 如 果 利 用 snz ~ z (z 一 0), 将 本 题 的 zkn 中 出 现 的 正弦 函 
数 sin z 换 为 z, 则 就 可 以 用 定 积 分 方法 (或 其 他 方法 ) 求 极限 如 下 : 


耻 的 + 划 间 4 多 和 邱 人 9 
-时光 环 和 rt 上 9 所 
=z| t+ajzdz= 站 


余下 的 问题 就 是 要 证 明 , 在 大 = 1 网 一 1 的 每 一 项 中 用 zz 取代 sinz 时 弃 去 的 
(Z 一 0) 的 总 和 , 当 ?7 一 co 时 的 极限 为 0. 

利用 无 穷 小 增 量 公式 

sinZ 一 Z 十 o(Z)=Z 二 ol)z (z 一 0)， 

对 于 给 定 的 s > 0, 存在 6 > 0, 使 得 当 |z| < 6 时 , 成 立 |sinz 一 z| < slz|. 

利用 当天 二 1.2. m 工时 有 好 < 工 , 存在 N, 使 得 当 m” > N 时 ,对 于 


有 二 1 2,… ,一 1 一 致 地 成 立 好 < 5 


也 


ofZ) 
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于 是 就 可 以 估计 得 到 
琵 二 并 也 一 工 也 一 工 
县 ( 罗 生 - 呈 ( 习 出 <(- 圾 lm 生 - 
大 一 1 K 一 1 大 一 1 
亿 一 工 也 一 工 也 一 工 
<e 习 (4 是) 二 =-c( 实 碍 + 实 衣 )<ame 
大 一 1 大 一 1 大 一 1 
其 中 最 后 一 步 是 将 所 有 大 = 1 2,…… ,网 一 1 换 为 风 而 得 到 的 简单 估计 
这 样 就 证 明了 
辣 一 工 人 一 1 
太 2 KK 开 
二 要 让 QU+ 划 种 缀 浊 + 芭 刘 | = 
综合 以 上 就 得 到 
多 一 工 
。 厂 \_ :AKCT 
| (1 十 生 ) Sin 一 子 
胸 一 | 二 下 人 一 1 
-有 [0 和 间 芋 - 研 (+ 和 二 + 二 呈 ( + 多 得 
大 一 1 大 一 1 大 一 1 
一 0 十 x 一 7 
注 ， 若 将 本 题 看 成 为 求 下 列 两 个 极限 之 和 : 
亿 一 工 多 一 工 
2 


则 对 第 一 个 极 


民 可 直接 应 | 


习题 631 而 将 


的 sin z 换 为 z, 而 对 第 二 个 极限 则 可 以 


从 习题 631 的 证 明 过 程 看 出 , 将 其 中 的 sin z 换 为 z 的 计算 方法 也 是 正确 的 . 
4.2.3 ”对 变动 积分 限 的 求 导 (习题 2231-2236) 

首先 注意 定 积分 与 不 定 积分 之 间 的 本 质 差异 . 

定 积 4 | jF(z) dz 是 一 个 实数 , 而 不 定 积分 |7e z)dz 则 是 太 的 原 函 数 全 体 所 成 的 
集合 

与 此 相 联 系 , 定 积分 中 的 积分 变量 用 什么 符号 表示 都 是 一 样 的 . 换言之 , 我 们 有 

| jz)dz= | FDdt= | j9)dg = 

然而 ， 不 定 积分 | ffz zdz 中 的 积分 变量 z 一 旦 给 定 , 则 被 积 函 数 fz) 的 原 函 数 的 自 变 
量 只 能 是 zx. 因此 在 第 三 章 用 换 元 法 计算 不 定 各 分 时 , 无 论 其 中 间 过 程 用 了 什么 其 他 变 
量 , 最 后 必须 回 代 , 得 到 以 z 为 自 变量 的 不 定 积分 . 

若 定 积分 的 积分 上 限 或 下 限 是 某 个 变量 (或 变量 的 函数 ), 则 定 积 分 就 成 为 函数 . 这 
是 在 数学 中 引进 新 的 函数 的 重要 手段 之 一 ， 
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只 是 这 里 要 注意 , 若 将 积分 『 /zj dz 的 上 限 (下 限 ) 换 成 为 变量 > 之 后 , 这 个 变量 
与 积分 号 下 的 积分 变量 具有 5 完全 不 同 的 意义 . 为 了 避免 混淆 , 应 当 将 原 有 的 积分 变量 改 
用 其 他 符号 来 表示 . 例如 | OOD dt | 76) dg 等 等 . 
我 们 将 关于 变动 积分 限 的 最 基本 性 质 列 为 下 面 的 命题 . 由 于 在 数学 分 析 教 科 书 ， 
都 有 它们 的 证 明 , 这 里 从 略 . 
命题 4.5 设 函 数 /z) 在 区 间 [w 外 上 可 积 , 则 有 以 下 结论 : 
() 以 下 两 个 变动 积分 限 的 积 4 


都 是 [a, 如 上 的 连续 函数 ; 
(2) ( 微 积分 学 基本 定理 的 微分 形式 ) 若 /gz) 在 点 zo e [a,ij 处 连续 , 则 在 (1) 中 定 
义 的 下 (z) 和 G(z) 在 点 zo 处 可 微 , 且 有 
忆 (zo) = jzo)，G(zo) = 一 /zzo). 


0 0 
习题 2231 求 (]) 世 必 sin 妇 dt; (2) 世 | sinz2 dz; (3) 全 | sin 22 dz. 


解 定 积 分 | sm 如 d 在 wb 国定 时 只 是 个 确定 的 实数 ， 本 小 题 要 求 它 关 于 
0 是 将 这 个 实数 看 成 为 关于 z 的 常 值 函数 , 因此 导数 等 于 0, 即 有 
二 | sin 友 dt 一 0. 

此 外 , 这 里 的 变量 zx 和 积分 号 下 的 积分 变量 没有 任何 关系 . 如 前 所 述 , 为 避免 误解, 题 中 


将 积分 变量 用 符号 圭 表 示 . 


(2) 由 题 意 可 见 这 时 的 积分 下 限 a 为 自 变量 , 因此 从 命题 4.5 即 有 
世 | sinz2dz 一 一 sin a2. 
(3) 由 题 意 可 见 这 时 的 积分 上 限 为 自 变量 , 因此 从 命题 4.5 即 有 
十 先 | sinZ2dz 一 sin 22. 
在 命题 4.5 的 基础 上 , 再 结合 复合 函数 导数 计算 的 链 式 法 则 ,就 容易 在 积分 限 为 可 


微 函 数 的 情况 下 , 计算 定 积分 的 导数 . 这 方面 看 一 个 例子 . 


局 台 wd 
习题 2232 (b) 求 二 二 
解 ”用 命题 4.5 和 链 式 法 则 即 可 计算 如 下 
ddP_ di 1 人 了 1 
dz | VIT 十 码 (CE)_， 名 ( | 一 
3z2 27 


人 
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雪 
cos 刀 dt 


习题 2233 (a) 求 人 


一 


解 ” 根 据 命 题 4.5(1), 分 子 是 z 的 连续 函数 , 于 z = 0 处 等 于 0, 因此 本 题 是 站 型 
的 不 定式 . 根据 命题 4.5(2), 分 子 对 z 可 导 , 因此 可 以 用 洛 必 达 法 则 计算 如 下 : 


下 
| costdt 
lim ~ 一 lim 


Z 一 0 化 Z 一 0 


cos22 1 
一 


习题 2233 (d) 设 /(z) se CI0, 上 +co)， lim yz) = 4, 求 


lim | (2Z) qz. 


了 见 一 十 co 


解 1 作 变 量 代 换 上 + = nz, 这 时 有 > 二 dz = 寺 dt 且 当 z 从 0 到 1 时 ,t+ 从 0 


到 m%. 因此 问题 转化 为 求 极限 


“7()dt 
im | jzZ) dz 三 im 人 
于 是 成 为 二 型 的 极限 计算 问题 @. 


这 虽然 是 一 个 数列 的 极限 问题 , 但 可 以 将 半 看 成 为 连续 变量 , 从 而 可 以 用 命题 4.5 
和 洛 必 达 法 则 得 到 : 


lm 网 ”= lm jp)=4. 


甩 一 Co 儿 甩 一 十 co 
解 2 在 解 1 的 后 一 半 也 可 以 用 施 托 尔 茨 定理 , 即 得 到 


lm | jnzjdz = im 了 = Tim 民 ， F0) dt 


有 一 co 」0 作 也 一 


人 


为 证 明 最 后 一 个 极限 存在 且 等 于 4, 只 要 对 给 定 的 = > 0, 取 N, 使 得 当 交 > N 时 成 立 
17jG) - 4| < se, 于 是 就 有 
7 十 1 7 十 工 7 
| jd-4 到 | jd- | 
可 见 结论 成 立 . 

解 3 在 区 间 [0,1] 上 , 除了 在 端点 z = 0 之 外 , 对 于 每 一 个 点 zo > 0, 当 兄 充分 大 
时 的 函数 值 fnzo) 必定 与 4 充分 接近 . 这 样 就 可 以 猜测 到 本 题 的 极限 值 为 4. 以 下 是 
其 严格 证 明 . 

由 题 设 条 件 知 道 上 在 [0,+co) 上 有 界 ( 见 81.7.4 的 习题 751), 即 有 AM > 0, 使 得 当 
z 关 0 时 有 |jzj| 和 AM. 又 由 此 可 知 也 有 |4| 入 MX. 

于 是 可 以 估计 如 下 : 
@ 若 么 关 0, 则 可 以 肯定 是 2 型 的 不 定式 , 然而 当 4 = 0 时 就 不 能 肯定 分 子 是 否 是 无 穷 大 量 ， 这 时 使 
在 82.9.4 的 命题 2.10 是 合适 的 . 


九 十 1 
也 


十 1 
4di <| HG -4ldtse， 
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oamaz-a 庆 romaz-| ad 去 | oa 一 4|dz. 


由 于 无 论 取 多 大 的 m 在 z=0 处 70) 未 必 与 4 相等 (除非 恰好 /0) = 4), 因此 以 下 
采取 “分 而 治之 ”的 方法 , 即将 上 述 最 后 一 个 积分 分 拆 如 下 : 


| IFnz) 一 4ldz = LE [flnaz) 一 4ldz 开 | 人 


于 
4A7 


绽 
< 


|f(nz) -4 < 237, 可 见 上 式 右边 的 第 一 个 积分 不 超过 与 
为 了 使 得 上 式 右边 的 第 二 个 积分 充分 小 , 需要 分 几 步 来 做 
先 利 用 条 件 f(+co) = 4 对 于 同一 个 = > 0, 存在 天 > 0, 使 得 当 z > 天 时 ,成立 
lf(ze) - 4| < 三 . 为 了 使 得 在 第 二 个 积分 的 积分 区 间 [ 志 7,]] 上 的 每 一 个 点 > 都 满足 


17 
0 天， 只 要 在 这 个 区 间 的 左 端 点 处 满足 这 个 不 等 式 就 足够 了 . 这 样 就 可 确定 正 整数 
疏 9 

E 》 


使 得 当 交 > V 时 有 


局 各 7 
人 


从 而 使 得 当 > N 时 , 对 于 所 有 的 ze [87 ,1 同时 成 立 |f(nz) -~ 4| < 号 . 这 样 就 得 
到 所 要 的 估计 


4MK < 天 


由 
| 。|j(ooz) -4ldzx 号 . 


4A4 
合并 以 上 就 知道 当 交 > N 时 成 立 


中 E 
人 readz-4 < 万 十 训 


一 E) 


工 
这 就 是 lim | jnzZ)dz = 4. 
也 一 OO 0 
注 解 3 虽然 较为 复杂 一 点 , 但 其 中 的 “分 而 治之 ”的 思想 具有 方法 论 上 的 意义 , 它 
在 许多 极限 问题 中 是 有 用 的 . 例如 见 84.3 的 习题 2326.1(b). 


4.2.4 换 元 法 和 分 部 积分 法 (习题 2239-2256，2260-2262，2264， 
2268-2275，2277-2280) 


除了 在 本 节 的 第 一 小 节 84.2.1 中 用 不 定 积 分 和 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 计算 定 积分 的 方 
法 之 外 , 还 可 以 将 不 定 积分 中 的 分 部 积分 法 和 换 元 法 移植 到 定 积分 的 计算 中 来 . 
在 定 积分 计算 中 所 用 的 分 部 积分 法 的 推导 比较 简单 ， 只 要 利用 函数 乘积 的 求 导 公 
式 与 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 即 可 得 到 . 在 具体 应 用 分 部 积分 法 时 , 如 何 将 被 积 函数 写成 
wu(z) qu(z) 的 选择 原则 与 不 定 积分 是 类 似 的 . 这 里 同样 可 以 参考 83.5 末 提 出 的 “对 反 代 
三 指 ” 的 经 验 规则 . 

定 积分 计算 中 所 用 的 换 元 法 则 要 复杂 一 点 . 下 面 我们 以 两 个 命题 的 形式 分 别 列 出 
最 常用 的 两 种 情况 , 并 给 出 其 证 明 . 


Se 
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命题 4.6 设 jz) 在 [中 上 可 积 , z = xz 人) 在 [ao,8] 上 严格 单调 
2/() 可 积 , 且 满 足 条 件 z(a) = oa z(8) = 久 则 成 立 下 列 换 元 公式 : 
[aaz=| 7eozgd 


斧 为 严格 单调 递增 情况 的 证 明 . 
[oa, 98] 的 一 个 分 划 , < = {6 


黎 曼 和 


(4.5) 


,6 是 与 己 相 容 的 


证 不 妨 只 给 出 z 
设 忆 = {to, 三 … 刀 } 是 区 间 
介 点 集 , 则 就 得 到 (4.5) 右边 的 被 积 函数 Az 的 )z 的 的 一 个 


2 (和 ))Z (6) 


区 间 [o, 中 的 一 个 分 划 


由 于 z(b0) 严格 单调 递增 ， 司 此 从 [a, 8] 的 分 划 尸 可 诱导 出 
已 ={zo2 Zn 其 中 力 三 Zi=01 ,nm. 同时 从 介 点 集 & 又 生成 与 忆 相 
“0m. 于 是 得 到 jz) 的 一 个 黎 曼 和 


点 集 总 = Z(6) 一 1 


容 的 介 
0 = >》 6) )Azi 三 2 (和 ))7Z 名 ) 
YE 
其 中 利用 拉 格 衣 日 微分 中 值 定理 , 存在 对 E (tb), 使 得 Am = 2z( 芒 ) 一 zz(6-1) = 
,7， 即 有 


Azi < AITAL， 1 全 1 2;, 


得 


ZL 人 (GD)Ab， 1 一 1 二 人 
与 


0, 即 有 or/ 


b 
jz) qz， 


由 于 xz'( 有 界 , 存在 常数 M > 0, 使 和 
上 PE MP 于 是 当 | 有 | 一 0 时 就 有 | 有 

又 利用 在 布 利 斯 - 杜 阿 梅 尔 定理 ( 即 84.1.2 的 习题 
函数 F(z) 必 有 界 , 存在 Mi > 0, 使 


le 一 co 和 交 。 Fe) 


其 : >》 waiA 是 z' 食 的 振幅 面 
此 黎 曼 和 z 收敛 , 上 且 成 立 换 元 公式 (4.5) 
调 的 条 件 使 得 它 


自然 的 一 个 合理 要 求 , 但 却 j 
人 不 是 严格 单调 时 , 换 元 公式 (4.5) 可 以 


.下 、 
疹 通过 
明 


命题 4.7 设 ftz) 在 [ww 上 连续 , z = z 雪 在 [a 


满足 条 件 z(a) = o z(6) = 和 zl(la,9) C 


证 
co, 四) C 


从 条 件 z([a， 
同时 从 84.1.3 的 习题 2202 推 知 /xz(b)z2' (人 可 积 , 于 是 又 有 


FUO) 一 za)) 


职 , 可 见 当 | 己 | 一 0 时 , 两 个 和 式 之 差 o -一 0， 


命题 4.6 中 z 信 为 严格 单调 蕊 成 为 [8 到 [w 的 一 一 映射 . 这 是 很 
非 必要 . 下 面 将 看 到 ， 若 适当 加 强 


时 jz) 在 [o, 如 上 有 原 函 数 , 记 为 严 (z). 于 是 有 已 ( 
[ww 和 链 式 法 则 可 见 F(zG) 是 AzOb)z 的 在 [al 上 的 原 函 数 


2193.1) 中 的 类 似 方法 ， 利用 可 积 


得 /zz )| 和 1I1， 于 是 有 
(的 一 mA S Ma >》 wiAt 


2 一 工 


对 于 jz) 的 条 件 , 则 在 
次 使 用 牛顿 - 莱 布 尼 次 公式 得 到 , 


,四 上 可 微 , 其 导 函 数 z( 可 积 ， 
[o, 可, 则 换 元 公式 (4.5) 成 立 ， 
一 下 (oa) = 本 


| fed)zde 


最 后 利用 条 


384.2 


边 , 则 就 有 dz 


同时 也 表明 在 定 积 分 记号 : 


换 元 法 有 以 
(1) 必须 注 


(2) 


来 的 积分 变量 , 这 样 就 比 ) 


习题 2245 求 国 


右边 就 可 以 理 

注 2 从 公式 (4.5) 
不 同 之 处 : 
意 积分 限 作 


解 为 是 


有 两 和 
2z'( dt, 因此 就 


利用 不 定 积分 计算 定 积分 的 方法 (习题 2206-2315 ) f 海 


于 定 积分 只 是 一 个 数 


先 ) 


人 


2 d7 
V5 二 47 
不 定 积分 (也 可 以 用 分 部 积分 济 
(5 一 妇 ),， dz = 一 广 tdt 于 是 可 计算 不 定 积分 如 下 : 


5 二 .(- 专 


1 


然后 用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 得 到 


换 元 法 
是 用 诸 
的 微分 符号 
是 第 二 种 换 元 法 , 即 用 


( 见 83.1). 
微分 法 ( 即 第 一 科 


相应 的 变换 . 
值 , 因此 对 定 
j 不 定 积分 的 换 元 法 更 方便 . 


件 z(a) =aw 和 z(8) = 就 得 到 公式 (4.5). 
注 1 在 不 定 积分 


从 公式 (4.5) 来 看 , 若 要 计算 的 是 右 
换 元 法 ) 将 右边 化 为 左边 . 这 
dz 对 于 计算 也 是 有 帮助 的 . 反之 , 从 左边 化 到 
= oo 人 的 代入 法 . 
和 下 面 的 一 系列 例子 可 以 看 出 , 定 积分 的 换 元 法 与 不 定 积分 的 


职 分 用 换 元 法 时 , 最 后 不 必 回 代 以 恢复 原 


E)) 令 V5 一 和 = 坊 则 有 


| 2 dz 志 (一生 
21 AN5 一 :47Z 8 24 
三 二 四 2 
一 -8 
解 2 用 定 积分 的 换 元 法 , 令 V5 二 入 = 也 则 有 z = 工 (全 一切 )， dz = 于 tdb 且 
当 z 从 -1 到 1 时 ,上 从 3 到 1. 于 是 可 计算 如 下 : 
于 Z dz 2 引 2 
一 cc2 = 一 | (5 二 1 由 三 二 | (66 二 2) 二 
区 V5 一 47 人 ) 8 人 ) 
1 友 1 冰 二 | 
=- 寺村 -与 让 = 言 6-43) = 二 
j 定 积分 的 分 部 积分 法 可 计算 如 下 : 
1 2 d7 1 
二 全 一 二 dl( 一 二 V5 二 4 
医 V5 一 47 | = ( 见 5) 
1 叶 
= -去 zV5= 王 | | V5 一 47dz 
二 蕊 | 
1 1 1\ 2 鼠 11 
= -去 (L+3) + 二:( -于 可 全 一 47) 届 
0 1 om__ 5， 13 _ 工 
2 人 训 
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定 积分 
在 用 换 元 法 计算 定 积分 时 , 有 可 能 出 现 积 分 区 间 为 无 界 的 情况 , 后 者 是 一 种 广义 积 
分 ( 见 84.4). 下 面 就 是 这 样 的 一 个 例子 . 
习题 2250 令 z- 工 = 册 计 算 积 | 区 dz. 
解 


一 1 
(参见 83.1.3 的 习题 1712.) 由 于 丸 z) 


=z 一 二 在 点 z 
-1 入 2z 乏 1 上 换 元 . 利用 所 求 积分 的 被 积 函数 为 介 


| 1 十 七 dz=2| 
_1 1 十 2 

这 时 从 t(z) = 工 二 误 > 0 可 见 

从 0 到 1 却 对 应 于 上 从 -co 到 0, 因 上 
分 限 取 极限 得 到 的 , 医 


1 
寺 十 1 
于 2 直 2 
?| + dz 一 2 
0 工 十 2 < 一 十 0 


0 


这 旦 


ETA 过 


化 


0 
= 2 lim | 囊 
开 一 一 co 三 tt 十 2 


一 V2 lim arctan 
下 一 一 co 


| 
V5r 


注 为 简便 起 见 , 今后 也 经 常 将 以 上 换 元 计算 与 取 极 限 的 过 程 写 为 


1 
二 +1 
1 2 1 了 7 
?| 上 dz 一 | 
0 工 十 2 


从 到 4 (以 及 从 上 到 z) 为 严格 
里 出 现 了 广义 积分 . 上 
此 可 作 如 下 计算 : 


十 2 


1 0 处 有 间断 , 不 可 能 在 
函数 , 先 将 积分 变换 如 下 : 

工 十 2Z2 d 

村 d7. 


六 尼 


全 


单调 递增 . 然而 z 
日 于 广义 积分 是 通过 将 积 


dfz 到 过) 
化 
dz 一 2 lim | 

1 = 人 

7 


工 
二 


SR 
元 
一 2 arctan 一 一 一 :一 
V2 -co VvV2 


代 换 + 一 z 呈 会 引致 不 正确 
| dz. 
< 


和 的 结果 : 
解 从 t 一 z 于 来 看 , 它 是 z 的 个 函数 , * 一 上 1 对 应 于 同一 个 值 一 工 因此 代 换 后 
的 积分 只 能 等 于 0. 无 论 是 命题 4.6 还 是 命题 4.7 都 不 允许 出 现 这 样 的 情况 . 然而 本 题 
的 积分 显然 等 于 2, 因此 不 可 能 用 这 样 的 代 换 来 进行 正确 的 计算 
这 时 有 站 二 旨 ， 其 值 域 为 [0 +oo) 而 积分 区 间 为 “1&z 入 二 在 如 下 的 形 
式 计算 中 ,dz = 号 1 dt 认为 = = 十 时 对 应 于 同一 个 值 二 = 1 当然 只 能 得 到 错误 的 
结果 : 


84.2 ”利用 不 定 积 分 计算 定 积分 的 方法 (习题 2206-2315 ) 
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2 2 
改正 以 上 错误 的 方法 之 一 是 在 -1 入 zz 和 过 0 上 令 = -2Z3 ,而 在 0 入 zz 乞 1 上 令 上 = 一 23 
这 样 即 可 得 到 正确 的 积分 结果 为 2. 


注 “从 命题 


47 可 知 , 代 换 z = 的 不 是 严格 单调 函数 时 仍 有 可 能 用 于 定 积 分 


有 5 
的 计算 . 就 本 题 来 说 如 令 z = p(D) = smnb -可 <t< 对 , 则 有 of( 要) =- 
2 人 ) = 1, 这 时 有 dz = costdt, 从 而 可 以 得 到 了 


E 确 的 答案 如 下 : 


5 区 


5 区 
1 2 
| qz=| fr costdt 一 Sint 
三 外 一 了 


了 
_ 开 一 1 一 (=2. 
凤 


习题 2256 设 F(z) 在 闭 区 间 [4, B] 上 连续 , [wj C ( 
时 , 求 荔 | Je+gaye， 


解 ” 作 代 换 上 =Z 二 其 中 z 为 参数 , 于 是 有 yy = 上 -zz, dy = db 当 
ti 从 a+z 到 +z. 于 是 有 


从 a 到 ?时 ， 


D 了 b 十 实 
| jzTT9)dy= | 7) 入 
这 样 就 可 以 通过 对 于 变动 积分 限 求 导 得 到 
d D d D 十 也 
重 | feig= 划 | 10Ud 


一 FT 二 ZzZ) 一 aa 二 2z)， 


下 


注 ， 本 题 的 定 积分 中 y 是 积分 变量 , 而 z 是 参 变量 . 今后 在 学 习 了 含 参 变量 积分 的 
理论 之 后 (其 习题 见 87.1), 就 知道 在 /为 连续 可 微 的 条 件 下 , 本 题 对 于 参 变量 z 的 求 导 
运算 可 以 与 对 于 y 的 积分 运算 进行 交换 , 从 而 有 

十 


二 [re gdy = 『 各 jz+ 切 电 二 | e+nm 


一 
= Je+ 划 = Je+ 人 -Je+ 吕 
本 题 的 意义 在 于 , 只 要 了 连续 , 就 可 以 得 到 相同 的 结果 . 


习题 2260 引入 新 变量 上 = z 十 二 ,计算 积 / 


记 G+s- 坝 et 
解 1 (概要 ) 对 


于 换 元 法 来 说 , 这 是 很 自然 的 选择 . 然而 
能 用 命题 4.6 和 4.7. 通过 单调 性 分 析 , 知道 tz) 在 [ 广 ,1] 和 [L, 3] 上 分 别 严格 单调 , 医 
此 可 分 别 在 这 两 个 区 间 上 求 积 , 具体 的 计算 从 略 . 


解 2 


局 


分 部 积分 法 可 计算 如 下 : 
O 原 题 的 条 件 [a, 避 j C [4, 好 ] 不 足以 保证 当 z 的 绝对 值 充分 小 时 满足 [ae - z;, 一 z] C [4, 忆 ]. 
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解 3 从 解 2 可 看 出 
下 人 本 全 
意 (ze >)=。 “+z(1- 吉 js (1+z 一 过)e 

2 卫 


于 是 就 可 在 积分 区 间 [ 计 ， 2] 上 用 和 牛顿- 莱 布 尼 茨 公式 得 到 


习题 2264 设 jz) = 二 求 积分 | ”于 二 5 dz 


分 析 由 于 jz) 在 点 zz = 0 和 zz = 2 附近 无 界 , 因 此 j(z) 也 一 定 无 界 (参见 
82.6.4 的 习题 1254), 这 表明 本 题 的 积分 实际 上 是 有 两 个 奇 点 的 广义 积分 . 在 将 积分 
分 拆 为 [-1;,0], [0,2] 和 [2,3] 三 个 区 间 上 的 积分 之 后 , 与 前 面 的 习题 2250 相似 , 利用 
| 了 人 dz - arctan ffz) + C, 这 时 仍然 可 以 用 牛顿 菜 布 尼 欧 公式 来 计算 其 中 的 


1 十 户 (z) 
每 一 个 积分 . 


司马 上 5 四 
习题 2274 求 积 | arcsin V/ 本 十 吉 dz. 
解 1 作 代 换 += \/ 了 , 即 z 一 十 全. 当 z> 从 0 变 到 3 时 ,+ 从 0 变 到 <. 
人 1 一 上 t 2 
于 是 可 计算 如 下 : 
闷 是 
| arcSsin TI 了 本 dz2 一 | arcsintd( 下 ) 
访 将 次 万 
一 (于 arcsint|， | 0 dt 
-| 2 -5 dg (这 是 对 前 一 个 积分 作 代 换 = sing 的 结果 ) 
和 
-zx-| sec20 一 1)dg= 工 一 (tang0 一 9)|。 = 和 至-v5 
解 2 作 代 换 上 = arcsin 则 有 z =tan2t. 当 Zz 从 0 到 3 时 ,上 从 0 到 3 


万 
V 1 十 2Z， 
于 是 可 计算 如 下 , 其 中 第 一 步 用 分 部 积分 法 : 
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元 区 元 
3 3 3 了 
| aresin 开 dz=| td(tan2 朋 一 ttan2H 和 忆 tan2t dt 
0 1 工 十 工 0 0 0 
工 沈 ， 
= 王 .3- 人 (sec2t 一 1 灶 一 元- 民 一 4fr_ 
三 污 3 | (sec“t 一 1)dt 王 元 tantl 十 可 三 本 7 V3. 


4.2.5 “对 称 性 及 其 应 用 (习题 2257-2259,， 2263，2265-2267，2276) 


我 们 将 涉及 对 称 性 的 一 些 积 分 题 集 中 在 这 个 小 节 . 

这 里 所 说 的 对 称 性 是 在 较 广 的 意义 上 来 理解 的 , 即 泛 指 在 某 种 变换 下 保持 的 不 变 
性 (参见 名 车 [33]). 例如 , 偶 函 数 就 是 其 图 像 在 关于 Oy 轴 ( 即 直线 zx = 0) 作 反 射 时 不 
变 , 奇 函 数 就 是 其 图 像 在 关于 原点 O 旋转 180?" 时 不 变 , 周期 函数 就 是 其 图 像 在 Oz 角 
方向 作 周 期 长 度 的 平移 时 不 变 . 这 些 不 变性 在 积分 计算 中 都 很 有 用 . 

不 仅 如 此 , 有 时 还 可 以 通过 巧妙 的 换 元 手段 创造 对 称 性 , 从 而 求 出 茶 些 较 难 计算 的 
定 积分 . 由 于 这 些 积分 中 的 被 积 函 数 的 原 函 数 未 必 是 初等 函数 , 因此 难以 通过 计算 不 定 
积分 和 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 得 到 . 在 这 个 意义 上 本 小 节 突 破 了 本 节 的 标题 的 限于 

下 一 题 是 函数 奇偶 性 的 基本 积分 结果 , 其 证 明 从 略 (其 中 连续 条 件 可 改 为 可 积 ). 


A 


4 


习题 2258 证 明 : 若 函 数 /xz) 在 闭 区 间 [一 ,中 上 连续 , 则 人 当 函 数 /z) 为 偶 
数 时 ， | jz)dz = ?| jz) dz; (2) 当 函 数 fz) 为 奇 函数 时 ， | jz)dz = 0. 


1 1 
村 0 一 ! 


给 出 这 些 事实 的 几何 解释 . 
现在 我 们 将 以 上 的 对 称 性 作 进 一 步 推广 , 这 对 于 某 些 积分 的 计算 是 很 有 好 处 的 . 
首先 可 以 注意 到 , 在 区 间 [oa,g 上 有 定义 的 任意 函 (z)= (a+b 一 oz) 
数 /(o), 如 果 将 自 变 量 换 为 e+ z 之 后 的 函数 记 为 0 
人 


g(z) = ja+b 一 2z), 则 如 右 图 所 示 , 这 两 个 函数 的 图 像 
关于 (通过 区 间 [o, 引 的 中 点 24 地” 的 ) 直线 = = 2 村“ 
对 称 . 
这 种 对 称 性 的 分 析 表 达 为 : 在 w 乞 z 科 时 成 立 
g(z) = flao+D 一 可 = 用 2 +(2 二 加) Je) 与 Ja+b 一 可] 的 图 像 
在 函数 /lz) 于 [@, 上 可 积 时 , 即 可 证 明 以 下 有 明显 几何 意义 的 等 式 成 立 : 

| jz) dz 三 上 ja 二 D 一 2Z)dz， (4.6) 
为 此 只 要 对 于 右边 的 积分 作 代 换 上 = a 十 0 - z, 并 最 后 将 上 再 记 为 z 即 可 : 
| 二 下 成 二 天 | 汪汪 
对 于 区 间 [0,a] 上 的 可 积 函数 f(z) 则 有 

jz) dz = | ja 一 Z)dz. (4.7) 


冯 
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这 个 公式 以 及 相应 的 代 换 上 = a 一 z 是 以 下 一 系列 结果 的 主要 工具 . 
下 面 考虑 在 区 间 [0,a] 上 的 函 人 (1) 关于 区 间 中 点 站 的 奇 对 称 
性 , (2) 关于 直线 z = 人 的 偶 对 称 性 . 
例题 (参见 下 面 的 附 图 ) (a) 正弦 函数 snz 在 区 间 [0,2x] 上 关于 其 中 点 z = T 为 
奇 函 数 , 而 在 区 间 [0,x] 上 关于 直线 z = 于 为 偶 函 数 . (b) 余弦 函数 cosz 在 区 间 [0, 27| 
上 关于 直线 z = 并 为 偶 函 数 , 而 在 区 间 [0， 四 上 关于 其 中 点 z = 也 为 奇 函 数 ， 


工 浊 
() (b) 
区 间 [0,2r] 和 [0,T] 上 的 两 种 对 称 性 的 例子 


利用 (4.7) 就 不 难得 到 以 下 两 个 结果 . 


命题 4.8 设 函 数 ] 在 区 间 [0,a] 上 可 积 , 且 关 于 区 间 中 点 分 为 奇 函数 , 即 对 于 
ZEl0oal 有 jz)= 一 ao 一 2z), 则 成 立 


证 将 (4.7) 右边 的 被 积 函数 用 条 件 fla - z) = -./z) 代入 即 得 . 


命题 4.9 。 数 了 在 区 间 [0,q] 上 可 积 , 且 关 于 直线 z = 为 偶 函 数 ,， 即 对 于 


| Adz 一 ?| jz) dz， 


0 0 


证 将 0,a] 上 的 积分 拆 为 | 7(z)qz = | ”Htz)dz+ | Fa)dr 然后 对 右边 第 
过 
个 积分 作 代 换 z = a 一 也 并 利用 条 件 fb = ja- 刘 就 得 到 
下 Hz dz 六 Fz 司 员 他 Ja-Ddt=2| Flz)dz: 
0 0 了 
注 “ 上 述 两 个 定理 所 利用 的 对 称 性 在 定 积分 计算 中 是 常见 的 , 例如 


区 
区 了 
| cos3zdz = 0， | ee 2 dz 一 ?| cos47 dz. 
0 0 0 


对 于 在 [0,a] 上 不 一 定 具有 上 述 两 种 对 称 性 的 可 积 函数 , 可 以 用 以 下 命题 中 的 方法 
生成 在 [0,a] 上 关于 直线 z = 六 是 的 偶 函 数 . 这 对 于 某 些 积分 的 计算 是 有 用 的 . 


命题 4.10 设 上 在 [0,a 职 , 则 成 立 


QQ 


rodaz=| DUO+Ae-aldr (4.8) 


0 
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证 由 于 9(z) = Fz) + Fa 一 zz) 关于 直线 Z = 为 偶 函 数 , 因此 只 要 联合 使 用 等 
式 (4.7) 和 命题 4.9 即 可 得 到 


:2 
2 


[= 去 (az re-oarj=[| ra+7e-adr 


注 “实际 上 命题 4.10 和 公式 (4.8) 已 经 覆盖 了 前 两 个 命题 的 结论 . 此 外 , 当然 还 可 
以 将 (4.8) 推广 到 更 一 般 的 [e, 如 区 间 上 , 得 到 
Q 十 D 

joydz =| ” [jlm+ ae+b 一 mdz. (4.8)) 

下 面 举 这 类 问题 中 的 一 个 常见 例子 . 
例题 证明: 对 任意 实数 a 成 立 恒等式 

dz 到 dz 区 

| 1 工 十 tan27z 旦 人 1 二 cotzz 一 了 


证 “ 易 证 两 个 积分 相等 , 因此 只 需 计算 第 一 个 . 按 公式 (4.8) 计算 其 被 积 函数 得 到 
工 工 1 工 


和 


D 


工 
人 


TI 二 tancz 十 1+tane( 屯 一 2 工 +tanz7 ， 工 十 cotc7 


1 了 
1 工 十 tan27 1 工 十 tan2 7z 


它 在 [0,r/ 习 上 的 积分 就 是 工 . 


4 
习题 2257 证 明 : 若 函 数 flz) 在 闭 区 间 [0,1 上 连续 , 则 


雹 。 


(al) 攻 (sinz) dz 三 | jcosZz) dzi (b) | >7Gi 2) dz 一 元 | (sinz) dz. 


解 (a) 作 代 换 z= 至 -已 即 有 dz = -db 当 z 从 0 到 于 时 ,上 从 至 到 0. 于 是 有 


| (sinz) dz 三 上 jcost) dt 
0 0 
再 将 右边 的 积分 变量 改 记 为 z 即 可 . 
(b) 作 代 换 一 元 一 书 即 有 dz = -db 当 z 从 0 到 时 ,上 从 到 0. 于 是 有 
| zjlsinzjdz 一 | 一 力 Flsin 人 dt 一 | Flsinbdt 一 上 ing di 
0 0 0 0 
然后 将 右边 的 两 个 积分 的 积分 变量 改 记 为 z, 再 将 第 二 个 积分 移 到 左边 , 两 边 除 2 即 可 
得 到 所 要 的 等 式 . 
注 ， 读 者 不 难 验证 : (a) 是 公式 (4.7) 的 特例 , (b) 是 公式 (4.8) 的 特例 . 


RE 


习题 2259 证 明 : 偶 函 数 的 原 函 数 中 有 一 个 为 奇 函 数 , 而 奇 函 数 的 一 切 原 函数 皆 


注 在 第 三 章 一 开始 的 命题 3.1 的 (1),(2) 中 已 经 证 明了 本 题 的 结果 , 其 中 只 需要 
原 函数 和 不 定 积分 的 基本 概念 . 
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解 若 /z) 在 关于 原点 为 对 称 的 区 间 上 连续 , 则 可 以 用 定 积 分 来 写 出 其 不 定 积分 ， 


| 7 dz = | FOODdt+C， 
其 中 C 为 任意 常数 (参见 84.2.7 的 习题 2302)， 
这 时 若 上 为 奇 函 数 , 即 有 j- 妨 = 一 太 , 则 在 上 式 右边 的 积分 中 作 代 换 上 = 一 T， 
即 有 dt = -dr, j(-r) = -r), 而 当 ! 从 0 到 z 时 ,从 0 到 一 z. 于 是 有 
70d=| Far=| yoar 
0 0 0 


可 见 | FD dt 以 及 加 上 任意 常数 后 得 到 的 所 有 原 函 数 都 是 偶 函 数 . 
若 为 个 函数 , 即 有 /- 情 = 0, 则 在 作 同样 的 代 换 + = -7 之 后 , 就 有 
| jd= 一 后 j(-ndr=- 必 jrj)dr， 


0 
可 见 | 7 此 是 奇 函数 . 然而 这 个 奇 函数 加 上 任意 非 零 常数 后 得 到 的 
会 是 奇 函 数 . 因此 在 原 函 数 中 只 有 唯一 的 一 个 是 奇 函数 ， 
下 一 个 题 中 的 积分 是 利用 对 称 性 的 典型 例子 苏州 大 学 的 刘 枫 同 志 告诉 编者 , 利用 
Risch algorithm，http://en.wikipedia.org/wiki/Risch_algorithm, 可 以 严格 证 
明 其 被 积 函 数 的 原 函 数 不 是 初等 函数 ， 


他 原 函 数 都 不 


习题 2263 求 | 和 dr 
0 


1 十 cos2 7 
解 1 作 代 换 z= 区 一 已 则 有 dz = -db 当 z 从 0 到 元 时 ,二 从 区 到 0. 于 是 有 
j xz (一 站 sint 
| 人 dz=| (人 4 
0 工 十 cos 2 0 1 工 十 cos 上 tt 
= 上 | 起 Sint 业 - | tSin 万 
0 1 十 cos2t 0 1 十 cos2t 

工 r_sintdt 区 dcostb 
2 Jo 1 十 cos2t 2 Jo 1 二 cos2t 

元 


2 
= -至 arctan(eosh =- 季 ( - 王 - 王 ) = T 
0 


解 2 直接 用 命题 4.10 的 公式 (4.8), 则 先 计 算 
2 Sin (一 Z)sin(T 一 Z) sin 
1 十 cos27 1 十 cos2( 开 一 站 ) 1 十 cos2 2 


然后 就 有 


区 
2ZSin dz=| TSsin2z dz 
0 1 十 cos27 0 1 十 cos27z 


三 一 farctan(cosZ)| = 三 
0 


下 面 的 习题 2265 和 2267 是 与 周期 函数 的 积分 有 关 的 两 个 最 基本 的 结果 . 
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习题 2265 证 明 : 若 fz) 为 定义 在 -oo < Z < +oco 上 的 周期 为 了 的 连续 周期 函 
数 , 则 


| 二 本 = 十 三 


Q 0 


式 中 av 为 任意 实数 ， 


解 1 人 
了 Qa 十 下 
三 / oaz=| jz z)dz+ | fdz+| jzZ) dz， 


然后 对 于 右边 第 三 个 积 4 『 “joydz 作 代 换 z=t 十 邢 则 当 了 从 开 到 a 十 工时 二 从 
总 
0 到 ww, 因此 得 到 


代入 前 式 即 得 . 

解 2 从 几何 图 像 上 考虑 , 对 于 积分 区 间 [aa + , 存在 整数 必 使 得 wa 和 1 < 
a 十 工 . 于 是 如 附 图 所 示 , 只 要 将 [ac, ;7] 上 的 曲 边 梯形 “移动 "到 [e 十 也 (十 DJ)T] 上 就 可 
以 得 到 [ET (RE 十 J) 下 上 的 曲 边 梯 形 , 它 “ 显 然 "与 [0, 丰 上 的 曲 边 梯形 是 相同 的 . 


C 


习题 2265 的 附 图 
法 用 分 析 语 言 写 出 . 先 作 分 解 


想法 | 
人 jz) dz 三 | 2Z) dz 十 忆 汪 2Z) dz， 


天 全 
然后 对 上 式 右边 的 第 一 个 积分 用 换 元 法 , 令 上 = z 十 工 , 则 得 到 


| 六 加 耻 = 训 jt 一 王 = 人 jdt 
Q 十 下 


Q 十 下 


(KE 二 1) 


ws 
忆 
十 
己 
< 
忆 
已 
& 
| 


| 订 s | 


然后 再 在 最 后 一 个 积分 中 令 z - /7T = 己 就 得 到 
害 二 二 克 二 上 NE | 7 dt 
其 中 利用 了 周期 条 件 ft 二 NT) = 万 斩 ). 
解 3 以 上 两 个 证 明 中 只 需要 在 任何 有 界 区 间 上 可 积 即 可 . 由 于 在 本 题 中 的 太 为 
连续 函数 , 因此 还 可 以 用 对 积分 限 求 导 的 方法 来 证 明 . 
定义 PO= | fan 其 中 a 为 自 变 量 . 由 于 /连续 , 因此 就 有 
F (ao) = ao+T) 一 ao)=0， 


大 全 


泪 
洁 
沾 

有 


150 


可 见 忆 (a) 关于 a 为 常 值 函 数 . 这 表明 对 任何 w 有 已 (a) = 下 (0), 而 这 就 是 : 
人 jzZ) dz 三 提 jz) qz. 


习题 2266 证 明 : 当 ? 为 奇数 时 , 函数 
F(z) = | sinztdt 和 G(z) = | cosntdt 
0 0 
为 以 2r 为 周期 的 周期 函数 ; 而 当 为 偶数 时 , 其 中 的 每 一 个 缘 为 线性 函数 与 周期 函数 
之 和 . 


提示 “由 于 在 下 一 个 习题 2267 中 将 证 明 : 任何 周期 函数 的 积分 可 分 解 为 线性 函数 
与 周期 函数 之 和 , 且 若 在 此 分 解 式 中 的 线性 函数 的 一 次 项 系数 为 0, 则 就 是 周期 函数 , 因 
此 本 题 只 是 它 的 特例 . 不 妨 先 做 下 一 题 后 再 来 做 本 题 


习题 2267 证 明 : 若 /z) 为 以 了 为 周期 的 连续 周期 函数 , 则 函数 
F(z) = | FDd 
在 一 般 情况 下 是 线性 函数 与 周期 为 工 的 周期 函数 之 和 


分 析 (参见 第 三 章 开始 的 命题 3.1(3)) 若 结论 为 真 , 则 存在 分 解 式 : 
一 c7 十 9 


其 中 9g(z 十 四) = 9(z). 于 是 就 有 
9 十 人 =FZC 十 太一 cz 十 四)=gz) 三 下 (Z) 一 c0， 


这 样 即 可 求 出 
Z 十 下 全 
coT= Flz+D 门 -Foz)= | FOODdt= | 6 dt 
六 0 
其 中 利用 了 习题 2265 的 结论 , 于 是 就 求 出 了 常数 c 为 
c= 坪 | dt 


人 
g@= Fo-cz=| yd- 芝 | Ad 
这 时 有 


2 十 全 人 

ge+D) -oO=| 70Od-| 7Od=0 
其 中 再 次 利用 了 习题 2265 的 结论 . 这 就 证 明了 如 此 定义 的 g(z) 确实 是 周期 为 了 的 周 
函数 , 因此 有 分 解 式 Flz) = cz 二 9g(z). 

注 “ 从 证 明 过 程 还 可 以 回答 一 个 与 本 题 有 关 的 常见 问题 , 即 周期 为 工 的 函数 /z) 
的 原 函 数 在 什么 条 件 下 一 定 是 周期 函数 ? 回顾 证 明 , 即 可 知道 这 个 条 件 就 是 c = 0, 即 
jz) 在 一 个 周期 上 的 积分 为 0. 例如, snz 和 cosz 就 是 如 此 (请 与 命题 3.1(3) 中 的 c 的 
意义 作 比 较 )， 


各 
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习题 2276 求 | 二 


0 SID 2 十 COS 


MD 
Jr 


解 1 在 83.4.3 的 习题 2035 已 经 求 出 了 本 题 的 被 积 函 数 的 不 定 积 分 , 其 中 解 
解 3 的 答案 为 


dZ 二 tan 27 
| 人 一 - 亡 arctan (全 时 下 
然而 上 式 右边 的 表达 式 并 非 一 一 一 一 一 一 在 区 间 [0,2m] 上 的 原 函 数 , 因此 需 先 用 对 


Sin4 并 COS4 并 


称 性 将 积分 区 间 缩 小 后 才能 用 牛顿 - 莱 布 尼 蒋 公式. 三 次 用 命题 4.9 后 即 可 求 积 如 下 : 


工 
上 dz 一 | 4 dz 


0 Sin47 十 cos4 并 0 Sin4z 十 cos47 


访 
| 区 
=8. -一 . 子 =2V27. 
V2 2 
解 2 利用 
sin47 十 cos4tzr 一 (sin2z 十 cos2z)2 一 2sin2zcos27 
2 2 
三 由 元 sin 27 一 元 (1 十 co8 22)， 
即 可 求 积 如 下 : 
开 
二 de 本 人 = 
0 Sin 7 十 cos4 了 0 1 二 cos227 
dt 交 dtan 刘 
1+cos2t 0 2+tan2t 
二 05 
< | 二 -4v5arctan - 霉 |， 一 2V27. 
0 性 十 2 


4.2.6 ”含有 参数 7 的 定 积分 计算 (习题 2281-2300) 


对 于 含有 正 整数 参数 ” (或 mm,m 等 ) 的 定 积分 计算 , 一 种 常用 方法 是 先导 出 递 推 公 
式 (83.4.4 中 的 部 分 习题 就 是 如 此 ), 然后 再 作 递 推 计 算 . 当然 不 通过 递 推 而 可 直接 计算 
的 情况 也 是 很 多 的 . 
这 方面 最 有 用 的 结果 之 一 就 是 在 习题 2281-2282 中 的 sn"z 和 cos"z 在 [0， 也 ] 苇 
的 定 积 分 计算 . 由 于 在 教科 书 中 都 有 它们 的 推导 , 这 里 只 列 出 所 得 到 的 公式 备用 . 


开 开 
了 了 二 小 
凡生 “simnzdz 一 2 (4.9) 
0 0 7 
其 中 的 常数 了 为 
1，7 为 奇数 ， 
T= (4.10) 
亚 ， 为 偶数 
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这 个 公式 在 今后 的 许多 计算 中 都 会 用 到 , 因此 需要 记 住 . 例如 , 读者 若 能 记得 这 个 
公式 , 即 可 直接 写 出 以 下 几 个 等 式 : 


元 
人 
| COS zdz=|， sin 2 d2 一 ' 闷 三 才 ， 
区 远 ， 
四 六 上 2 2 元 二 ( 了 ) 元 
cos"ZSin 2 dz 一 cos (1 一 cos“2)d7 三 : 寺 |1 一 二 =- 一 
| 人 ) 2 2 4 16 


区 


2 .7 6.4.2 16 
Sin' 2 dz 一 7 6 二 -35 


开 
系 


习题 2283 利用 递 推 公式 计算 含有 正 整数 值 的 参数 ”的 积分 厂 =| 1 
0 


解 ” 利 用 三 角 恒 等 式 tan2z = sec2z 一 1 即 可 递 推 如 下 : 


工 


4 
太一 | tan2n" -2 (sec2z 一 1)dz 一 | tan2" 2222dtanz) 一 万 -1 


0 0 
工 
四 1 罗江 和 | 洁 ，- 加 殉 
=- 二 ETtanm ol 一 5 
然后 从 万 = 出 发 即 可 递 推 得 到 
过 (Try 工 
和 三 有 23 十 十 (一 贡 ) 十 (一 贡 ) 4 
本 1 1 2 
省 


注 仿照 后 面 84.3 的 习题 2326.1(b), 不 难 证 明 本 题 的 积分 厂 当即 一 co 时 的 极限 
为 0, 从 而 就 得 到 著名 的 莱 布 尼 茨 级 数 (又 见 85.5.3 的 习题 2869 与 85.6.1 的 习题 2938): 


元 人 n-l1_ 1 工 ，..， 
和 RE 
2 风 一 工 
了 多 一 工 


习题 2286 用 递 推 公 


出 
车 
站 
落 
司 


1 
了 正 整数 值 的 参数 m” 的 积分 丈 = | 27m(InzZ)”d2. 
0 


解 ”用 分 部 积分 法 得 到 


1 ?10 十 1 1 多 四 儿 770 也 一 工 0 汪 也 
二 下 T7Z ln 本 mm]| = (nz) dz 一 南 直 T 和 -1， 
1 隐 
然后 从 厂 = | zmdz = 一 上 出 发 即 可 递 推 得 到 
0 7 十 工 
1 
二 (出 = : 
(1) (mm 十 1)?+1 


注 “本 题 的 答案 对 于 大 于 -1 的 任何 实数 mm 都 对 . 当 mm 入 -1 时 , 从 84.4 的 广义 积 
分 理论 可 知 积分 发 散 . 

在 《习题 集 》 中 指出 , 以 下 的 积分 计算 可 以 利用 欧 拉 公式 在 复数 域 中 进行 . (在 本 
书 前 面 已 经 有 许多 这 方面 的 例子 .) 在 下 面 的 题解 中 , 我 们 将 根据 哪 一 种 方法 更 为 有 交 
来 决定 用 什么 解法 . 
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用 欧 拉 公式 和 直接 计算 即 可 验证 下 面 的 两 个 习题 2288-2289 的 结论 . 它们 是 今后 计 
算 的 基础 . 例如 , 第 二 个 习题 表明 , 对 于 指数 函数 es (上 夭 0) 的 计算 公式 


b 
pz 工 kz FED Ra 
| dz 二 大 .二 天 (人 e “”) 


在 大 为 复数 的 情况 仍然 成 立 . 这 里 只 列 出 这 两 个 习题 , 其 证 明 从 略 . 


习题 2288 利用 欧 拉 公式 eiz = cosz + isinz, 证 明 : 


2r | 0， 若 7 儿 天 7 
| eimZe 一 im dz 二 
0 


2T， 若 mn 一， 


其 中 mm 和 7 为 整数 . 
习题 2289 证 明 


ba+iB) -ea(a+ig) 
(a 二 iB)z _ e e@ 
| 人 CQ 二 这 ， 


其 中 愉 和 0 为 常数 . 


对 于 下 面 的 习题 2290-2294，《 习 题 集 》 中 提出 利用 欧 拉 公式 
六 (er 二 ez)， sinz 一 也 (eiz 一 e- 闻 ) 


21 
进行 计算 . 下 面 的 题解 则 从 更 广泛 的 范围 来 选择 方法 . 


COS 2 一 


工 
习题 2290 求 | sa mm2cos2nzdz, 其 中 风 和 7 为 正 整 数 . 
0 
解 ”经 过 尝试 , 本 题 不 用 复方 法 可 能 更 简单 一 点 . 将 积分 记 为 T(r,m), 则 可 用 分 部 
积分 法 推导 其 递 推 公式 如 下 
工 工 
了 (mw 刀 ) 一 上 sin2m z cos2m z dz 一 上 sin2m zcos2n-1zd(sin z) 
0 0 
工 工 
2 
吝 5 | 十 各 二 下 sin2m 二 2 2 cos2n 2 2 dz 
未 0 
开 
2 一 1 12 .2m 二 27m 一 
| | sin (1 一 Cos Z) cos 0 d0 
_ 27 一 罗 
= 媒 =TUromn 一 3 一 rom 
2 一 1 
加 人 1) 


-H 国 


碧 汀 人 N 和 (27mm 一 1)! . 工 三 本 党 刘 五 

5 利用 公式 (49) 即 有 Tom 0) = 人 2 二. 可 ,于 是 就 可 过 得 到 
加 (2 一 1)(2 风 一 3) 1 

CR 
_ (27 一 1 一 JI 区 


2mfr( mL 2 
对 下 一 题 先 给 出 递 推 公式 的 解法 , 然后 介绍 两 种 直接 计算 方法 . 
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习题 2291 求 | 呈 宇 dr 
0 SIT 


解 1 记 所 求 积分 为 , 用 三 角 恒 等 式 即 可 导出 递 推 公式 如 下 (其 中 设 交 > 2): 
fsin(m 一 1)ZcosZ 十 cos( 有 一 1)zsinz 
人 Sin 人 


一 r si 一 JJzcosZ dv | cogs(7 一 1)z dz 
0 Sin 人 0 
加 | [sin(m 一 2)2cosZ 十 cos( 风 一 2)ZSinzlcosz 全 


0 Sin 了 


克 
cos( 几 一 2)D cosZ d2 


0 


。 2 
T (1 一 Sin 2Z) sin(7 一 2)Z dz+| 
Sin 2 


已 


区 
= 刀 -2 十 | [cos( 人 7 一 2)zcosZz 一 sin( 人 一 2)7ZSsinzZ]dz 
0 


克 
三 羽 2 | cos(7 一 1)zdz = 万 -2. 
0 


由 五 开 和 厂 = 0 开始 作 递 推 即 可 得 到 Pxzsl = 并 和 kx = 0. 
解 2 记 所 求 积 分 为 丈 . 用 欧 拉 公式 , 则 有 
Sinnz _ 一 有 ein-Dz 上 ein-az 十 .十 erin-3z 十 erin-Dz， (4.11) 
Sin Z eiz 一 e 一 这 
然后 分 别 讨 论 ”为 奇数 和 偶数 的 情况 . 
当 允 =25 十 1 时 , 在 (4.11) 右边 有 奇数 项 , 在 各 项 的 指数 中 , 郊 一 1m 一 3 一 (m 
3),-( 一 1) 都 是 偶数 , 在 正中 间 一 项 的 指数 等 于 0. 除了 这 一 项 在 [0,x] 上 的 积分 为 工 
之 外 , 将 其 中 的 第 了 项 与 倒数 第 7 项 相 加 , 并 再 次 用 欧 拉 公式 , 这 样 就 在 7 = 1,2,…… ,K 
均 有 


eeo 二 erilj)zlduz 二 2 | cos2jzdz = 0， 
0 0 
可 见 有 pl = 区. 


当 交 = 2 时 , 采取 相同 的 方法 得 到 的 天 个 积分 也 都 等 于 0, 只 是 这 时 在 (4.11) 右边 
只 有 偶数 项 , 每 项 的 指数 为 奇数 , 因此 可 用 相同 方法 得 到 72x = 0. 
解 3 (概要 ) 利用 三 角 函 数 的 积 化 和 差 公 式 , 即 可 分 别 得 到 如 下 的 恒等式 (这 里 可 
参考 82.1.4 的 习题 1024(b) 中 的 计算 方法 ): 
sin(2K 十 1)Z 


= 1 十 2(cos2z 十 cos47 十 … :十 cos2K7)， 
S10 人 
in(25 
ee 三 2[cosz 二 cos37 十.… 十 cos(25 一 1)Z]， 
Sin 人 


然后 在 [0, 上 积分 即 可 得 到 与 解 1 相同 的 答案 . 
注 在 区 间 [0,xl] 上 有 


sinm( 人 (一 2) 二 (Tinti Sin 7 也 
sin( 工 一 2) Sin 7 


因此 当 = 2 时 ,被 积 函 数 Sn2 关于 区 间 中 点 茸 为 奇 函 数 . 利用 84.2.5 中 关于 对 
称 性 的 命题 4.8 即 可 知 其 积分 zx = 0. 
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cos(2 刀 十 1)Z 
COS 了 7 


习题 2292 求 | dz. 
0 


解 (概要 ) ” 记 所 求 积分 为 闷 . 习题 2291 的 三 个 解法 都 可 以 用 于 此 题 . 例如 用 其 
的 解 1 即 可 得 到 递 推 公式 到 = 一 六 -1 因 有 矶 = 即 得 到 = (一 DT. 当然 除了 这 三 
种 解法 之 外 也 还 有 分 部 积分 法 等 可 用 . 


习题 2293 求 | cos"zeosnzdz 
0 


解 1 记 所 求 的 积分 为 六 , 用 分 部 积分 法 计算 如 下 : 
庆 下 cos"zZsin7mZ | 
7 


十 | sin7 .cos"-1zZ.sinzdz 
0 


克 
一 | cos" zt 人 (sinmzsinz 十 cosnzcosz)dz 一 瑟 


可 踢 二 二 本 工 
二 | COS 2Zcos(7 一 1)zdz 一 灰 王 可 和 1， 
0 
再 利用 页 = mr, 可 见 就 有 厂 = 六 - 
解 2 记 所 求 的 积分 为 丈 , 引入 复 积 分 
一 | Cos Z einz dz， 
0 

则 元 是 z 的 实 部 . 利用 分 部 积分 法 就 有 

灰 三 Re(Ln) = Re( 均 ein Cos 


人 


全 1 
十 | ecos zsinzdz) 
0 1 J0 
一 Re | cos" 1z[enz(cosz 一 isinz) 一 emz cosz] dz) 
0 
王 Re(L 1 一 DJ) = 万-1 一 五 = 了 见 一 1) 
以 下 与 解 工 相同 . 


习题 2294 求 | sin7" 2 sin727Z dz. 
0 


提示 记 所 求 积分 为 mn. 当 = 1 时 有 五 = | sn?zdz = 可. 对 于 > 2 用 习题 
0 
2293 的 两 个 方法 都 可 得 到 递 推 公式 五 = 一 五 -> 


习题 2295 求 sin" 1zcos(2 十 1)zdz (mn 为 正 整 数 )， 
0 


解 1 从 sin"+lzcos(2 十 1)z 的 积分 开始 作 两 次 分 部 积分 , 得 到 


sin( 刀 十 1)Z . mAI 


区 


下 sin"+lzcos( 十 1)zdz 一 Sin 一 | sin"ZcosZsin(7 十 1)Zdz 
0 贱 十 工 0  J0 
工 芭 克 
ER sinazcosz| -一 | cosgm +Dzmsinc-lzcos2z sinztlz)dz 
有 十 工 0 7 十 Jo 


克 
= 一 亏 1 ] | cos( 十 TD)zImsin" 1z(l 一 sin2z) 一 sin?+lzldz 
下 J0 


克 
= 一 亏 名 | sin" -1 zZcos( 有 十 1)zZdz 十 | sinz+lzcos(m 十 1)zdz， 
十 虐 Jo 0 
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可 见 本 题 的 积分 为 0. 
解 2[13] 本 题 可 直接 求 积 如 下 : 


| sin" lzcos(m 十 1)zdz 一 | sin" lz(cosmnzcosz 一 sinmzsinz)dz 
0 0 


_ Sin"” 7Z 
几 


开 
1 z 
cos72| 一 二 | sin”zd(cos7DD) 
0 7 J0 


克 
一 | sin "zsin7m2 dz 一 0. 
0 
解 3 [6] 也 可 以 从 

(sin7 zcosmz)' 一 msin7? 1zcosmnzcosz 一 msin7 zsin7ma 


一 msin" 1z(cosmnzcosz 一 sinmzsin2z) 


一 msin7-Lzcos(m 十 1)z， 


即 可 得 到 


1 人 
| sin"-1zcos(m 十 1)zdz 一 二 sin" zcosmZ| 王 0. 
0 0 


习题 2296 求 | cos" -zsin(72 十 1)zdz (mn 为 正 整 数 ). 
0 


提示 “习题 2295 的 前 两 个 解法 在 这 里 都 有 效 . 此 外 , 还 可 证 明 本 题 的 被 积 函 数 在 
[0,x] 上 关于 其 点 部 为 奇 函数 , 因此 可 直接 用 8$4.2.5 中 关于 对 称 性 的 命题 4.8 得 到 其 
积分 为 0 (参见 习题 2291 的 注 ). 


习题 2297 求 | 。 ez cos2Z dz (7 为 正 整数 )， 


解 ” 记 所 求 积 分 为 灰 , 则 不 难 用 分 部 积分 求 出 递 推 公式 , 然而 这 个 公式 比较 复杂 ， 
用 它 进 行 递 推 计算 似 不 方便 , 还 不 如 像 习 题 2291 的 解 2 或 解 3 那样 直接 积分 为 好 . 
用 欧 拉 公 式 可 将 cos2n z 化 为 倍 角 人 


iz 一 iZ \ 27m 
cos27 办 二 ( @ 村 证- = 二 [ i2m7 人 站 (CR 


k 


于 5353 外 2 人 0 2 再 C2me-i2nz 


二 去 |c +2 瑟 吹 Cos2( om 一 bz|， 
然后 乘 以 er 在 [0， 上 积分 . 这 时 可 以 利用 83.1.6 的 习题 1828 的 结果 , 即 公式 
7 cos pz dz 一 -ra cospDZ 十 bsin bz) 十 C， 
或 者 直接 用 分 部 积分 法 计算 定 积分 , 就 可 以 得 到 
上 e ”cos2( 几 一 K)Zdz 一 


al 2 


0 十 4 一 让 2 
于 是 答案 为 
么 2 d 1 一 全 业 C 2 < CR 相 
e 7 COS 风 王 一 一 一 | 一 人 Cg 十 Se 
0 和 2 和 攻 5 和 ao2 十 4 一 旭 )2 


K 一 0 
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习题 2298 求 上 ln cosZcos2mnz dz (m 为 正 整 数 ). 
提示 “将 被 积 表达 式 | 之 后 分 部 积分 , 对 积分 号 外 的 项 用 
洛 必 达 法 则 计算 , 对 余下 的 积分 则 可 归结 为 习题 2292 中 的 积分 . 该 题 的 积分 区 间 虽 然 
是 [0, 了 ], 但 其 被 积 函数 关于 区 间 中 点 加 为 偶 函 数 , 因此 也 就 提供 了 本 题 的 答案 . 
习题 2299 ( 欧 拉 积 分 ) 多 次 利 ) es 计算 
忆 (mm,7) 三 | ZmTI(L 一 ZL dz， 
0 


其 中 冯 和 郊 为 正 整数 . 


提示 “本 是 的 答案 为 二 寺 T， 用 分 部 积分 法 计算 没有 困难 . 这 里 要 指出 ， 
这 个 欧 拉 积分 也 称 为 贝塔 函数 ,是 用 含 参 变量 积分 定义 的 重要 的 特殊 函数 ， 与 它 有 关 的 
习题 见 《习题 集 》 的 87.4 其 标题 就 是 欧 拉 积分 ， 只 是 那里 的 二 元 函数 B(z, 攻 的 定义 
域 为 Z > -1,y > -1, 而 本 题 只 是 对 于 z,y 为 正 整 数 的 情况 进行 计算 . 


习题 2300 勒 让 德 多 项 式 P(z) 可 由 以 下 公式 定义 : 


1 内 刀 


0， 若 人 天 mu， 


到 1T， 有 了 他 二 候 


证 对 于 不 关 不 纺 设 m < mw 且 不 必 考虑 在 定义 中 的 常数 因子 . 这 样 就 有 
1 
度 必 ie -De le 一 Dmo 


一 上 
1 


旺 | 


可 Ce- 和 [(z2 一 1) 人 
办 | 


= -| { 轻 -09 ee 
一 1 
可 见 在 浆 十 1 次 分 部 积分 后 就 有 [(z2 -- J) 中 2m+39) 三 0, 而 由 于 m > my, 利用 (z2 一 JJ" 
有 兄 重 零点 -1 和 1, 因此 在 积分 号 外 的 项 总 是 等 于 0 的 . 
对 于 浆 = 可 以 如 上 面 那样 先 作 呈 次 分 部 积分 , 利用 [(z2 - 1 = (27)5 然 

后 再 用 代 换 z = sin 妃 并 利用 公式 (4.9), 即 可 积分 如 下 : 

1 1 1 2711 人 全 

| P2(zjdz 一 -0 Co 人 -DJndz= 二 (一 z2)ndz 


22(ml 


(27m)! (27m)1 2 
22r(p027 ” (2n+DT 2 十 1 


亚 


2 
7 ?| cos2"+1tdt 一 
0 


注 这 里 指出 本 题 的 意义 . 它 表 明 , 将 函数 ffz),g(z) 的 积分 | flzje(z)dz = 0 
作为 两 个 函数 正 交 的 定义 时 , 勒 让 德 多 项 式 构成 在 区 间 [1,1] 上 的 函数 空间 中 的 一 个 
正 交 系 . 此 外 , 还 可 见 P,(z) 与 所 有 < 邑 的 砚 次 多 项 式 正 交 
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4.2.7 “有 界 不 连续 函数 的 积分 计算 (习题 2301-2315) 
为 此 首先 要 推广 原 函数 和 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 的 适用 范围 . 


习题 2301 设 函 数 ffz) 在 [wa 上 可 积 , 函数 R(z) 在 [ww 内 除了 有 限 个 内 点 
ci =12 0D) 及 点 a 与 ， 开 (zZ) = xz), 而 这 些 点 是 R(z) 的 第 一 类 
不 连续 点 (广义 原 函数 ). 证 明 : 


| aaz=Pe-0 0) 一 下 (a + 0 -YE F(ci 十 0) 一 忆 (ci 一 0)]. 


4 二 


解 不 妨 设 <ca<c< .<c<b 且 记 a=cob= co 则 由 定 积分 关于 区 
闻 的 可 加 性 , 就 有 


[aa 并 六 vodr 


0 
根据 定 积分 关于 积分 限 的 连续 性 定理 ( 见 84.2.3 的 命题 4.5(D)), 对 上 式 右边 和 式 内 的 每 
个 积分 , 即 对 ;= 0,1 ,2 了 2 有 


”Foodz= 和 jz) dz 
要 0 


ci 十 77 


一 ,imo[F(cr 一 0) 一 忆 (c 二 JJ] = 忆 cl 一 0) 一 FE(ci+0)， 


其 中 用 到 在 7 > 0 充分 小 时 , P(z) = jz) 在 区 间 [cs 十 mei 一 可 上 成 立 , 且 P(z) 在 
每 个 点 ci 处 存在 两 个 单 侧 极限 的 条 件 . 
合并 以 上 结果 , 就 有 


| aaz= 世 六 7mdtz=> Pa -9-Fe+o 


注 “ 由 此 可 见 , 为 了 能 够 在 区 间 [中 上 使 用 广义 的 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 
| Fodz= FF 一 0)- Fae+0)， 
我 们 要 求 F(z) 在 [ao 中 上 连续 . 否则 就 需要 加 入 与 内 点 cg 有 关 项 的 计算 ， 


习题 2302 设 函 数 /z) 在 闭 区 间 [可 上 可 积 , 而 
F(z) = 儿 站 | (6dt 
为 Flz) 的 不 定 积分 . 证 明 : 函数 F(z) 连续 , 且 在 函数 Flz) 连续 的 一 切 点 处 成 立 等 式 


GZz) = 太 z) 
问 在 函数 /z) 的 不 连续 点 处 函数 下 (z) 的 导数 是 什么 ? 


(a) j( 坪 ) 
(b) /lz) = 


解 ”要 证 明 的 两 点 已 在 前 面 写 成 为 84.2.3 的 命题 4.5 的 (1) 和 (2). 由 于 在 微 积 分 


84.2 。 利用 不 定 积分 计算 定 积分 的 方法 ( 习 


的 每 本 教科 书 中 都 有 它们 的 证 明 , 这 里 从 略 . 


关于 F(z) 在 


在 函数 /z) 的 不 连续 点 的 可 导 情 况 , 可 以 先 看 zo 是 fz) 的 第 一 类 不 ; 


题 2206-2315 ) 1 


) 三 0 


续 点 的 情况 . 根据 区 间 上 的 导 函 数 不 可 能 有 第 一 类 不 连续 点 的 定理 ( 见 82.6.5 中 的 命 
2.2), 因此 在 点 zo 处 不 可 能 成 立 玉 (zo) = jzo)， 


下 面 观察 题 


页 中 提供 的 例子 (a) 和 (D). 


例子 (a) 


不 连续 点 , 因此 


这 与 上 面 的 分 析 是 一 至 的 


还 可 看 出 ， 


的 函数 jz) 除去 可 列 个 点 之 外 都 等 于 0, 因此 任 取 区 间 [o, 中 都 只 能 
到 F(z) 三 C. 这 时 在 点 1/m 处 , 玉 (1/m) = 0, 然而 /1/m) = 1. 由 于 点 1/m 都 是 第 一 


这 些 点 1/m 都 是 可 去 不 连续 点 , 因此 只 要 重新 定义 了 在 这 些 点 上 的 值 
0, 就 恢复 了 7 的 连续 性 . 这 也 表明 , 当 zo 是 上 的 可 去 不 连续 点 时 , 术 (zo) 总 是 存在 的 . 


然而 例子 (a) 中 的 > = 0 是 第 二 类 不 连续 点 , 这 时 去 


习题 2302 


第 二 类 不 连续 点 处 严 与 天 的 值 可 以 相等 (当然 也 可 以 不 相等 ). 
例子 (b) 则 反映 了 第 一 类 不 连续 点 的 另 一 利 
这 时 在 zx =0 处 玉 不 可 导 . 


1 有 严 (0) = 0) = 0, 这 表明 


的 公式 表明 , 可 以 用 定 积分 写 出 广义 原 


2303-2308 就 是 这 方面 的 计算 题 . 举 一 个 例子 


习题 2304 求 不 定 积 | sina) dz:. 


59 


题 


在 


:可 能 性 . 容易 看 到 有 下 (z) = lz| 二 C， 


函数 与 不 定 积分 . 下 面 的 习题 


解 ”由 于 被 积 函数 是 奇 函 数 , 因此 其 原 函 数 都 是 偶 函数 ( 见 84.2.5 的 习题 2259 和 


第 三 章 开 始 的 命题 3.1). 又 因 被 积 函数 是 周期 2r 的 周 


期 函数 , 且 在 一 个 周期 长 的 区 


(例如 [--T, 如 ) 上 的 积分 为 0, 因此 原 函 数 也 是 有 周期 2r 的 周期 函数 ( 见 84.2.5 的 习题 


2267). 于 是 只 要 求 出 在 在 [0,T] 上 的 原 函 数 表达 式 , 然后 偶 延 拓 到 [-T, 0], 再 以 周期 2r 


拓 到 整个 实数 范围 即 可 . 


在 [0,zx] 上 


用 定 积分 计算 得 到 
F(z) = C++ | sgnfsinzjdz 一 C 十 2 
0 


表达 式 为 jz 一 24z| 十 C. 在 下 面 的 附 图 中 作出 了 C = 0 
注 “上述 原 函 数 可 以 有 多 种 表达 式 . 例如 , arccos(cos z) + C 就 是 一 个 不 错 的 选择 


(参见 第 一 册 附 录 一 的 习题 320 和 81.8.2 的 习题 770 的 注 


接近 的 整数 的 吕 


E 离 , 则 也 可 以 用 (z/r) + C 来 表示 这 样 


的 习题 362(e) 的 图 像 ). 


(0 入 工科 TT)， 


于 是 在 [-T,Xl 上 的 不 定 积分 为 |z| + C, 而 对 每 个 整数 忆 , 在 [(28 - TD)r, (25 十 1])xl 上 


的 原 函 数 的 图 像 . 


). 若 定义 (z) 是 数 > 到 与 它 


间 
题 


延 


的 


最 


的 不 定 积分 (参见 第 一 册 附 录 
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习题 2304 的 附 图 


习题 2309-2315 是 定 积 分 的 计算 题 . 在 这 些 习题 中 的 不 连续 性 多 数 是 由 于 在 函数 的 

合 运算 中 出 现 了 符号 函数 sgn(z) 和 取 最 大 整数 函数 [z] 而 引起 的 , 一 般 只 要 分 段 求 积 
即 可 . 这 方面 只 举 一 个 例子 ， 的 被 积 函 数 在 积分 区 间 内 有 无 限 多 个 不 连续 点 , 从 而 
需要 通过 对 积分 限 取 极 限 才能 得 到 最 后 的 结果 . 


习题 2314 求 定 积分 | 3 
0 


解 由 于 在 0,1] 上 sin(m z) 的 零点 都 是 被 积 函数 的 不 连续 点 , 因此 就 知道 存在 天 
限 多 个 不 连续 点 mm = e-i, 大 = 0,1, 2 此外, 作为 它们 的 聚 点 , z = 0 也 是 一 个 不 
连续 点 . 参照 习题 2194 中 的 函数 f(z) = sgn ( sn 亚 )，z e [0,]], 即 可 证 明 本 题 的 被 积 
函数 可 积 . 
于 是 根据 命题 4.5(1) (或 者 习题 2302), 即 定 积分 是 变动 积分 限 的 连续 函数 , 因此 可 
以 通过 下 列 极限 来 计算 所 要 求 的 积分 : 
sgnlsin(lnz)] dz 三 im | sgnlsin(lnz)] dz 


e 一 e 一 (ER 一 1)T 


1 

一 im [| (-Ddz+| | (-D*dz| 

= im [一 和 -e+ 一 e 二 二 (DA 一人 人 
三 遍 罗 有 _ 一 (KE 一 e 开 一 1 

人 
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84.3 中 值 定 理 (习题 2316-2333 ) 
内 容 简介 ”本 节 主 要 学 习 两 个 积分 中 值 定 理 在 积分 估计 和 极限 计算 等 方面 的 应 用 . 


汉 
习题 2316 (a) 确定 积分 | “zasinzdz 的 符号 . 
0 


解 1 考虑 到 附 图 中 被 积 函 数 的 图 像 , 即 可 看 出 本 9 


题 的 积分 值 小 于 0, 且 提 示 我 们 将 积分 分 拆 如 下 : 1 

2T 已 汪 六 T 2 

二 zsinzdz=| snzdz+| 2ZSin2z dz 红 

0 0 区 一 1 
然后 在 第 二 个 积分 中 作 平 移 代 换 z = 二 二 区, 并 在 代 换 
后 将 二 改 记 为 z, 这 样 就 得 到 三 

T= | zsinzdz-| e+msmzdz -如 

0 0 
下 
一 -| sinzdz < 0. 习题 2316(a) 的 附 图 


注 _ 本 题 的 积分 很 容易 直接 计算 出 来 , 而 不 必 作 估计 . 因此 我 们 提出 这 样 的 问题 ， 
即 从 方法 论 的 角度 来 看 , 若 将 被 积 函数 中 的 z 换 为 严格 单调 递增 函数 六 z), 则 相应 的 积 
分 是 否 还 是 小 于 0? 下 面 将 看 到 , 将 解 1 中 的 方法 作 推广 , 或 者 利用 两 个 中 值 定 理 , 都 可 
以 证 明 这 个 问题 的 答案 是 上 表 定 的 包 . 
解 2 设 /z) 于 区 间 [0,2mj 上 严格 单调 递增 , 则 利用 解 1 的 方法 可 以 得 到 
人 jz)sinz dz 三 | 7 sin2 dz 十 下 jz)sinzdz 
0 0 


开 


一 | smzdz 十 | 7e+msntz+mdr 


0 
一 | DG 一 (z+T)lsinzdz < 0， 
0 
这 里 最 后 利用 了 被 积 函 数 处 处 为 负 , 因此 积分 必定 小 于 0 (参见 84.1.4 的 习题 2205). 
解 3 在 jz) 于 区 间 [0,2z] 上 严格 单调 递增 且 连 续 时 , 利用 积分 分 拆 和 积分 第 一 
中 值 定理 即 可 估计 如 下 : 
下 jz)sinz dz 王 | jzZz)sinz dz 十 上 jzZ)sinzdz 
0 0 区 


= /cl) sinzZ dz 十 jc) 电 sin2 dz 


开 
= [ceo 一 太 caj| | sin2dz < 0， 
0 

其 中 利用 了 sinz 在 区 间 [o, 台 和 [, 2 上 分 别 保 号 , 从 而 可 以 两 次 使 用 积分 第 一 中 值 
定理 得 到 cl e (0,T) 和 cz e (r, 2r). 由 于 了 严格 单调 递增 , 可 见 /ci) < jc2). 
G 在 解 3 和解 4 中 部 需 要 用 到 “中 值 > 的 内 点 性 ， 在 积分 第 一 中 值 定理 中 , 在 广 连 续 和 保 号 的 条 件 下 可 
以 保证 发 jz)o(z) dz 一 jc) 也 wo(Z) dz 中 的 “中 值 ”c 为 区 间 [aw， g 的 内 点 ， 即 有 au < c < 读者 可 以 参 
看 [34] 的 例题 10.2.2 及 其 注 . 类 似 的 讨论 还 见 [32, 35] 等 参考 书 . 此 外 , 对 于 积分 第 二 中 值 定理 的 & 的 内 点 
性 也 有 类 似 的 讨论 , 见 [35]. 
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解 4 在 jz) 于 区 间 [0,2zx] 上 严格 单调 递增 且 非 负 时 , 利用 积分 第 二 中 值 


<e (0,2r) ( 见 上 页 的 底 注 ), 使 得 成 立 
厂 jz)sinzdz =2 一 0) 虹 sin Z dz 
0 《 


2 


一 2 一 0). (一 cosZ) 8 


一 25 一 0)(1 一 cosc)<0 


习题 2321 设 /(z) se CI0, 上 +co)， lim jz) = 4, 求 


2Z 一 十 co 


lim 工 | FDd 
0 


和 一 十 co 化 


研究 例子 f(z) = arctan 7z. 


分 析 ”本题 可 以 参考 84.2.3 的 习题 2233(d) 的 解 1. 
二 型 的 不 定式 的 洛 必 达 法 则 ( 即 82.9.4 的 命题 2.10) 是 合适 的 . 
另 一 个 方法 是 利用 $1.5.7 之 3 中 的 习题 608(a), 于 是 有 


lim 人 lim 二 0D dt 


2 一 十 co 化 2 一 十 co 


余下 的 是 只 要 证 明 右 这 的 极限 存在 且 等 于 4. 这 样 就 可 以 模仿 习题 2233 


< 
可 

这 

蚂 
玖 
气 
详 


如 该 处 所 示 , 在 这 里 应 ) 


j 关 于 


习题 2323-2325 是 用 积分 第 一 中 值 定理 对 积分 的 估计 , 下 面 看 其 中 第 三 题 . 


化 


100 一 
习题 2325 利用 第 一 中 值 定理 估计 积分 | “一 dz. 
0 2 十 100 


解 1 积分 第 一 中 值 定 理 的 关键 条 件 是 在 被 积 函 数 /zj)2(z) 的 两 个 


d) 的 解 2 来 解 


子 中 有 一 个 


保 号 . 本 题 的 er” 和 一 -二 0 在 积分 区 间 [0,100] 上 都 是 保 号 的 , 因此 至 少 可 以 有 两 种 
方式 来 应 用 第 一 中 值 定理 , 经 比较 后 可 知 下 面 的 方式 所 得 到 的 估计 比较 准确 一 些 . 


这 时 有 c e (0, 100), 使 得 成 立 


c 十 100 


100 -zx 100 
| 有 | erzdz 二 一 上 (1- 全 0) 


0 并 +100 c 二 100 |j。 


100 
0.005 < | dz < 0.01. 
0 


上 100 


由 于 er-100 s 3.7 x 10- 竺 非常 小 , 若 忽 略 不 计 , 则 就 从 0 < c < 100 得 到 估计 


解 2 在 解 1 中 得 到 的 估计 值 的 上 界 和 下 界 之 比 为 2: 1. 其 实 若 再 结合 


方法 , 就 可 以 得 到 更 精确 的 估计 (参见 [34] 的 811.3). 
如 下 在 分 部 积分 后 再 用 第 一 中 值 定 理 , 则 就 有 c e (0,100), 使 得 成 立 


100 Ge 一 村 二 一 e 一 2 100 100 e 
| zz+100 汪 一 7 了 TI100|。 | (Zz 十 100) 


六 一 00 1 一 100 
站 人 人 字 
200 (c 十 100)2 4 


2 


d2 


分 部 积 4 


4 
二 下 
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因此 就 可 得 到 估计 
100 一 纪 
dz < 0.009 975. 
0 


0.009900 < | 二 0 
用 Mathematica 软件 容易 计算 出 这 个 积分 的 近似 值 为 0.00990194, 可 见 上 述 估计 已 相 
当 准 确 . (这 样 的 方法 还 可 继续 下 去 , 参见 85.8.3 的 习题 3050.) 


区 
2 


习题 2326 .1(b) 证 明 等 式 lim | sinzdz 一 0. 
亿 一 OO 0 


分 析 ”这 是 数列 极限 问题 , 只 是 数列 的 每 一 项 是 一 个 定 积分 . 在 附 图 的 4 幅 分 图 中 ， 
分 别 用 粗 黑 曲线 作出 了 = 1 10,100,1000 的 y= sin7z 的 图 像 (同时 用 虚线 描 出 其 他 
三 条 曲线 ), 其 下 填 以 灰色 的 曲 边 三 角形 的 面积 就 是 定 积分 = 此 可 见 , 对 
任何 点 ze 0,r/2), 都 有 sinzz 0(n oo)， 《 


ie 


日 固定 ”时 (不 论 交 多 大 ), 在 点 r/2 的 
左 侧 邻 近 ,sin z 总 有 接近 于 1 的 值 . 于 是 可 用 “分 而 治之 ”的 方法 来 解决 问题 


T/2 仑 


习题 2326.1(b) 的 附 图 


解 1 对 给 定 的 s> 0 (不 妨 设 已 有 = < 了), 取 4 = 然后 对 积分 估计 如 下 : 
区 二 区 
F2 2 。 2 
0 << | Sin” 2 dz 一 | Sin” 2 dz 十 Sin" 2 dz 
0 0 妆 一 5 
隐 m7 允 
么 本 sin ( 亏 一 9) 十 0 
隐 7 必 
去 可 co8 0 十 本 : 


利 


[ea 


0 < cos6 < 1, 存在 N, 使 得 当 m > N 时 成 立 0 < 于 cos" 6 去 这 样 就 证 明了 数 
区 


列 { | sm" rdz} 的 极限 为 0 


解 2 能 否 用 第 一 中 值 定理 给 出 证 明 ? 若 直接 用 


区 


sin "2 dz 一 Sin” cn 

则 即使 利用 中 值 入 的 内 点 性 ( 见 161 页 的 底 注 ), 由 于 饼 可 任意 接近 于 T/2, 因此 sin 细 
可 任意 接近 于 1, 从 而 不 能 背 定 上 式 的 极限 为 0. 
关键 是 要 使 所 有 如 离开 点 FT/2 一 个 确定 (然而 可 以 很 小 ) 的 距离 . 如 果 先 作 解 1 那 
单 的 积分 分 拆 , 然后 对 [0,r/2 - 5] 上 的 积分 用 第 一 中 值 定 理 , 则 在 本 质 上 与 解 1 没 有 区 
别 . 以 下 从 略 . 
解 3 采用 与 尺 有 关 的 积分 分 拆 方法 . 设 数列 fen} 的 每 一 项 都 属于 (0,1)， 且 有 


su 一 0( 一 co), 则 有 分 拆 


2 


164 


区 
2 


0o<| Sin"”z dz 一 
0 


写 出 


工 _- 工 
De 2 
Sin ”2 d2 十 Sin “7 dz 
坪 一 en 
。 隐 
sin"( 记 一 sm) 十 En 


三 | 
归 . 


ET :[m(cos sn 一 1)] 


”1 
cos" cn 二 [1 上 +(cosen 一 攻 = 人 十 (cosen 一 划 ] soser ， 


并 利用 1- cosz ~ 训 2 


吕 


AS 


即 可 . 若 取 es = 革 , 则 


lim 7 .<2 一 十 oo 
也 一 OO 


要 令 0< < 于. 例如 , 取 s =1/3 万 ( 见 [25] 


(一 0)( 见 81.5.5 的 (1.32)), 可 见 只 要 使 得 


sin"z dz 的 表达 式 ( 见 84.2.6 的 (4.9))， 


三 | 
归 , 


也 2 
工 
解 4 在 习题 2281 中 已 经 求 出 积分 
_ 1 
此 本 题 相当 于 证 明 数 列 rn = 包 二 HL (n = 1,2,….) 是 无 穷 小 
若 已 经 学 过 沃 利 斯 公式 ( 见 85.1.3 的 命题 5.1), 则 就 有 
也 一 1)!! 引 
oo 记 
因此 这 是 显然 的 . 
若 不 用 对 现 阶 段 来 说 较 深 的 这 个 


和 奇数 项 子 列 {z2n-1} 都 是 无 穷 小 


式 zon < 
V27 十 


结论 及 其 证 明 ( 参 


万 
习题 2328 利用 


提示 “利用 


中 
见 该 题 在 81L.1.1 
立 不 等 式 za-_1 < -元 , 因此 就 得 到 


中 


上 
里 . 


lim 27m 一 1 一 0. 
也 一 OO 


中 值 定理 估计 积分 


= 十 在 [l00r200r 


所 要 的 估计 . 此 外 , 本 题 与 
到 越 来 越 精确 


习题 2331 设 函 数 o(z) 和 V(z) 和 它们 的 平 


尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 @ 


由 


前 


面 的 习题 2325 相 
的 估计 (参见 85.8.3 的 一 般 性 讨论 )， 


200T 
| 100T 


上 单 


单 j 


调 递减 且 非 负 , 即 可 用 


的 解 1 和 在 81.1.6 之 2 中 的 解 2 和 解 3), 就 可 


Sin 和 
一 一 一 d2z. 
人 


的 例 7.7). 


于 是 当 一 co 时 上 式 的 第 2 项 是 无 穷 小 量 , 而 第 一 项 则 是 也 乘 以 1 型 的 不 定式 . 问 
题 在 于 选择 适当 的 sw (” = 1,2,…), 使 得 第 一 项 也 是 无 穷 小 


公式 , 则 可 以 分 别 证 明 {zn} 的 偶数 项 子 列 {fzon} 
. 对 于 {zanu 在 81.1.1 的 习题 9(b) 中 已 经 有 不 等 
一 一 ,从 而 有 lim zzw = 0 ( 即 《习题 集 》 的 习题 68). 仿照 习题 9(b) 的 


过 


以 


第 二 


H 名 
集 : 


值 定 到 


到 


六 


似 , 如 果 


司 时 使 / 


部 积分 


二 采 


方 在 


又 间 [ao, 中 上 可 积 , 证 明 柯 


putojdz} < | modz| wd 


法 , 则 可 以 得 


西 - 布 


中 在 英文 文献 中 这 个 不 等 式 经 常 称 为 施 瓦 茨 不 等 式 ， 它 对 于 84.4 的 广义 积分 也 成 立 ， 此 外 , 对 常 义 积分 


来 说 , 可 积 即 保证 


平方 可 积 ， 


因此 题 设 中 的 


方 可 积 条 件 可 以 去 掉 ， 
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注 ， 这 是 积分 学 中 最 为 基本 的 不 等 式 , 它 同时 是 82.7.2 的 习题 1293 的 柯 西 不 等 式 
在 连续 情况 的 推广 . 对 于 这 类 推广 的 证 明 一 般 至 少 有 两 条 途径 . 第 一 种 是 以 离散 情况 的 
已 知 不 等 式 为 基础 来 推出 连续 情况 的 对 应 的 不 等 式 , 第 二 种 是 将 离散 情况 时 的 证 明 方 
法 移植 到 连续 情况 中 . 如 第 一 册 $1.2.6 中 所 说 , 将 它们 分 别称 为 归结 法 和 模仿 法 . 
解 1 (归结 法 ) 任 取 区 间 [o, 妇 的 一 个 分 划 和 与 之 相 容 的 介 点 集 , 然后 对 黎 曼 和 的 
平方 用 离散 情况 写 出 柯 西 不 等 式 如 下 : 


(w(DwGee) As) = (>e(oVA ) (yp()VAan)) 


大 一 1 大 三 


2 


请 


由 于 o(z)V(z) 22(z) 和 妨 (zz) 都 在 [o 可 上 可 积 , 令 分 划 的 细 度 ||P| 一 0, 就 得 到 所 要 
的 积分 不 等 式 . 


解 2 (模仿 法 一 ) 下 面 模仿 习题 1293 的 解 1 
对 于 任意 实数 入 , 在 区 间 [w, 中 上 函数 po(z) + W(z)]2 非 负 , 因此 有 
| pe +wc 
将 上 式 展开 为 关于 变量 入 的 二 次 三 项 式 : 
72 『 0 人 和 2 人 『 [ 汪 辣 全 到 所 


若 | 22(z) dz > 0, 则 利用 二 次 三 项 式 非 负 时 的 判别 式 非 正 , 就 得 到 所 要 的 积分 不 等 式 . 


dz 之 0. 


戎 | oz(zjdz = 0, 则 从 34.1.4 的 习题 2205 知道 , p(z) 在 其 所 有 连续 点 上 均等 于 0， 
由 于 从 该 题 的 证 明知 道 可 积 函数 的 连续 点 稠密 , 因此 即 可 推出 积 4 | av 三 
从 而 所 要 证 明 的 不 等 式 以 等 式 成 立 , 

解 3 (模仿 法 二 ) 模仿 习题 1293 的 解 2 先 写 出 下 列 自 然 成 立 的 不 等 式 
ozjy(g) -2(0)wW(zjj? > 0 


其 中 的 变量 z,y 都 取 自 区 间 [oa, 世 . 将 y 看 成 为 参数 , 将 z 看 成 为 自 变 量 , 并 将 上 述 不 等 
式 对 于 zz 从 a 积分 到 六 就 得 到 
b b D 
w2(| 22(z)dz - 22(0%( | eolz)y(z)dz 十 2zg| 2(zjdz > 0， 
然后 将 这 个 以 y 为 变量 的 不 等 式 , 对 y 从 o 积分 到 六 并 将 定 积分 中 的 积分 变量 统一 
用 z, 这 样 就 有 
[ 2()dy | oz(zjdz-2 | ol)wpn) dy | ep(zJwW(zjdz+ | o2( 殷 dy | W2(zjdz 


忆 


= | W2(z)dz | ez 四 dz 区 2(z)y(z)dz] 人 
最 后 加 以 整理 就 可 得 到 所 要 的 不 等 式 . 
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习题 2333 证 明 等 式 : 


1 隔 dz=0 (> 0) 


也 一 OO 人 


解 ”如果 将 了 看 成 为 一 个 固定 的 数 , 从 估计 式 


m+P Sin dz| 二 (2 Sinz azs 卫 
网 也 全 必 父 5 


就 知道 结论 成 立 . 


注 “联系 到 下 一 的 广义 积分 , 本 题 的 结论 可 以 加 强 为 证 明 这 个 极限 等 式 关 于 所 


利用 积分 第 二 中 值 定理 , 由 于 二 在 mm 十 可 上 严格 单调 递减 , 因此 存在 ge (0, 1)， 


7 十 D ww; 7 十 0D 
| 骂 2dz= 二 | Sin Z dz， 


因此 就 可 以 得 到 与 p 无 关 的 估计 : 
站 归 可 l= 二 Coal “| < 
可 见 本 题 的 极限 等 式 确实 是 关于 所 有 的 p > 0 一 致 的 . 

将 积分 限 中 的 ” 换 为 任意 正 实数 时 上 述 证 明 仍 然 有 效 ， 因 此 根据 函数 极限 
_lim_ jz) 的 柯 西 收 敛 准 则 (参见 81.2.5 关于 数列 极限 的 柯 西 收 敛 准 则 ), 由 上 述 解 
答 中 关于 p > 0 一 致 收敛 的 结论 , 可 知 存在 极限 


AS 


于 是 按照 广义 积分 的 定义 , 我 们 就 将 上 述 极限 定义 为 积分 ， 3 dz (参见 54.4.2 
0 
的 习题 2378). 关于 这 个 广义 积分 的 计算 见 85.4.5 的 例题 3. 
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84.4 广义 积分 (习题 2334-2395 ) 


内 容 简 介 ”本 节 的 习题 主要 是 广义 积分 的 计算 和 敛 散 性 判别 , 此 外 还 有 少量 理论 
性 的 习题 和 柯 西 主 值 计算 . 广义 积分 即 反常 积分 台 . 与 之 对 照 , 本 章 前 面 定 义 的 定 积 4 
也 称 为 常 义 积 分 . 由 定 积分 的 定义 可 知 , 其 积分 区 间 必 须 是 有 界 的 ( 即 有 限 的 ),， 同时 被 
积 函 数 在 积分 区 间 上 也 必须 有 界 @@. 广义 积分 即 是 对 于 这 两 个 限制 的 突破 . 为 了 方便 起 
见 , 经 常 考 虑 最 为 简单 的 两 类 广义 积分 , 即 积分 区 间 无 界 和 在 有 界 区 间 上 被 积 函数 无 界 
的 两 类 广义 积分 . 其 他 的 广义 积分 一 般 可 以 分 解 为 有 限 个 上 述 两 类 广义 积分 之 和 . 

为 方便 起 见 , 将 广义 积分 中 的 士 o 和 被 积 函数 局 部 无 界 的 点 均 称 为 奇 点 


4.4.1 广义 积分 的 计算 (习题 2334-2357) 


广义 积分 的 定义 是 通过 对 积分 限 取 极限 而 得 到 的 因此 在 被 积 函 数 的 原 函 数 能 
求 出 的 情况 下 ,就 可 以 按照 定义 来 计算 广义 积分 . 如果 极 限 存在 (为 有 限 数 ), 则 按照 定 
义 就 知道 广义 积分 收敛, 因此 对 于 这 样 的 情况 不 需要 另行 讨论 该 广义 积分 的 剑 散 性 . 

本 小 节 即 是 从 简单 到 复杂 的 广义 积分 的 计算 题 , 此 外 , 最 后 还 有 两 个 与 洛 必 达 法 则 
有 关 的 极限 计算 题 . 


十 8 dz 


习题 2339 计算 积分 | 二 


解 1 利用 8$3.2.3 的 习题 1921 的 递 推 公式 , 就 有 
| | dz 27 十 1 二 4 


2 十 1 
二 {t C 
2Z2 二 Z+1D) 3(z2 二 Z 十 1 3V 可 0 V3 人 


然后 根据 广义 积分 的 定义 就 有 


| qd | d2 +| dz 
_oo (Z2 十 Z 十 1 _oo (22+Z+T1 Jo (zz 二 IJ 


0 dz dz : d2Z 
一 1] 一 一 一 一 一 十 ] | 一 一 一 一 ] | 一 一 一 一 一 一 
2 | (Z2 十 2 十 1)? 1 0 (zZ2 十 并 十 1)” 抱 ee D (Z2 十 交 十 了 
一 一 已 


0 十 4 arctan 


话 [ 2 二 二 | ”_ 4 生 
3(zZ 二 Z+H 3v3 V3 Jp 3v3- 


解 2 和 定 积 分 一 样 , 对 广义 积分 也 可 以 用 换 元 法 和 分 部 积分 法 . 于 是 可 以 通过 几 
次 换 元 法 求 积 如 下 ; 
。 @ 按 全 国 科学 技术 名 词 审定 委员 会 公布 的 《数学 名 词 》, 应 称 为 反常 积分 , 这 也 是 我 国 现在 多 数 数学 教材 
中 的 称谓 . 但 因 吉 米 多 维 奇 《 习 题 集 》 中 译本 使 用 了 “广义 积分 ”一 词 ， 本 书 将 沿用 这 一 称谓 . 


@ 若 jz) 在 有 界 区 间 [a,b 上 无 界 , 则 在 组 成 黎 曼 和 时 ， 由 于 在 每 一 个 子 区 间 内 取 介 点 的 任意 性 , 黎 曼 和 
必定 无 界 , 因此 不 可 能 有 极限 , 其 严格 证 明 见 后 面 84.4.3 的 习题 2385. 
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十 co dz 区 十 co d(Z 十 二) 8 
| (z2 十 Z 十 ] | [cz 十 二) 十 汪 ] 加 3V3 


三 | -和 业 (再 令 +=tang) 


bb 


己 。 副 | 2 16 
三 = 一 cos“0d0 = 一 一 ， 
V3 


3 0 3V3 
注 “ 其 中 的 代 换 上 = tang0 将 广义 积分 变换 为 一 
况 ) 在 换 元 中 是 常见 的 现象 . 


2 十 dz 


习题 2341 计算 积分 | 


0 太 十 


解 1 利用 83.1.3 的 习题 1712 的 结果 , 就 有 


十 co 区 于 滑 
| 灾 ] dz 一 _ lim (二 arctan 立 
0 2 十 工 0 一 十 co 


解 2 利用 习题 1712 中 的 方法 , 则 可 直接 计算 如 


0 


| 
旗 人 人 d 


诲 -机 


=2( 1 和 -arctan 
浊 


注 如 附 图 所 示 ， 
一 co 趋 于 十 co. 


习题 2344 计算 分 | 0 
0 ( 工 十 了 ) 


V2 志 


2Z 从 0 十 co 时 , t(z) = 


汪汪 
4 


个 常 义 积分 , 这 (以 及 反 过 来 的 情 


2 

下 : 

z 一 过 ) 
1 


4 区 


3V3 


习题 2341 的 附 图 


然 被 积 函 数 了 


解 1 由 于 lm zimz = 一 0( 参 见 82.9.2 的 习题 1341), 因此 虽 


处 无 定义 , 但 z = 0 并 不 是 奇 点 . 
利用 分 部 积分 法 容易 求 出 不 定 积分 如 下 : 


Zn7z 灿 工 
-Zn dr 一- 上 .1 工 
| 人 | 
nz 雪 和 了 工 
2(L+2z2) 二 4 


然后 就 可 以 计算 得 到 


ln(1+2z2) 十 C 
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fc Znz _( lnz nz 工 2 
| 语 人 2 dz=( 忒 十 了 mn(L+z)) 


) 
2 ) - 和 (5 卫 区 -于 Da 人 1 十 地) 
1 EST+z3 也 


解 2 本 题 有 一 个 特殊 解法 , 这 就 是 将 积分 分 拆 为 在 区 间 [0,1H 和 [1 +co) 上 的 两 
个 积分 , 即 有 


+c Znz 1 2znz +c 2Zmnz 
一 一 二 一 d2 三 | 一 一 二 一 dQ 一 一 一 二 一 dd 
| 人 十 z2]5 四 人 十 Z2]5 z 十 | (十 z2)2 0 


然后 对 右边 第 二 项 的 积分 作 倒 代 换 zx = 于， 即 有 


1 
一 二 jnt 
+c nz 志 1 丰 和 ] 放 二 
一 二 一 所 d2 一 | 一 一 (一 一 1d = 一 | 一 一 dt. 
本 (+ 二) (到 同和 
t2 


可 见 恰好 与 积分 分 拆 后 的 第 一 项 抵消 , 从 而 答案 为 0. 
注 在 解 2 中 出 现 的 现象 也 是 一 种 对 称 性 . 如 果 作 代 换 z = tan 志 则 就 有 


工 
语 Znz dz=| tant. lntant 1 汪 且 


2 
| sintcost .lntantdt. 
0 


0 人 ( 代 十 22)? 0 sec2 
由 sin( 闻 一 旭 cos( 子 一 思 -ntan( 可 一 四 = 一 sintcost.lntant 可 见 被 积 函数 关于 积分 


区 间 [0， 交 ] 的 中 点 守 = 下 为 奇 函数 , 因此 积分 等 于 0，( 这 是 84.2.5 的 命题 4.8 在 广义 
积分 情况 的 推广 .) 


十 ce 
习题 2346 计算 积分 | ez cogsbZ dz (a > 0). 
0 


解 1 利用 83.1.6 的 习题 1828 的 解 1 的 方法 , 就 可 以 计算 如 下 : 


二 co 和 7 十 co 六 二 co 
| e cosbrdz 三 一 一 e cosia| | e “Sin bz dz 
0 4 0 4 Jo0 
1 D _ -az ， 5 12 二 一 QZ 他 
二 siniz|， | 才 0 
解 2 利用 习题 1828 的 解 2 的 方法 ( 即 复数 方法 ), 直接 计算 
十 co 十 oo 十 5 
一 QZ ， (一 a 十 这 )z 到 1 (一 a 十 亡 )z 
| e (cosb7z 十 sinboz) dz 一 | e dz 一 9 ， 
工 Q 十 


0 二 ”0o2 十 好 2， 
等 置 两 边 的 实 部 和 虚 部 , 就 同时 得 到 了 本 题 的 答案 和 下 一 个 习题 2347 的 答案 , 即 


十 痪 -az sin pz dz 一 
e S1Dn 0 2 


习题 2348 利用 递 推 公式 计算 积分 万 =| zne-z* dz (mn 为 正 整数 ) 
0 


解 即 = 0 时 直接 计算 得 到 石 = 1. 然后 用 分 部 积分 法 就 有 
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ez .10nr1dz 一 几 有 1， 


可 见 就 得 到 灰 = 一 1 1 三 

注 “由 此 可 见 , 如 果 将 积分 号 下 的 离散 参数 m” 改 为 连续 参数 , 则 就 可 能 将 阶乘 函数 
jn) = 24 延 拓 成 为 有 连续 自 变量 的 函数 (参见 84.4.2 的 习题 2361). 这 样 的 函数 就 是 
87.4 中 的 伽 马 函 数 (又 见 85.9.3 的 习题 3105 和 85.9.4 的 命题 5.16). 


dz (mn 为 正 整数 )， 


习题 2350 计算 积分 二 2Z(Z 十 T(Z 十 7) 


解 ”根据 有 理 分 式 函 数 的 部 分 分 式 分 解 定 理 ( 见 83.2.1 的 命题 3.2), 有 
1 QQ Q Qm 
Z(Z 十 1) (zz 十 7) 2 二 | 1 和 十 见 ” 
利用 在 习题 1867 的 解 2 中 的 极限 方法 (或 其 他 方法 ), 就 有 
1 
0 一 TD 人 CT CT 二 有 
四 1 二 
Se 人 1) jl(m 一 友 )1 as 7 Cn (RE 四 1， , 7) 
于 是 就 有 


| 元 FTeeGi = ( 王 eme+ 人 | 


亿 


在 二 项 式 展开 (1 + z)”= 人 “中 用 z = -1 代入 , 即 可 见 uo +al 十 … 十 an =0. 
下 面 计算 上 式 右 志 当 2Z 一 is 时 的 极限 什 于 有 等 价 关系 


IT 思 十 有 )o 一 LI R 一 人 20 二 0 二 十 9 二 工 ( 一 十 oo); 
K 一 0 


因此 当 >z 一 +oo 时 将 上 式 左边 4 了 对 雪 后 的 极限 等 于 0. 于 是 就 得 到 


十 品 dz 大 十 工 天 大 
| 一 一 一 一 一 akln(1 十 K) 一 (一 1 Cr In(1l 十 克 )， 
TD - 乞 


十 co 


习题 2352 计算 积分 环 = | 二 (mn 为 正 整 数 ) 


解 1 利用 双 曲 函数 的 性 质 (参见 83.1.8 的 (3.10)-(3.13)), 可 如 下 导出 递 推 公式 
(其 中 设 风 > 2): 
十 co dz +ce dl(tanhz) 
如 二 | 让 =| 本 
0 cosh 2 0 cosh 2 
tanhg 隐 书页 三 测 联 tanhzsinhz dz 
Cosh” 2 0 COSh “了 
十 co 2 ,了 
人 | (cosh 1) dz 
0 Cosh 2 
然后 利用 五 =1 和 万 = 。 (参见 83.1.8 的 习题 1706), 就 得 到 


= 外-DFa 一 (一 D 玉 = 卫 二 上 及 2 


户 


84. 


4 广义 积分 (习题 2334-2395 ) 
(一 1 
人 


其 中 当 为 偶数 时 了 工 = 闻 , 而 
解 2 利用 代 换 z = 


工 
和 0 = 用 串 tdt 一 区 
COS 


其 中 最 后 一 步 利 用 了 代 换 上 + 一 闷 =0. 以 下 用 


而 当 ?m 为 奇数 时 了 = 1 


0 
_dlL_ ， 因 此 就 得 到 


习题 2353 (a)( 欧 拉 积分 ) 的 ln sin z qz. 


ID 


解 ”被 积 函数 在 z = 0 处 局 


部 无 界 , 利用 洛 必 达 法 则 可 以 证 明 


， lngsinZ 
lim 了 302 一 0， 
2 一 十 0 1 


2 


因此 根据 广义 积分 的 比较 判别 法 可 知 本 题 的 广义 积分 收敛 . 
记 积 分 为 盖 利用 $4.2.5 的 命题 4.10 提供 的 方法 , 就 有 


一 工 T_ 工 
三 可 ! 下 D2 


习题 2355 证 明 等 式 : 


0 
工 
和 


一: 三 亚 : 
二 二 了 ]n 2. 


84.2.6 的 公式 (4.9)-(4.10) 即 可 . 
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t 从 了 递增 趋 于 区. 


cos"0d0， 


工 
[nsinz 十 In sin( 本 一 2Z)] dz == | (mnsinz 十 Incosz)dz 


(mnsin2z 一 In2) dz 三 方 巡 Insin2z dq(2z) 一 工 In2 


人 j (oz 十 二 dz= 工 | JUVz2 二 4ab) dz， 
0 


解 1 (分析 法 ) 将 等 式 右边 的 积分 变量 改 记 为 看 如 何 能 够 得 到 


己 


将 上 式 两 边 平方 , 就 可 整理 得 至 


4 Jo0 


其 中 w > 0 > 0 (假定 等 式 左 端的 积分 有 意义 ). 


az 十 过 = Vu2 十 4a07 
到 (oz 一 之 ) = 邮 , 可 见 着 取代 换 


人 一 Qu 一 -一 
化 


化 


(或 者 w = -az 十 过 ), 就 可 达到 目的 (其 中 利用 了 wb > 0). 这 时 有 du = (a+ 二 ) dz， 
从 -co 递增 至 +oo (可 参考 习题 2341 的 附 图 ) 


| 


2 从 0 递增 至 十 co 时 , 忆 
从 &= az 一 全 和 z > 
) du. 这 样 就 可 以 


5 
22 十 4a0 


F = - 工 
F 是 有 dz = 5 (1 十 


0 解 出 > = 有 (十 12 十 4ab)， 
计算 得 到 
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9 b 下 
| j(oz 十 过 dz 一 本 | 42 十 人 
在 上 式 右 边 作 代 换 双 = 一 v， 的 积分 中 又 将 v 改 记 为 w 则 得 到 

十 co 十 co 
| j(oz 了 二】 d2 一 一 | 大人 ( 7 142 本 4ab)(1 3 -Te ) d2. 
最 后 将 以 上 两 式 相 加 除 2， 0 


| ya+ 二 az= 击 [ATVET 包 42 十 4ab )dv= 革 |” Va2 十 4ab) 这 访 
解 2 记 左边 的 积分 为 二 因 非 零 数 的 倒数 的 倒数 即 是 自身 , 作 代 换 = = -得 
2 匡 D 
aa 十 一 三 Qt 十 一 ， 


呈 : 


有 dz = 一- 二 由 wb > 0， 0 
芷 代 换 后 的 积分 中 的 积分 变量 上 改 记 为 z, 于 是 得 到 

+oo We +eo 0 
7= | /oz 二 二) ， dx 一 地 | j(az+ 二 ) (+ -二 dz. 
再 作 代 换 必 = az 一 之 ， 则 有 wu2 十 4ab 一 az 十 之 ， du 一 (e+ 放 ) dz, 且 当 z 从 0 递 
增 趋 于 +oeo 时 ,v 从 -co 递增 趋 于 +co. 于 是 有 
T= 去 人 J(V2T408) du 
利用 上 式 右 边 积 分 的 被 积 函数 为 偶 函 数 , 并 将 改 记 为 z, 就 得 到 所 要 的 等 式 . 
本 小 节 的 最 后 两 题 都 是 不 定式 的 极限 计算 问题 . 下 面 只 看 一 个 例子 . 


习题 2356 (c) 求 函数 /lz) = VZsinz 在 区 间 (0,+co) 上 的 平均 值 : 
M[ 用 = lim | J6) de. 


和 一 十 co 化 


十 co 时 ,上 从 +eo 递减 趋 于 0. 又 将 


解 1 这 是 型 的 不 定式 , 若 直 接 用 洛 必 达 法 则 ( 见 82.9.4 的 命题 2.10), 则 由 于 
极限 ,im Vzsin7 不 存在 , 因此 失效 . 然而 知 先 将 分 子 用 分 部 积分 作 预 处 处 理 后 再 用 洛 
必 达 法 则 即 可 成 功 : 


| VEsinedt VEC oose| 二 | 生计 4 
0 2v 
一 十 co 尼 2 一 十 co 由 
四 zcosz+ | dE 人 
一 _ lim Cs lim -2 - lim -os = 0. 
Z 一 十 oo 人 2 一 十 co 2 一 十 oo 2 局 


Ooe 


注 “ 若 用 广义 积分 的 敛 散 性 判别 法 , 则 可 知 民 区 和 dz 收敛 , 因此 在 解 1 中 施 
行 分 部 积分 之 后 的 第 二 项 为 有 界 量 , 可 不 必 再 用 洛 必 达 法 则 . 
解 2 对 积分 分 | VEsintds 用 积分 第 二 中 值 定理 , 存在 0 < c < z, 使 得 成 立 


上 Vssintde 一 vz| sinEde 一 VZz(cosc 一 cos2z)， 
可 见 本 题 的 极限 等 于 0. 
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4.4.2 ”广义 积分 的 敛 散 性 判别 (习题 2358-2383) 


由 于 许多 初等 函数 的 原 函 数 不 是 初等 函数 ,因此 很 多 广义 积分 不 能 通过 定义 来 检 
验 其 敛 散 性 . 为 此 发 展 出 直接 从 被 积 函 数 判 定 其 广义 积分 是 否 收 和 敛 的 判别 法 是 重要 的 . 
就 广义 积分 的 计算 来 说 , 在 其 收 和 敛 的 前 提 下 , 至 少 可 以 计算 其 近似 值 . 
除了 在 《习题 集 》 中 己 经 列举 的 各 种 常用 的 比较 判别 法 之 外 , 这 里 
教科 书 中 都 收入 的 下 列 两 个 判别 法 (其 证 明 从 略 ), 并 作 一 些 补充 说 明 . 


。 命题 4.11 ( 阿 贝尔 判别 法 ) 设 jz) 在 [wy, 访 上 以 为 唯一 奇 点 , 且 已 知 广义 积 
| az 收 策 go) 在 区 中 上 单调 有 界 , 则 | Je)g(z)dz 收 伍 


命题 4.12 ( 狄 利克 雷 判别 法 ) 设 /z) 在 [w) 上 以 闷 为 唯一 奇 点 , 且 已 知 积 4 
已 / 
| AD dz 作为 区 的 函数 在 尺 e [w, 避 上 有 界 , g(z) 在 lw, 芒 上 单调 且 Ja ug(z) = 0 


QQ 


则 | jz)g(z) dz 收敛 . 


以 下 是 对 这 两 个 判别 法 的 几 点 补充 说 明 . 

(D) 判别 法 中 的 咏 可 以 是 有 限 奇 点 , 也 可 以 是 无 穷 奇 点 士 oo. 

(2) 已 经 证 明 , 这 两 个 判别 法 都 不 仅 是 广义 积分 收敛 的 充分 条 件 , 而 且 还 是 必要 条 
件 . 这 就 是 说 , 着 | Pa) dz 是 以 点 为 唯一 奇 点 的 收敛 广义 积分 , 则 必定 存在 某 种 分 
解 玉 (z) = FaD5()， 使 得 户 9 满足 判别 法 中 的 条 件 (其 证 明 见 [34] 的 812.2.1). 

(3) 由 于 被 积 函数 保 号 或 绝对 收敛 的 广义 积分 的 收 剑 性 一 般 不 需要 用 以 上 两 个 判别 
法 ,而 用 于 条 件 收敛 的 广义 积分 的 收 笋 性 判别 主要 就 是 这 两 个 方法 , 因此 容易 产生 一 种 
误解 , 即 能 够 用 以 上 两 个 判别 法 之 一 判定 为 收敛 的 广义 积分 就 一 定 不 是 绝对 收敛 的 .从 
(2) 即 可 见 这 是 错误 的 , 因此 在 用 以 上 两 个 判别 法 (之 一 ) 判定 变 号 的 被 积 函数 的 广义 积 
分 收敛 之 后 , 该 广义 积分 有 可 能 绝对 收敛 , 也 有 可 能 条 件 收敛 


二 | 电 妆 和 AN [2 dz 信人 外 
习题 2360 研究 积分 | 攻 2 的 收敛 性 


介绍 在 多 数 


本 


解 在 z= 0 邻近 被 积 函数 有 界 , 因此 只 有 一 个 奇 点 z = 1. 根据 广义 积分 的 定义 ， 
应 将 上 述 积分 在 形式 上 分 拆 成 为 
“dz _ | dz | -dz 


0 nz 0 Jnz 拔 匣 


只 有 当 右 边 的 两 个 积分 都 收敛 的 情况 下 , 左边 的 积分 才 收敛 ,# 
利用 


下 


使 得 上 述 等 式 成 立 . 


mnz~z 一 1l(z 一 了 1)， 
可 见 从 六 -dz 的 发 散 即 可 推出 | 2 发散 ( 同 理 可 知 另 一 个 积分 | 了 也 是 发 散 
0 灾 一 工 JIn2z 1 Ti 
的 ), 因此 本 题 的 广义 积分 发 散 
注 由 吕 .5.3 的 习题 2091 可 知 , Hz) = | 疙 是 非 初等 的 超越 函数 , 因此 本 题 的 
广义 积分 的 发 散 性 不 可 能 按照 其 定义 来 验证 . 


0 
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习题 2361 (T(p) 的 积分 定义 ) 研究 积 4 竹 zzp-le-z dz 的 收敛 性 . 
0 


解 7 为 参数 . 将 积分 分 拆 如 下 


十 co 1 oz 由 
| 2 d2 一 | 
0 


则 右边 的 第 一 个 积分 在 p > 1 时 是 常 义 积分 , 而 在 pp < 1 时 有 奇 点 z = 0， 根据 
zz-le-z ww xz-l(z 一 二 0), 用 比较 判别 法 就 可 推出 积分 在 0 < p < 1 时 收敛 . 又 可 看 出 
在 p 0 时 这 个 积分 发 散 . 
右边 的 第 二 个 积分 只 有 一 个 奇 点 +eo. 当 Dp > 0 时 , 将 被 积 函 数 与 京 比较 , 由 


一 工 一代 二 一 上 一 2 
2P ee dz+| ZP edz， 


用 比较 判别 法 可 知 在 pz > 0 时 第 二 个 积分 总 是 收敛 的 . 
合并 以 上 可 知 本 题 的 答案 为 p > 0 时 积分 收 全 反之 则 发 散 . 


注 将 积分 看 成 为 p 的 函数 , 这 就 是 伽 马 函数 T(p) 的 积分 定义 . 于 是 本 题 的 意义 
就 是 用 参 变量 积分 定义 伽 马 函 数 时 , 确定 该 函数 的 定义 域 为 (0, 上 +eo) (参见 前 面 的 习题 
2348 的 注 ). 

习题 2362 研究 积分 | 22 ln 二 dz 的 收敛 性 . 

0 
解 首先 将 积分 分 拆 如 下 : 
工 
| zln9 工 dz 一 | ”zzplng 工 dz 十 民 2ZD ]n? 立 dz. (4.12) 
0 多 0 受 到 


对 上 式 右 边 的 第 二 个 积分 , 由 ~ (一 0) 可 推出 Dm 寺 ~1-7(z 一 1--0)， 
因此 问题 比较 简单 , 从 zz ln? 寺 ~ (L-2z)tz 一 1-0) 和 比较 判别 法 就 知道 当 a > -1 
时 收敛 , 而 当 g 入 一 1 时 发 散 

由 此 可 见 在 对 (4.12) 右边 的 第 一 个 积分 作 讨论 时 , 可 以 假定 g > -1 已 经 成 立 . 

由 于 对 数 函 数 Inz 当 >z FH0 或 z Heo 时 的 无 穷 大 量 都 远 远 小 于 相应 的 圭 
函数 的 无 穷 大 量 , 因此 在 被 积 函 数 中 的 因子 zz 起 主要 作用 ( 见 81.6 的 习题 650(d) 和 
651(e)). 

当 DP < 0 时 ， 或 者 了 = 一 0 而 4> 0 时 ,z 一 0 是 奇 点 
利用 > -1 时 积分 | Zp dz 收敛 , 取 凡 > 0 充分 小 , 使 得 pz 一 六 > -1 成立, 于 是 从 


ZPD ln? ] 


lim 一 0， 
2 一 十 0 


可 见 当 p > -1 时 积分 收敛 . 当 P 乏 -1 时 , 由 于 在 [0,1/2] 上 zzlnz 工 和 而 
工 
“2 


工 工 
2 2 


二 1 
| zl 二 dz= 一 | mm 二 dm 二 ) = 一 二 (mn 二) 一 十 co， 
0 也 0 人 亿 Q 十 | 0 


84.4 ”广义 积分 (习题 2334-2395 ) 
可 见 积分 发 散 . 
合并 以 上 , 即 知道 当 p > -1,9 > -1 时 本 题 的 广义 积分 收敛 , 否则 积分 发 散 . 


十 coe 
COS Q 人 
了 mdO 人 


习题 2367 研究 积分 | 妹 > 0) 的 收 伍 性 . 


0 


解 若 w=0, 则 当 ? > 工时 积分 收敛 , 否则 积分 发 散 . 
对 于 wa 尖 0, 若 见 = 0， 则 按照 广义 积分 定义 可 知 积 1 分 发 散 . 


而 一 上 单调 递减 , 上 且 当 z 
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于 az 夭 0 且 7?> 0 的 情况 ， 由 于 | cos az dz 一 3 在 % e [0,+co) 上 有 界 ， 
一 十 co 时 趋 于 0, 因此 按照 狄 利 死 雷 判别 法 知道 积分 收敛 . 


1 工 十 2 
以 下 讨论 在 该 积分 收敛 时 是 否 绝对 收敛 . 
容易 看 出 , 若 ? > 1, 则 从 比较 判别 法 就 知道 积分 绝对 收敛 ， 
但 是 在 0 < 允 科 工时 , 利用 
妆 守 中 > 人 于 和 -二 [Te 二 [党 生 本 
由 于 上 式 右 边 第 一 个 积分 在 0 < 呈 科 工时 发 散 , 而 第 二 个 积分 可 以 再 次 用 狄 利 死 雷 判别 
法 知道 它 收 和 敛 , 因此 左边 的 广义 积分 只 能 是 发 散 的 . (否则 只 要 将 右边 的 第 二 个 积分 移 
到 左边 , 就 会 推出 右边 的 第 一 个 积分 也 收敛 的 错误 结论 .) 
合并 以 上 , 可 见 当 a 和 0 时 , 本 题 的 积分 在 mn” > 1 时 绝对 收 和 敛 , 在 0 < 即 科 工时 条 件 


收敛 , 在 ?= 0 时 发 散 . 


习题 2368 研究 积分 六 ”sa dz 的 收 伊 性， 
当 


0 


解 ] 这 时 z = 0 不 是 奇 点 , 因此 可 以 将 积分 

[mo= 二 [二 to 

可 以 看 出 , 右边 的 第 一 个 积分 发 散 , 而 第 二 个 积分 则 可 以 ) 

由 此 可 见 , 左边 的 积分 发 散 , 并 由 此 推出 本 题 的 积分 发 艇 . 

注 若 不 修改 积分 下 限 , 则 在 右边 的 第 二 个 积分 | ”2822 dz 将 
(新 增加 的 ) 奇 点 而 发 散 


十 ce cos27 
尼 


解 2 联系 到 被 积 函 数 的 几何 图 像 ( 见 右 下 方 的 附 图 ), 可 考虑 下 列 分 拆 ; 


，2 ?1 (RDr 
sin2Z 
二 | 


K 一 0 


7 碟 4 

10” 2 
| SmD 7 dz 
0 


大 


KE 二 I 
攻 下 IT sin27z dz 
1 
5 


j 调 和 级 数 发 散 ( 见 81.2.5 的 习题 88 


0 
es 于 


), 可 见 有 


利 | 


j 狄 利克 雷 判 别 法 知道 


下 限 改 为 1 来 讨论 . 从 以 下 等 式 


它 收敛 . 


于 z= 0 这 个 


习题 2368 的 附 图 
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十 co 


习题 2378 研究 积分 |。 3 dz 的 绝对 收敛 性 和 条 件 收敛 性 


0 


解 ”这 个 积分 的 收敛 性 至 少 有 两 个 证 法 . 第 一 个 方法 是 利用 关于 广义 积分 的 柯 西 
收敛 准则 和 84.3 的 习题 2333 (的 解 ), 知道 下 列 极 限 
lim [ 妆 sinz dz=0 
忆 化 
对 于 所 有 p > 0 一 致 成 立 , 因此 本 题 的 广义 积分 收敛 . 
第 二 个 方法 是 用 狄 利克 雷 判别 法 , 在 一 般 教 科 书 中 均 有 , 从 略 包 . 
然后 可 以 证 明 这 个 积分 是 条 件 收敛 的 . 这 里 至 少 也 有 两 个 方法 . 第 一 个 方法 是 在 修 
改 积 分 下 限 之 后 利用 以 下 推导 : 
+co |sinz| co sin2 1 f+ee d 1 f+coe cos2 
| 沁 人 z>|. | | 人 
然后 利用 右边 第 一 个 积分 发 散 而 第 二 个 积分 收 和 敛 推出 左边 的 积分 发 散 . 
第 二 个 方法 是 模仿 习题 2368 的 解 2, 写 出 
nz |sinz| < f(E+Ir |sinz 
| [quz- 呆 | 一 dz 


人 0 大 


一 TH+Dr |sinz| 2 ( 1 上 
= 三振 (1 十 亏 十 :十 二 
到 有 本 


以 下 从 略 . 


习题 2380 (a) 研究 积分 | zzsin(z?) dz (4 天 0) 的 绝对 收敛 性 和 条 件 收敛 性 


解 (概要 ) ” 先 讨论 9 = 1 的 情况 , 然后 通过 变量 代 换 将 一 般 情 况 归结 为 前 者 . 
(D) g = 1. 这 时 可 将 积分 分 拆 如 下 ; 

和 Z2 sin Z dz 一 | Z2 sin Z dz 十 | 2Z2 sin Z dz. (4.13) 
对 于 上 趟 右边 的 第 一 个 积分 , 由 于 smnz wz (z 0) 对 奇 点 二 0 用 比较 判别 法 就 知 
道 当 p > -2 时 积分 收敛 ( 且 为 绝对 收敛 ) 而 当 P 和 -2 时 积分 发 散 . 

对 于 (4.13) 右边 的 第 二 个 积分 , 将 被 积 函 数 写 为 0 , 就 可 套用 习题 2368 和 2378 

的 方法 知道 : 当 刀 < _1 时 积分 绝对 收敛 , 当 _1<p<0 时 积分 条 件 收敛 对 于 了 > 0， 
则 可 利用 柯 西 收 和 准则 , 从 对 于 任意 正 整数 m” 成 立 如 下 不 等 式 

| 


克 克 
2 sinZ dzZ > (nm | sinZ dz 之 | sinzZdz 三 2， 
27mT 0 0 


可 见 积 改 . 
@ 回 忆 教 科 书 中 对 于 狄 利克 雷 判别 法 的 证 明 ,其 中 的 主要 工具 是 积分 第 二 中 值 定理 .习题 2333 的 证 明 也 
是 如 此 , 因此 这 两 个 方法 本 质 上 相同 . 


六 
涉 
a 此 
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合并 对 两 个 积分 的 讨论 , 可 知 对 于 dg = 1 的 情况 , 当 -2 < 2p < -1 时 积分 绝对 收敛 ， 
当 -1 乞 D < 0 时 积分 条 件 收敛 , 当 P >0 或 p 和 -2 时 积分 发 散 . 
(2) 一 般 情 况 . 作 代 换 二 = z2, 则 原 积 分 变换 为 
十 co 8 1 十 co Z+L_1 
2 sin(Z9) dz 一 | 直 4 Sint dt. 
k ld| Jo 
套用 情况 (1) 的 结果 , 就 知道 本 古 的 答案 为: 当 -1 < 卫 ， < 0 时 积分 绝对 收敛 , 当 


0< 2 < 1 时 积分 条 件 收敛 , 当 了 + < -1 或 了 十 ， > 1 时 积分 发散 


还 ; 
2 


习题 2380 (b) 研究 积 4 | sin(secz) dz 的 绝对 收敛 性 和 条 件 收敛 性 . 
0 


解 ”本题 的 积分 区 间 有 界 , 被 积 函数 的 绝对 值 又 不 超过 1, 因此 不 是 广义 积分 . 
于 被 积 函数 只 有 z = 六 这 一 个 第 二 类 不 连续 点 , 因此 该 积分 以 及 被 积 函数 取 绝 对 值 后 
的 积分 的 收敛 性 都 没有 问题 . 

若 作 变 量 代 换 上 = secz, 则 有 z = arccos 十 ， 当 z 从 0 递增 至 7 时 ,二 从 1 递增 趋 
于 二 co. 于 是 原 积 分 变换 为 一 个 广义 积分 


到 +oo 
| sin(SecZ) d2 一 | Sint 
0 1 
12 
对 奇 点 1 和 +co 分 别 用 比较 判别 法 , 即 可 知 为 绝对 收敛 . 


4.4.3 ”关于 广义 积分 的 才干 理论 题 (习题 2384-2389) 

关于 广义 积分 的 理论 问题 很 多 , 有 兴趣 的 读者 可 参考 [34] 的 812.1.3, 812.4 的 练习 
题 和 8$12.5.2 的 两 组 参考 题 . 

下 面 的 习题 2384 中 的 两 个 小 题 讨论 的 是 同一 类 问题 , 即 在 无 界 区 间 上 的 广义 积 
收敛 时 , 其 中 的 被 积 函数 当 自 变量 趋 于 无 穷 大 时 是 否 一 定 趋 于 0, 如 果 不 一 定 , 则 加 了 什 
么 条 件 就 可 以 成 立 . 


习题 2384.1 若 | jz) dz 收 伊 , 则 当 z 一 +eoo 时 是 否 必 有 Flz) 一 0? 
研究 例子 : 
(al) 攻 sin Z2 dz; (D) [CD dz， 

0 


解 (概要 ) ”从 所 举 的 两 个 例子 可 见 本 题 的 答案 是 “不 一 定 ”. 

对 例子 (a) (参见 81.4.2 的 习题 298 的 附 图 ), 只 要 作 代 换 z2 = 圭 后 用 狄 利 克 雷 判 别 
法 即 可 知道 积分 收敛 . 对 例子 (b) 也 可 用 相同 的 方法 证 明 其 积分 收敛 . 然而 这 两 个 被 积 
函数 当 z 一 +oco 时 的 极限 都 不 存在 . 
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是 习题 2384.2 设 ftz) e CU)Izo,+eo), 当 zo 和 zz < +co 时 |Pz)l < C, 且 
| [AZz)ldz 收敛 . 证 明 : 当 z 一 +oo 时 Fz) 一 0. 


分 析 “本 题 表明 , 在 积分 蕊 jz) dz 绝对 收 伍 的 前 提 下 , 若 导 函 数 六 (z) 有 界 , 则 
就 可 保证 有 (+oo) = 0. 然 而 本 题 的 条 件 太 强 了 . 在 [zo, +eo) 上 存在 有 界 的 导 函 数 已 
经 保证 了 jF(z) 于 区 间 [zo,+eo) 上 一 致 连续 ( 见 82.6.4 的 习题 1255), 而 这 一 点 对 于 所 
要 的 结论 已 经 足够 , 没有 必要 再 要 求 广义 积分 为 绝对 收敛 ,下 面 将 以 命题 的 形式 在 这 里 
介绍 [34] 中 的 命题 12.4.1, 它 被 多 次 发 现 (甚至 称 为 某 某 定 理 ) 并 刊登 在 各 种 书刊 中 , 例 
如 以 稍 有 不 同 的 形式 出 现在 名 著 [24, 54-55 页 ] 中 . 


命题 4.13 设 /es Cla +co), 且 向 jz)dz 收敛 , 则 AH+co) = 0 的 充分 必要 条 
件 是 在 [ow +eo) 上 一 致 连续 . 


证 1 让 es cla,+eco) 时 只 要 存在 极限 
F(+eco) 就 保证 在 [w +co) 上 一 致 连续 ， %/ 
此 必要 性 是 平凡 的 ( 见 81.9 的 习题 791), 与 (zolf(zo)l) 
广义 积分 收敛 无 关 . 然而 它 告诉 我 们 , 一 致 连 
续 性 已 经 是 最 低 条 件 了 . 
现在 证 充分 性 . 用 反 证 法 . 设 f(+co) = 
0 不 成 立 . 用 对 偶 法 则 (参见 81.2.5 的 习题 
87), 知道 存在 so > 0, 使 得 对 每 个 4 > w, 存 人 
在 zo > 4, 满足 |j(zo)| > so (参见 附 图 ). 

利用 了 在 [fw +co) 上 一 致 连续 , 对 上 述 so, 存在 6 > 0, 使 得 当 zz e [oa +co) 且 
满足 lz - z| <5 时 ,就 有 |jfz)) - Flzo]| < so/2. 于 是 当 z e Os(zo) 时 就 有 
If(ol > lzol-lfzo)-Aol > 乳 ， 
而 且 Fz) 与 f(zo) 同 号 . 于 是 就 有 积分 估计 
2 jlo)dz| > 有 | dz = <06. 

5 


Z0 一 6 允 三 
由 于 zo 可 取 任 意 大 , 最 后 的 不 等 式 与 广义 积分 的 柯 西 收敛 准则 相 了 矛盾. 

证 2 [31] 下 面 是 对 于 充分 性 的 不 用 反 证 法 的 证 明 . 

对 于 给 定 的 s > 0, 根据 一 致 连续 条 件 , 存在 5 > 0, 使 得 当 zw,zw e [a, +co) 且 满 
足 | 刀 -2z<5 时 ,就 有 |jJz) 玫 zO) < <. 

记 F(z) = | ， jd 则 由 于 存在 极限 严 (+oo), 从 柯 西 收敛 准则 知道 有 M > w, 使 
得当 z > AM 时 ， 


O5(zo0) 


SN 


Itz 十 9) 一 下 人 z)| 二 


误 的 到 | 过 味 


人 


384.4 


oil < | fo)5 一 


Z 十 0 
二 加 
可 见 当 z > M 时 就 有 |jz)| < 2s. 这 证 


广义 积分 (习题 2334-2395 ) 


人 


j 丰 划 |dt 十 s6 < 2E0， 
明了 FI+co) = 0. 
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di 十 di 


太 7 


习题 2385 设 函 数 f(z) 在 [a 相 上 有 定义 


无 界 . 可 和 否 把 函数 /z) 的 收敛 广义 积 


分 | jz)dz 看 作 相应 积分 和 
>》 5) Az; (Zi1 去 吉 < 1) Azi 一 i 一 wii 一 1， 2 一 | 由 六 这 , 71) 
六 
的 极限 ? 
解 ”该 极限 不 存在 . 用 反 证 法 . 若 该 黎 曼 和 有 极限 也 则 对 s=1 有 6> 0, 当 分 划 
De 
这 人 黎 曼 和 收敛 , 则 必定 有 界 . 然而 由 于 /在 [wb 上 无 界 , 因此 至 少 在 分 划 确 定 的 
某 一 个 子 区 间 [zk-1, zk] 上 无 界 . 夫 帮 固定 介 点 zi E [zi1,zi, 而 在 [zk -lyzh] 
鼠 , 这 样 就 使 得 上 述 黎 曼 和 无 界 , 引出 矛盾 . 
注 “ 本 题 与 常 义 积 分 收敛 时 被 积 函 数 必 须 有 界 等 价 . 然而 , 对 于 无 界 函 数 用 特定 的 
一 列 分 划 和 介 点 仍然 有 可 能 求 出 广义 积分 的 值 . 在 84.2.2 的 习题 2225 就 是 这 样 的 一 个 
例子 . 关于 这 方面 的 进一步 讨论 见 后 面 的 习题 2388 及 其 注 . 
习题 2386 设 
[rod 0 
收敛 , 函数 e(z) 有 界 , 则 积 
jzZ)P(Z) dz (2) 
否 必定 收敛 ” 举 出 适当 的 例子 . 
若 积 分 (1) 绝对 收敛 , 问 积分 (2) 的 收敛 性 如 何 ? 
解 ” 第 一 个 问题 的 答案 是 “不 一 定 ”. 例如 , 84.4.2 的 习题 2378 的 积分 | ”dz 
收敛 , 令 o(z) = sgn(sin z), 则 相应 的 积分 (2) 就 是 发 散 的 . 
对 第 二 个 问题 的 回答 是 “肯定 收敛 ”. 当然 对 e(z) 除了 有 界 之 外 , 还 要 求 它 在 任意 
有 界 区 间 上 可 积 . 这 时 只 要 用 广义 积分 的 柯 西 收 和 敛 准则 就 可 以 证 明 (2) 一 定 可 积 
习题 2387 证 明 :; 若 三 jz) dz 收敛 , F(z) 为 单调 函数 , 则 @ 
jz) =o( 土 ) CC 一 +oo)， 


of( 二 ). 这 个 结 


果 太 差 . 这 里 根据 [15] 的 第 二 卷 497 小 节 的 例题 3)(c) 作 了 改动 . 
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解 1 不 妨 设 f(z) 单调 递减 (否则 考虑 ~/(z))， 先 证 这 时 z) 必 为 非 负 . 用 反 证 
法 . 若 有 c > o 使 Fo) < 0, 则 对 所 有 z > c 都 有 jz) < (ao. 于 是 对 于 b > c 就 有 
| roaz=「raoaz+| yoazs| rodaz+e-oyg 
当 ， 一 +co 时 , 上 式 右边 趋 于 -co, 因此 与 广义 积分 | ”7(z) qz 收 剑 的 条 件 相 矛盾 ， 
然后 用 柯 西 收敛 准则 , 对 = > 0, 存在 M > o, 使 得 对 任意 已 w > M 成 立 
『 jdl| <e 
取 1 = xz > MU = 2z, 并 利用 了 单调 递减 且 非 负 , 则 就 有 
丰 芝 国运 | 和 
这 样 就 已 经 证 明了 lim_zj(z) = 0, 也 就 是 flz) = o( 二) (z 一 +oo) 
解 2 如 解 工 所 示 , 从 F(z) 为 非 负 单调 递减 开始 . 又 不 妨 设 o = 0. 定义 辅助 函数 
严 ( =| 四 入 一 Zoo 二 < 二 oo， 
则 当 0 芝 zi < za 时 有 


We 


攻 jd 由 -zaj(za) 上 zi(zi) 
慌 j 思 dt 一 Z2jzo) 十 ZLzZo) 
| 


_UG@- Alealdz>0， 
可 见 严 单调 递增 (F(z) 即 示意 图 中 灰色 区 域 的 面积 )， 
又 从 Fa) < | ”7(D dt 可 见 严 上 方 有 界 , 从 而 存在 极限 P(+oo), 这 时 从 F(z) 的 


定义 即 可 推出 存在 有 限 极限 


lm zz) = 4. 


2 一 十 co 


若 4 尖 0, 则 有 jz) = 0"( 寺 ) (z 一 +eoj, 这 与 了 在 [w, +eco) 上 广义 可 积 相 矛 盾 . 


美 


习题 若 山 jz) dz 收敛 , 且 zz) 单调 , 证 明 im zfz)lnz=0. 


习题 2388 设 函数 f(z) 在 区 间 0 < z < 工 内 是 单调 函数 , 且 在 点 z = 0 的 邻 域内 
是 无 界 的 . 证 明 : 若 | Flz)dz 存在 , 则 
0 


解 设 上 单调 递减 (否则 讨论 -/z)), 则 对 于 天 


天 十 1 


隐 1 大 
陀 ftzjdzs 证 几 呈 ) < | 
然后 将 它们 相 加 , 就 得 到 不 等 式 


1 光一 工 成 立 不 等 式 
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1 也 一 工 1- 坏 
7@i<z2fn)s<| je) dz， 
7 ES 
其 中 的 中 间 和 式 与 题 中 的 和 式 只 少 了 jdD)/m 这 一 项 , 然后 令 m” 一 co 即 可 . 
注 还 可 以 进一步 讨论 这 个 问题 . 例如 , 在 [34 的 例题 12.1.1 中 证 明 , 若 /xz) 在 
(0,1) 上 单调 , 在 两 个 点 z = 0,1 处 可 以 局 部 无 界 , 积分 | jz) dz 收敛 , 则 就 有 
0 
1 2 风 .一 1 
四 (3 
lim 四 至 | FJz)dz. 
了 一 OO 0 
它 来 自 名 著 [28] 的 第 一 卷 的 积分 篇 的 习题 20. 在 该 处 还 有 许多 与 本 题 有 关 的 内 容 . 


4.4.4 广义 积分 的 柯 西 主 值 (习题 2390-2395) 
先 简 述 柯 西 主 值 的 定义 , 较 详 细 的 介绍 可 以 参考 [15] 的 第 二 卷 的 484 小 节 . 
设 ce(ow 纪 是 jz) 在 [oa 可 中 的 唯一 奇 点 , 且 设 f(z) 在 [wo 内 不 含有 奇 点 c 的 每 
一 个 团子 区 间 上 都 可 积 , 则 Az) 在 [ww 引 上 的 广义 积分 的 柯 西 主 值 定 义 为 以 下 极限 : 
D c 一 E D 
.D. dz 一 ]i d dz | . 
rp.| 7 也 im (| (7Z) z+| 7 | 


< 一 十 0 


若 Flz) 在 [w 引 上 的 广义 积分 jz) dz 存在 , 则 从 定义 就 知道 这 个 积分 就 等 于 它 的 柯 
西 主 值 . 但 反之 不 成 立 . 这 从 本 小 节 的 许多 习题 都 可 以 看 出 . 例如 习题 2390(a) 就 是 


“| 4 =- lim (三 至 +| 衬 ) 一 lim (加 ll 一 二 | ) = 0， 


1 亿 < 一 十 0 _1 水 E 全 2 一 十 0 


Se 


而 广义 积分 | ，- 径 是 发 散 的 . 
由 此 可 见 , 广义 积分 的 柯 西 主 值 是 广义 积分 的 一 种 推广 . 
上 述 的 柯 西 主 值 定 义 本 身 还 可 以 推广 . 例如 对 于 在 (-co, +co) 内 没有 有 限 奇 点 的 
函数 jz), 可 以 定义 fz) 在 这 个 无 界 区 间 上 的 广义 积分 的 柯 西 主 值 为 以 下 极限 : 
V.D. | jz) dz 王 mn | jzZ) qd7. 


例如 习题 2390(c) 就 是 
十 co Q 
.D， inzdz 一 1i 
V.D | SI QQ RS 民 


而 广义 积 4 | ”sinzdz 却 是 发 散 的 . 


以 下 只 看 与 柯 西 主 值 有 关 的 一 个 特别 重要 的 非 初等 函数 y = liz, 即 对 数 积分 (也 
俩 用 记号 Liz, 也 称 为 积分 对 数 )， 它 已 经 出 现在 83.5.3 的 习题 2091 中 .由 于 当时 还 
只 有 原 函 数 和 不 定 积分 的 知识 , 因此 就 写 liz = 全 然后 在 84.4.2 的 习题 2360 中 
又 证 明了 积 / | -dz 发散. 它 表 明 对 数 积分 不 可 能 只 用 广义 积分 来 定义 . 实际 上 , 当 


0 Jnz 


0 <z < 1 时 可 以 定义 lz = | 攻 ， 而 当 z > 1 时 就 需要 用 柯 西 主 值 来 定义 对 数 积 4 


QQ 


sinzZdz 一 lm 人 一 COS2Z 
Q 一 十 co 


1 7. 
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习题 2391 证 明 : 当 z > 1 时 存在 
1iz 一 v _dS 
.D. ,下 E 
解 ”由 于 被 积 函数 记 Le 只 有 
nE 
出 的 柯 西 了 


值 是 存在 的 . 
为 此 当 灾 > 工时 


得 到 


| 候 


1 1 
二 全 


唯一 的 奇 点 = 1 下 面 


只 要 订 


F 明 , 当 z > 1 时 题 : 


考虑 下 列 两 个 积分 之 和 , 并 分 别 用 代 换 5 = 工 - 上 和 《= 工 十 妃 从 而 


有 


二 1 
小 ln(1 一切 昌 | 


ee 
网 | Ai 


二 二 一 d 
ET 二 
可 见 被 积 函数 在 z = 工 处 的 极限 为 1/mn2, 而 在 上 = 0 处 的 极限 可 计算 如 下 : 


2 2 
| 本 人 ED i FF 人 一 1 E 六 
于 是 当 上 述 积分 的 积分 限 中 的 = 一 +0 时 积分 的 极限 存在 , 且 为 常 义 积分 . 
由 此 可 见 , 在 = > 1 时 积分 | 在 柯 西 主 值 意义 上 存在 , 是 有 表达 式 : 
浊 过 
iz= 上 [LE 林 + GE 世 + 上 
其 中 右边 的 两 个 积分 都 是 常 义 积 4 
注 “ 对 数 积 分 liz 在 研究 素数 分 布 中 起 重要 作用 . 回顾 81.3.1 的 习题 177, 在 那里 
已 经 指出 , 在 不 超过 z 的 范围 内 的 素数 的 平均 频率 有 以 下 渐 近 结果 ( 即 素数 定理 ): 
ee (2 一 十 co) 
人 nz 
黎 曼 和 高 斯 都 注意 到 , 用 上 式 右 边 的 积分 , 即 对 数 积分 ， 
证 -好 得 多 . 对 于 素数 定 到 


想 包 等 价 于 下 列 


等 式 ; 


但 


目前 离 这 个 结果 还 很 远 . [24] 的 作者 
多 次 变 号 , 然而 第 一 次 变 号 的 位 置 到 有 目 
的 第 120 页 ). 黎 


曼 猜 想 被 公认 为 素数 理 ; 


1> 
攻 二 


@ 黎 曼 猜想 (或 称 黎 曼 假设 ) 


rz) 一 lz=O(Vzmnz) (z 一 十 oo)， 


的 一 个 著名 结果 就 是 说 
前 为 止 还 只 能 


来 估计 r(z) 的 近似 程度 要 比 
的 进一步 改进 就 是 估计 误差 |r(z) ~ liz|， 


己 经 证 明 , 黎 曼 猜 


FE 明 了 差 r(z) -liz 有 无 限 
汕 计 在 10122 到 10310 之 间 ( 见 [30] 


论 中 的 主要 的 未 解决 问题 


于 1859 年 提出 的 


日 引 


数学 奖 问题 之 一 . 这 个 猜想 是 


: 黎 曼 


已 被 Clay 数学 促进 会 在 2 000 年 列 为 7 个 新 千年 
黎 曼 5 函数 5(s) = 》 ”点 的 所 有 非 平凡 零点 的 实 部 都 等 于 1/2. 目前 已 验 
吧 王 二 
证 了 15 亿 个 零点 都 是 如 此 . 很 多 数学 家 认为 , 黎 曼 猜想 是 今天 纯粹 数学 中 最 重要 的 未 解决 问题 . 关于 黎 曼 猜 
想 的 介绍 可 看 数学 译 林 2001 年 第 20 卷 第 2 期 上 的 综合 报告 . [30] 是 为 这 一 个 


题 而 写 的 科普 读物 之 一 . 


给 


Pa Ac 


内 容 简 
相应 的 积分 公式 吕 . 
这 里 提 个 建议 
二 于 确 
儿 
线 为 参数 方程 


介 本 节 的 习题 为 3 
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84.5 面积 的 计算 法 (习题 2396-2430 ) 


区 


扣 图 


线 的 给 定 方式 采用 


形 的 面积 计算 , 根据 其 边界 


十 


F 面 图 


, 即 在 计算 开 


定 积分 限 等 都 非常 有 益 . 81.4 中 的 各 种 方法 在 这 里 都 可 能 有 用 . 
, 这 里 还 以 命题 形式 给 出 求 平 


给 


上 
E 


作出 图 形 的 大 致 情况 . 


区 面 积 之 前 ， 直 图 ， 了 解 


到 


的 边 


于 图 形 


看 图 形 面 积 的 一 个 计算 公式 , 它 适 / 


人 


命题 4.14 设 没有 自 交 点 的 平面 封闭 上 


汐 放 


其 中 z(,y 人 分 


段 


出 的 情况 ， 


可 扒 


这 


式 


出 直角 坐标 系 和 极 坐标 系 中 的 面积 公 


一 口 


xz 一 z()， 


连 


闭 曲线 一 周 , 则 该 


1 线 包 围 的 平面 图 和 


AAA 
线 的 参数 方程 为 
四 ,0 入 上 入 了 ， 


一 久 


续 可 微 , 当 参 数 上 从 0 递增 到 人 时 , 点 (z(b,y 的 ) 以 道 时 针 方向 绕 
区 的 面积 关 


(4.14) 


注 1 这 个 公式 实际 上 是 曲线 积分 理论 中 的 格林 公式 ( 见 《 习 题 集 》 的 88.12) 的 特 
例 . 对 于 较为 简单 的 一 些 情况 , 例如 设 平行 于 坐标 轴 的 任何 直线 与 闭 曲 线 的 交点 不 超过 
2 个 的 情况 , 证 明 是 容易 的 (可 参看 [34] 的 811.1.2). 

注 2 如果 平面 闭 曲线 是 通过 y = 女 而 引入 参数 上 的 , 则 公式 (4.14) 的 最 后 一 式 可 
变 得 很 简单 . 由 于 这 时 有 


Z 人 (8 一 8 的 2 的 二 2 的 [ 芝 ( 二 一 妇 (z (的 一 Z( 的 ， 
因此 公式 (4.14) 就 成 为 5= 去 | z2(b) dt 
0 


习题 2396 证 明 : 正 抛物 线 弓 形 的 面积 等 于 8 = 半 W, 式 中 为 弓形 的 底 , /为 高 
( 见 附 图 的 左 分 图 ). 

解 为 了 作 计 算 , 需要 取 定 坐标 系 ， “| 
写 出 图 形 的 边界 曲线 的 方程 . 如 附 图 的 右 
分 图 所 示 , 抛物 线 的 方程 为 = 一 5z2 十 几 
其 中 系数 大 > 0 可 根据 z 一 土 立 时 y=0 
来 确定 . 计算 得 到 = 4 于 是 即 可 计 Er 
算 其 面积 如 下 : 习题 2396 的 附 图 

了 已 

| 人 人 一 2 
5=?|， (- 和 m2+ 间 是 =(- 有 益 轨 +21zj| = 一 末 态 十 夸 = 生 友 

Q@ 注意 《习题 集 》 在 此 处 的 注 , 即 从 本 节 起 直到 本 章 末 , 在 习题 中 出 现 的 参数 若 未 加 说 明 时 均 为 正 数 . 
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注 “积分 学 的 源头 之 一 就 是 面积 和 


的 平面 图 形 


掉 积 的 是 古 希 


( 即 用 直线 与 


大 先驱 之 一 ( 见 


2 
习题 2403 求 写 十 
CQ 


解 1 


要 计算 第 一 象限 部 分 的 面积 有 


抛 4 
学 平衡 方法 发 现 了 这 个 公式 , 又 用 穷 竟 法 给 出 了 严格 的 证 明 . 他 被 公认 为 是 微 积分 的 伟 


勿 线 相 交 围 成 
日 工 4 
无 本 凡 X 本 


这 是 椭 


2] 


所 ] 
UV 毛 
订 一 工 所 国 


圆 在 直角 坐标 系 ! 


省 的 阿 基 米 德 . 


定 积 分 


全 现 


体积 的 计算 . 历史 上 最 早 严格 计算 出 多 个 曲 边 


也 在 这 方面 的 成 就 之 一 是 证 明了 抛物 线 亏 天 


NY 


的 图 


形 ) 的 


职 等 于 同 底 


司 高 的 三 角形 面积 乘 以 系数 4/3. 


的 《方法 》 篇 ) 


图 天 


到 子 呈 . 阿 基 米 德 


对 其 作 代 换 z = asin0, 即 有 


忆 


解 2? 用 


(4.14) 的 第 三 式 计 算 如 下 : 


2 
9 一 | [acostbsint/ 一 psint(acos 加 dt 

0 
习题 2406 求 4z2 + 2Bzy+CW2 =1(4>0,4C-B2 >0) 所 车 


从 解析 几何 的 
出 从 解析 几何 、 代 数 直 到 
解 1 (解析 几何 的 转轴 方法 ) / 
2 一 2cos0 一 sinb0， 


的 方程 


就 得 到 在 z'OyY' 坐标 系 ! 


次 | 


的 标 疹 
引 乘 以 4 即 可 .本 


区 的 面积 


方程 . 利用 该 图 形 
F 是 可 写 出 


E 没 有 积分 学 工 


的 情况 下 ,利用 静 力 


关于 坐标 用 


NY 


的 对 称 性 , 只 


HT 


5=4| ve 一 ZX2d7. 
0 


区 


三 4op | 
0 


1 线 知识 可 见 本 题 的 
微 积分 的 多 种 解法 , 这 在 很 大 程度 上 是 向 [12] 学 习 


“cos20d0 二 Tab 


2 一 acosty=bsinti 0 入 上 所 27 将 椭 


避 
下 EL 


线 写 成 参数 形式 , 则 可 用 公式 


1 2 
二 县 | ab dt 一 TaD. 
0 


了 转 贡 


公式 


图 形 的 面积 . 
线 是 中 心 在 原点 的 一 个 覃 圆 . 下 面 将 举 
的 结果 . 


/一 00sin0 十 cos0， 


(4cos20 十 瑟 sin20+Csin20)z2 二 (-4sin20 二 2Bcos20+Csin20)2/ 1 
+(4sin20 一 Bsin20 二 Ccos20)92 = 1 


取 0 满足 条 件 


即使 zy' 项 的 系数 等 于 0, 则 方程 为 az2 二 by = 1 其 


算 如 下 : 


2Bcos20=(4--C)sin20， 


相 积 为 二 - 工 乘积 唉 可 
j 积 为 9 乘积 o 可 计 


吧 一 | 去 4+O) 十 二 (4 一 C)eos20 十 已 sin20 


X | 读 G4+O) 宇 于 (4 C)cos20 一 已 sin20 


-于 sinz20(4 一 C)2 - B2sin220- B(4-C)sin20cos20 


H B2(cos220 -sin220) 一 2B2cos220 = 4C 一 2， 


最 后 得 到 9 = 


将 右边 的 后 两 项 写 为 一 个 ] 


84.5 


区 
V4C 二 2 
解 2 ( 极 坐 标 方法 ) 


用 z =rcoso,y=rsinwp 代入 , 得 到 在 极 坐标 系 ! 


面积 的 计算 法 (习题 2396-2430 ) 
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的 曲线 方程 


-一 4cos2p 十 2Bsinopcosp 十 Csin2o 


4+C 
= 一 二 十 


值 和 最 小 值 分 


别 为 


TAR 万 2 


然后 利 上 


于 是 可 求 出 交点 (z, 切 
关于 天 的 二 


只 是 4C -万 2. 
忆 此 横 圆 的 面积 9 = 


4 


E 绞 函 数 ( 见 82.11.3 的 习题 1456.1(e)), 即 可 求 出 


V4C 二 2 


本 C oos 2p 十 已 sin 20. 


十 ( 罗 近 : 十 万 2， 


这 样 就 求 出 了 李 


圆 的 长 半 轴 和 短 半 


克 


解 3 (解析 几何 ) 


次 三 项 式 
(CK2 二 2BK 二 4)DD 一 


j 顶 圆 关于 其 主攻 


全 


上 述 二 次 三 项 式 的 判别 式 为 0. 这 就 得 到 


这 表明 达到 最 大 值 


短 半 轴 的 乘积 , 因此 9 = 


(4C - B2)D2 - 


(-co <K < +oo) 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
已 和 0. 从 了 (人 = 0 推出 


7 
解 4 (微分 学 方法 ) 


(12 十 了 一 
的 对 称 性 可 知 , 当 
应 , 而 达到 最 大 或 最 小 的 刀 则 只 能 分 别 对 应 于 唯 


和 最 小 值 人 刀 值 的 乘积 是 1/(4C - 2)， 


用 微分 学 方法 求解 3 : 


用 直线 y = kz 与 椭圆 相交 , 可 见 交 点 的 横 坐 标 z 满足 等 
(4+2BK 二 OK2)z2 = 1. 
到 原点 的 距离 平方 为 万 = 


1 十 大 2 
4 二 2BK 二 CHF2 
(CD -Li2TT2BDE+(4DD 
万 不 是 最 值 时 , 它 必 定 与 两 个 不 
的 天 值 , 因此 这 样 


(4+CJD+1=0. 


的 函数 刀 ( 妇 


的 忆 值 


开 方 后 就 是 长 半 


7r-2 的 最 大 


的 长 度 的 乘积 ; 


式 


各 这 个 等 式 改写 为 


D = 0 


同 的 大 值 对 
应 当 使 得 


和 


1 十 大 2 
4 十 2BK 十 CK2 


于 巨 =0 的 简单 情况 可 直接 研究 , 以 下 假设 


Bk2+T(4-C)KE- 互 =0. 
设 各 ,如 是 与 两 个 最 值 Di, D; 对 应 的 大 值 , 则 有 入 和 = -Li 向 十 妇 = 对 计生 从 
Di, Ds 的 表达 式 可 以 计算 得 到 Di D。 = 人 于 是 就 有 5 本 
注 “以 上 几 个 方法 都 依赖 于 已 知 椭圆 面积 公式 为 r 乘 以 椭圆 的 长 半 轴 和 短 半 轴 ， 
以 下 是 本 节 求 面积 的 三 种 主要 的 积分 方法 , 它们 不 需要 事先 知道 彬 圆 的 面积 公式 . 
解 5 (积分 学 方法 之 一 ) ”从 方程 4z2 + 2Bzy 二 Coy2 = 1 工 解 出 y 作为 z 的 函数 的 显 
表达 式 (也 就 是 椭圆 曲线 所 围 区域 的 上 边界 和 下 边界 ) 为 
Ja(z) 二 -和 估 + 广 VC QUO 二 现 ) 屯 
同时 确定 它们 的 定义 域 为 王 当 六， ], 其 中 刀 = VC 二 页 


186 第 四 章 “ 定 积分 


然后 可 对 (z) - 轨 (z) 积分 如 下 : 


VC VE 
= in mmoldz= 车 六 全 VG Tsde (十 作 代 换 = Do) 
= | 估 VC RE 242 da 
由 于 2 原 VG 二 好 dv 就 是 半径 为 VC 的 圆 面积 , 因此 就 得 到 


-1 .TrC 一 工 
和 一 CD TC 一 方 . 


解 6 (积分 学 方法 之 二 ) 如 解 2 所 示 , 在 极 坐标 系 中 的 曲线 方程 为 r-? = 4cos2 p 十 
2Bsinpcosp +Csin2p, 因此 可 以 用 极 坐标 系 的 面积 公式 计算 如 下 : 


1 2 2 1 f2r d(tan 0) 
三: 站 
| 到 4T25tangTCtan20 


= 太一 一 一 一 一 
-oo Cu2 +2Bv 上 +4  j-o (ve+ - 且 ) +(4 | 


v 启 C 
-- 世 .( 一 arctmn Se 二 交 
VC 、\V4C 一 矶 V4 二 有 刺 /G ”，VA4C- 瑚 - 


解 7 (积分 学 方法 之 三 ) 用 参数 方程 方法 . 引入 参数 的 方法 不 是 唯一 的 . 例如 , 可 
以 先 配方 得 到 


(4- 吉 jz+(vB+ 间 = 


记 A=4C-B2, 令 z=VC/Acosty=1/VCsint-(B/VCA)cost 0 芝 上 斥 27， 
则 可 以 计算 得 到 


z(by 人 由 一 ybz 人 = 去 ， 
因此 用 公式 (4.14) 的 第 三 式 就 得 到 
和 | di 开 
zj VS VS 


以 下 几 个 解法 中 需要 一 元 微 积分 之 外 的 知识 , 初学 者 可 和 暂时 跳 过 , 以 后 再 学 . 
解 8 (二 重 积分 方法 ) 平面 区 域 的 面积 可 表示 为 恒 等 于 1 的 二 元 函数 在 该 区 域 上 
的 二 重 积 


将 方程 配方 为 
4(z+ 2 凡 = 1， 
作 二 元 代 换 
u=V4a(z+ 也 )， 4 一 名 王 沁 
计算 出 这 个 代 换 的 雅 可 比 行列 式 为 


oly) 1 1 


ou) guo  V4C- 瑟 ， 


84.5 


面积 的 计算 法 (习题 2396-2430 ) 


于 是 就 可 以 用 二 


由 中 


重 积 分 计算 如 下 (其 中 


I 记 9 为 李 


风 


9(2 功 区 


dz do 一 


42 十 V2 斥 


解 9 (条 件 极 值 方法 ) 在 椭圆 


的 条 件 极 值 问题 . 引入 拉 格 朗 
区 二 22 | 12 


曲线 上 求 到 原点 距离 的 最 大 值 
日 函数 


9(,V) VL4GC 二 万 2 
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区 域 4z2 +2Bzy 二 Cy2 芭 1): 


目 


入 (4z2 +T2Bzy 十 Co2 一 1)， 


从 石 关 于 


YU 


将 它们 分 别 乘 以 z,y 后 相 加 , 即 可 见 拉 格 朗 


的 偏 导 数 为 0 得 到 线性 方程 组 
(1 一 入 4)z 一 入 By = 0， 


一 入 By 十 (1 一 人 性 一 0. 


和 最 小 值 


个 典型 


生 


日 乘 子 入 是 


一 72 只 要 


Z,4 的 齐 次 线性 


(4C - B2)X2 一 
于 是 可 知 与 2 的 最 大 值 和 最 小 值 对 应 的 两 个 乘 子 的 乘积 为 一 二 ; 
方 再 乘 以 并 就 是 所 要 求 的 面积 9 = 


解 10 (线性 代数 方法 ) 


问题 
引入 矩阵 4 = (各 
写 出 矩阵 4 的 特征 方程 


十 昌 .- 万 


可 六 是 
行列 式 为 0， 


方程 组 有 非 零 解 可 见 


一 , 它 可 转换 为 在 z2 十 内 = 1IL 的 条 件 
&), 对 问题 二 , 从 线性 


V4C 一 52 
站 生 人 
, 称 为 问题 

改 数 知道 它们 就 是 4 的 最 大 和 最 小 特征 值 . 


可 见 两 个 特征 值 的 乘积 


IT 一 4| = 入 一 


J 自 月 


(4+C+TI=0. 


区 


下 求 4z2 二 2Bzy 二 Cy2 的 最 值 


(4+C) 和 +(4C 一 忆 2)， 


要 计算 和、 从 关于 


等 于 万 2. 


方 后 乘 以 站 就 得 到 9 = 


评论 ” 提 一 个 问题 : 在 以 上 的 10 种 方法 : 


且 还 可 以 
这 里 只 作 一 点 不 完 


推广 于 求 到 允 
整 的 评论 , 即 指出 容易 推 


了 


它 的 倒数 就 是 原 问 题 一 的 两 个 最 值 


锥 


超 椭 球 的 体积 ? 


解 1, 即 解析 几何 


的 转 


易 推 广 到 7 维 空间 中 解 
此 外 , 解 


的 推广 也 是 可 能 共 


8, 即 二 重 


决 见 维 


的 乘积 . 开平 


有 哪些 可 以 


广 


于 求 三 维 


椭 球 的 体积 ， 


广 的 几 个 解法 . 


方法 , 似乎 计算 比较 复杂 , 但 只 
超 椭 球 的 体积 计算 问题 . 


4 要 有 线性 代数 知识 就 很 容 


习题 2412 把 双 | 


1 线 Z2 一 内 三 1 上 的 点 


标 表 示 为 双 曲 线 扇形 
1 线 的 弧 MOM 与 二 射 


是 点 M 相对 于 Oz 贡 


解 
附 图 | 


如 附 图 


所 示 ， 


于 


人 


的 两 条 虚线 是 双击 


OAM2AM 的 面积 3 的 函数 , 此 扇 


线 OM 及 OUM' 为 界 , 其 


的 对 称 点 . 


识 分 方法 , 在 引入 正 交 变 换 后 就 容易 推 厂 


MT(z;,y) 的 坐 
形 以 双 
中 M(z, 一 切 


口 


考虑 zz > 0 部 分 的 双 | 


| 线 z2 一 妇 一 


线 的 渐 近 线 y = 


工 忆 . 


到 维 . 


解 9 和 解 10 


习题 2412 的 附 图 
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为 求 出 双 曲 扇形 ( 附 图 中 的 阴影 区 ) 的 面积 (也 记 为 ) 9, 可 以 先 计 算 由 双 曲 线 弧 
MAM 和 直线 MA 围 成 的 弓形 ( 附 图 中 的 淡 灰 色 区 ) 面积 . 从 方程 解 出 y = 士 Vz2 一 1， 
即 可 求 积 如 下 : 
?| ve -Id=23 刀 一 1 一 寺 茵 | 所 一 了 | 
下 工 
一 ZV2Z2 一 1 一 mn(z 十 Vz2 一 了 )， 
其 中 利用 了 83.1.6 的 积分 基本 公式 (3.6) 之 二 (a = -了 1). 由 于 三 角形 OMAX' 的 面积 科 
于 zy = zVz2 -1 将 它们 相 减 后 就 得 到 所 要 求 的 面积 


3S=In(z+Vz2z 一 1). 


利用 双 1 
大 | 


”一 


此 得 到 z = coshS. (也 容易 直接 从 e 2 十 VzZ2 一 1 
-3).) 然后 就 有 y = Vz2 开 = Vcosh2S 一 1=sinh 9. 
1 函数 得 名 的 由 来 . 


arCccosh Z， 
TS 

2Z 一 吉 (e” 十 e 
元 ( 


注 “本 题 的 结论 就 是 双 


asin2t 
2 十 Sint 


日 上 所 


习题 2417 (b) 求 由 曲线 z = acos 坊 9 = 


图 形 的 面积 . 


附 图 所 示 , 上 从 0 到 27 时 
个 财 曲 线 , 因此 在 ) 
大 式 不 对 称 , 这 里 用 其 


全 | gj 区 2 的 dd 三 一 oa 上 


2 2 2 2 2 
一 一 0 | (sint 一 2sint 十 4)dt 十 8a | 
0 0 


点 (z(b,y( 的 ) 以 顺 时 
公式 (4.14) 时 要 乘 以 一 1 
的 第 三 式 未 必 


表达 


习题 2417 


dt 
2 十 Sint 


d 
2 十 sint 
对 于 最 后 一 个 积分 可 作 代 换 t= 尽 一 9 而 归 名 


2 dt 加 TV/2 d0 
| 2 十 Sint -| 3r12 0 


2 
-2 9z+8o2 | 
0 


2 db 
本 | 2 十 cos0 


= ?| 7 = | d0 
有 0" 1 十 证 cosg 


余 张 函数 的 反 函 数 公式 ( 见 83.1.8 的 (3.11)(2)),， 可 见 上 式 就 是 3 
出 发 推导 出 


二 


(b) 的 附 图 


寺 为 83.4.3 的 习题 2028 如 下 台 : 


2 (1L/2) t NI 
一 一 .arctan tan 去 
1 一 (17 1 十 (1/2) | 0 
三 性 三 = 
I-( 人 2 v5 
于 且 . 时 名 允 er | 三: 2 16 2 入 2 
是 最 后 的 答案 是 3 ro(- 坊 9) 0.746a2. 
外 其 中 第 二 个 等 式 利用 了 84.2.5 的 习题 2265, 即 周 期 函数 在 任何 周期 长 度 的 区 间 上 的 积分 都 相同 . 


84.5 面积 的 计算 法 (习题 2396-2430 ) 


人 
工 十 Ecogs 


习题 2422 (a) 求 由 极 


坐标 方程 


六 一 


解 1 (解析 几何 方法 ) 由 于 这 是 椭圆 的 极 坐标 方程 ,原点 为 顶 贺 


(0<=<1) 所 给 | 


只 


求 出 长 半 轴 和 短 半 轴 就 可 以 得 到 椭圆 的 面积 . 
分 别 用 po = 0,T 代入 方程 , 相 加 除 以 2 就 得 到 长 半 
到 | 了 也 ) 了 

2、\ 人 1 十 < 1 一 E 1 一 <c2 
由 于 原点 是 焦点 , 因此 短 半 轴 可 以 计算 如 下 (参见 附 


0 一 avVL 一 人 2 一 了 5 
V1 一 5? 


TD2 


要 


十 


图): 
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TH 
x 


的 焦 


顶 圆 


面积 9 = Tab 三 


习题 2422(a) 的 


只 图 (D = 1， 


本 
(的 


按照 极 坐标 系 ! 


解 2 (概要 ) 


< = 0.5，O' 为 梢 圆 中 心 ) 


计算 公式 则 有 


dp 


2T 
攻 | (1 二 scos)2 
然后 利用 8$3.4.4 的 习题 2063 即 可 . 为 了 避免 奇 点 , 可 以 先 利 ) 
间 缩 小 为 [0, 媳 . 


习题 2424 求 由 1 
成 之 


1 线 2 = rarctanr 和 二 射线 = 0 及 mp= 
扇形 的 面积 . 


市 


解 由 于 2 是 r 的 严格 单调 递增 函数 , 可 以 作出 附 
1 线 图 像 和 欲求 面积 的 图 形 . 按照 极 坐 标 系 ， 
并 用 7 作为 积分 变量 , 则 有 do = (arctan7 十 
从 0 到 f/V3 时 ,> 从 0 到 V3, 于 是 可 计算 如 下 : 


图 中 所 示 
的 面积 计算 公式 ， 


二 ) dr， 当 05 


0 汪 
加 一 本 | 7 dop 一 本 | ( arctany7 十 [一 ) dr 
V3 V3 vv3 
三 言 arctanr|， 玫 证 训 dr (对 积分 ) 
区 + 南 | 忌 d 尺 
2vV3 6 Jo1+ 羽 

= - 工 + 工 - 土 

四 汪 生 本 本 In 2. 
以 下 看 习题 2425 的 5 个 小 题 , 其 中 前 4 个 是 新 版 中 增加 的 . 
习题 2425 (a) 求 曲 线 + 22 = 1 所 围 图 形 的 面积 . 


分 析 不 妨 只 考虑 > > 0 的 部 分 . 这 时 的 上 
递增 至 1 时 ,> 从 0 递增 至 1 后 j 


线 在 两 条 射线 % 一 士 ] 
递减 至 0. 因此 图 


j 对 称 性 将 上 述 积分 


形 很 简单 , 求 积 计算 也 不 难 . 


的 


义 


习题 2424 的 附 图 


j 代 换 呈 = 鳌 ) 


之 间 , 当 p 从 一 1 
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习题 2425 (b) 求 花 为 形状 的 曲线 p = sin(xr) (0 入 7 和 1) 所 围 图 形 的 面积 . 

解 1 此 题 需 要 对 曲线 的 图 像 有 较 准确 的 理解 
否则 容易 出 错 (参见 附 图 )， 扩 

从 方程 可 见 , 当 ” 从 0 递增 至 1/2 时 , p 从 0 递 
增 至 其 最 大 值 1; 然后 当 从 1/2 递增 至 1 时 , p 从 1 2 \ 
递减 至 0. 因此 除了 = 1/2 之 外 , 每 一 个 p 与 两 个 O 1 
值 对 应 . 将 其 中 小 的 记 为 m, 大 的 记 为 m>, 则 就 可 写 0 
出 曲线 (与 极 轴 ) 所 围 图 像 的 面积 为 


5= 寺 | 节 o) -ae 
接 下 来 的 问题 是 求 出 mr,ra 的 表达 式 . 

当 7 从 0 递增 至 1/2 时 , xr 在 [0,r/2] 内 , 因此 就 有 
r1(PD) 一 元 arcsin %. 
然而 当 ”> 从 1/2 递增 至 1 时 ,rr 在 [r/2,z] 内 , 因此 需要 改写 p = sin(r - mr) = 
sin(f(l 一 门 ) 后 才能 两 边 取 反 正 粥 得 到 arcsinp = (1 一 站), 于 是 解 得 
r2(O) 一 工 一 寺 arcsin 2. 


以 下 的 代入 计算 已 经 没有 困难 , 可 进行 如 下 : 


1 | 2 1 2 
SI 

0 
SA 由 本 rc ) 
2 人 区 S 
三 去 -去 | arcsin o dp 

0 
1 


解 2 以 7 为 参数 , 用 公式 (4.14) 的 第 三 式 也 是 一 个 好 方法 . 这 里 注意 到 在 极 轴 上 
的 直线 段 对 积分 没有 贡献 , 因此 不 必 考 虑 . 
2(7) 王 7rcos(SsinT7)， V(7) 三 7sin(sinTr)， 0 所 7 所 1 
同时 注意 到 当 从 0 递增 至 1 时 点 (z(r),y(r)) 以 顺 时 针 方向 围绕 所 围 区 域 , 因此 在 公 
式 前 要 添上 -1 (参考 附 图 ), 然后 即 可 计算 如 下 : 
S= -去 | EOwOD-wOzOldr 


1 
一 一 工 | 7r2cosrr dr 
2 Jo 


于 


1 1 
一季 (sinmr mm 一 工 sinzr .2rdr) = 7 Sin T7 d7 
2 区 0 T Jo 0 
工 1 
一 一 工 cosTer 十 工 cosmrr dr = 工 . 
元 0 Tj。 元 
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习题 2425 (c) 求 曲 线 p = 47 -3, p = 0 所 围 图 形 的 面积 . 


解 (概要 ) 本 题 与 上 一 题 类 似 ， 从 方程 可 见 ,， 只 需 
要 观察 函数 elr) = 4r -ra 在 [0,2] 上 的 变化 . 用 微分 学 
方法 可 知 , 当 ” 从 0 递增 至 2/V3 s 1.155 时 , o 从 0 单 
调 递 增 至 16/V3 s 3.079 交 176", 而 当 ” 继续 递增 至 2 
时 , 2 则 单调 递减 至 0. 如 附 图 所 示 , 这 条 曲线 与 = 0 
( 极 轴 ) 上 的 直线 段 0 和 7 冬 2 围 成 一 个 平面 图 形 . 

以 下 的 计算 从 略 , 答案 是 = 人 对 . 


O 1 2 
习题 2425(c) 的 附 图 


习题 2425 (d) 求 曲 线 = - sinr, p = 区 所 围 图 形 的 面积 . 
分 析 由 于 2 是 7 的 严格 单调 递增 函数 , 图 形 和 计算 都 更 为 简单 . 


习题 2425 (e) 求 封闭 曲线 了 = 本 2, p = 号 所 围 图 形 的 面积 


分 析 ”这 是 由 参数 方程 给 出 的 极 坐标 系 中 的 曲线 . 利用 
81.4.5 中 作 草 图 的 方法 , 容易 知道 当 寺 从 0 递增 趋 于 十 co 时 ， 
得 到 一 条 封闭 曲线 . 计算 归结 为 [0,+eo) 上 的 广义 积分 . 积 
分 的 被 积 函 数 是 有 理 函 数 , 利用 83.3.1 的 部 分 分 式 分 解 方 O 
法 , 或 者 83.3.2 的 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 方法 都 不 难 求解 . 


- 芋 : 


1 


习题 2425(e) 的 附 图 


习题 2427 将 奏 十 只 =a2(z2 十 妇 O) 变换 为 极 坐标 , 求 该 曲线 所 围 图 形 的 面积 . 


解 1 用 极 坐 标 公式 z = rcosp,y = rsino 代入 就 得 到 r4(cos4o 十 sin4op) = a272， 


因此 曲线 的 极 坐标 方程 为 
r = 一. 
Vcos4p 十 Sin 0 
参考 曲线 的 图 像 ( 见 第 一 册 附 录 二 的 习题 1542) 后 可 知 所 围 图 形 面 积 头 
克 革 2 | do 
2 Jo cos4p 十 sin4op 


利用 $4.2.5 的 习题 2276, 就 得 到 9 = VIra2. 


解 2 用 y = 刀 引 入 参数 后 再 用 公式 (4.14) 也 是 方便 的 , 所 得 到 的 参数 方程 为 
站 一 起 工本 三 纹 . 
1 十 码 ， 


由 于 该 图 形 关 于 z 轴 和 Y 轴 都 对 称 , 因此 只 要 计算 它 落 在 第 一 象限 的 那 部 分 面积 再 乘 
以 4 即 可 . 这 时 参数 上 从 0 到 +co, 而 坐标 轴 上 的 直线 段 在 公式 (4.14) 的 第 三 式 的 积分 
的 贡献 为 0, 因此 就 得 到 (其 中 利用 了 该 公式 后 的 注 2 和 84.4.1 的 习题 2341 的 结果 ): 


二 二 上 要 2 大 2 
5=3?| z20 业 =2o2| di 二 2a2. -二 = V27a2. 
0 0 工 十 码 V2 
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习题 2430 将 太 十 叶 = az2y 化 为 参数 方程 , 求 该 


册 
从 
党 


解 1 用 y= 刀 代 入 , 就 得 到 参数 方程 为 


线 所 围 图 形 的 面积 


习题 2430 的 附 图 


zz 的 一 工 汪 二 ， 3 的 一 好 的 
由 于 y( 鸭 主 0, 又 由 于 曲线 关于 y 轴 对 称 , 因此 只 要 计算 参 
数 从 0 到 +eo 所 得 到 的 面积 再 乘 以 2 即 可 (参见 附 图 ). 一 
用 公式 (4.14) 的 第 三 式 , 并 利用 其 注 2, 就 有 
ff 2d 
| 代 十 区 

作 倒 代 换 t = 寺 , 则 有 

afto uddu oa2 [tc ud(+) 

5=o| Ce 4 | 

QQ 

过 作 二 | 风 和 

2 +ce duw 

了 2 | 1 十 ML 


对 最 后 一 个 广义 积分 可 以 利用 在 83.2.1 的 习题 1884 
倒 代 换 而 如 下 归 


站 _ V2r 
可 见 9 = 1 


解 2 (概要 ) 


以 下 同 解 1. 


卡 4 


结 为 84.4.1 的 习题 2341: 
5= 雪 [| 达 dt =- 专 | 1 十 这 
和 4 0 工 千 谤 &8 0 二 二 本 


a2 AS 0.278a2. 


在 极 坐标 系 : 
图 像 关 于 直线 p = T/2 对 称 , 就 有 


工 
5=| rap=2| 
0 0 (人 


| 


CQ 


CQ 


列 


还 : 
2 


到 tan 2dttanp) 
0 【人 


1 十 tan4)? 


Te 1 


0 


( 工 十 友 )2 


, 边界 曲线 方程 为 = 


cos4 psin2 o 
cos4p 十 sin4 op)? 


Qcos2 psin 


cos4p 十 sin4 wp 


dp 


求 得 的 不 定 积 分 , 或 者 也 可 通 


》 


E [0, 格 . 利 


兰 


| 
/有 
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84.6 红 长 的 计算 法 (习题 2431-2455 ) 


内 容 简介 ”本 节 的 习题 主要 是 弧 长 计算 , 最 后 还 有 少量 证 明 题 . 

由 于 弧 长 计算 公式 中 出 现 根 式 , 这 在 很 多 情况 下 会 使 得 计算 较为 复杂 . 在 本 节 的 一 
些 计算 题 中 , 83.3 和 8$3.4 中 的 许多 计算 技巧 都 是 有 用 的 . 这 方面 只 举 下 面 的 例子 (该 题 
的 答案 在 《习题 集 》 的 老 版 中 有 误 ). 


习题 2439 求 曲线 2 = 2 (0 专 了 去 号 的 弧 长 . 


解 1 因 曲 线 关于 z 轴 对 称 , 只 要 计算 y > 0 的 弧 长 乘 以 2，( 在 
附 图 中 取 o = 1 曲线 的 端点 为 《总 , 士 到 ) ss (1.667, 二 3.727), 在 第 


3 
一 册 附 录 一 的 习题 272 中 取 w = 5.) 
将 方程 对 求 导 , 可 得 到 y = 王 ” 84 二 中 ， 于 是 弧 长 为 : 
(2 一 zZ)2 


5a 5a 
3 5 3 1 /sa=35 
s=2?| V1 二 2%2dz 王 2a Wo 7 dZ. 


利用 代 换 1 = \/ 品 二 嗓 (参看 83.1.5 的 习题 1782 的 解 3 和 83.3.1 的 
DAH2 总 
习题 1933 等 ), 则 有 z | 站 二 到 dt 当 z 从 0 递 习题 2439 的 附 图 
全 -1 
增 至 5a/3 时 ,t 从 2 递增 至 3, 于 是 就 可 求 积 如 下 : 0 
5Qw 
3 外 SC 一 2 
s=2o| 2a 一 2Z 2a 一 2Z 有 
二 二 放 3 
=2o|， 2 = 如 | + 二] dt 


1 tv 了 
=aul4+12. 一 1 
( 十 芭 订 册 
轴 3-VvV3 2+V3 
=a(4+2VSin 5 人 2 广 |) 
= al4+2V3ln( 2 十 V3)] = 8.562a. 
明 y = 龙 引入 参数 守则 可 得 到 曲线 的 参数 方程 为 


2at2 一 
然后 按照 参数 曲线 的 弧 长 公式 得 到 
和 全 开 二 全 一 一 4 dt. 
0 
作 代 换 女 二 4=2 则 有 tdt=vdo, 于 是 可 与 解 1 的 计算 相同 地 得 到 
站 4|， 二 4 (+ -jdo=olt+2VSln(C2+V3 
2 3 


vO2 一 3 2 u2 一 


解 2 


2 
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习题 2453 证 明 : 覃 圆 z = acos 刀 =psint (0 入 和 27) 的 弧 长 等 于 正 芝 曲 线 
4 一 6 全 的 一 波 之 长 , 其 中 c= Va2 -- 2. 


解 ”从 题 意 有 a > 上 > 0. 将 李 圆 的 弧 长 记 为 s, 按照 参数 方程 表示 的 曲线 弧 长 公 
式 有 


2 
5 一 | VE Gd 
0 
2 了 
=| Va2gsint 十 02cos2tdt， 
0 


而 题 中 给 出 的 正 弱 曲 线 的 一 个 波 的 长 度 即 是 一 个 周期 了 = 2rb 上 的 曲线 长 度 , 将 它 记 


为 s>, 则 有 
人 2Tb 2 
s=| I+Gdz= | /1 十 写 .cos 过 dz 
0 0 0 b 
2 


-| V 式 + 区 - 疝 5 丈 营 d( 早 ) (然后 作 代 换 += z/ 
0 

一 | Vb2sin2t 十 a2cos2tdt. 
0 


对 最 后 一 个 积分 作 代 换 双 = 3 一 已 di = 一 qu, 并 利用 周期 函数 在 一 个 周期 长 度 的 区 间 
上 的 积分 不 变性 ( 见 84.2.5 的 习题 2265), 就 有 


一 .3 
2 


s2 一 一 Vb2cos2 凡 十 a2sin2w du 


区 
2 


区 


2 
一 | 以 bp2 cos2 十 a2 sin2wdvw 


2 
2T 国 吧 

=| Vb2 cos2 凡 十 a2 sin du， 
0 


可 见 sz = 51. 

注 弧 长 计算 公式 中 的 根 式 带 来 的 一 个 出 乎 意料 的 后 果 就 是 ,如 覃 圆 这 样 人 们 熟 
知 的 曲线 , 它 的 弧 长 都 只 能 表示 为 一 个 定 积分 ,而 不 能 用 初等 函数 表示 出 来 . 原因 在 于 
上 述 覃 圆 弧 长 的 积分 公式 中 , 被 积 函数 的 原 函 数 不 是 初等 函数 . 这 直接 导致 被 称 为 椭圆 
职 分 的 儿 类 特殊 函数 . 它们 在 数学 的 多 个 分 支 和 应 用 领域 中 出 现 . 与 椭圆 全 周 长 直 接 有 
关 的 是 下 面 的 第 二 类 全 顶 圆 积分 : 


呈 bla 


=| 1 一 12sin2zdz， 


其 中 大 E (0,1). 于 是 可 看 出 , 本 题 中 的 椭圆 周 长 s = 4 已 (四 其 中 大 = Vo2 一 好 /oa 即 
关于 椭圆 周 长 的 近似 计算 例子 见 后面 84.11 的 习题 2544. 在 数学 分 析 教 科 书 中 对 
于 覃 圆 积 分 的 介绍 见 [15] 的 第 二 卷 的 88.5, 从 该 书 的 索引 还 可 碍 到 在 数学 分 析 中 与 椭圆 
积分 有 关 的 许多 其 他 材料 . 
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习题 2454 抛物 线 4ay = 安 沿 Oz 轴 深 动 . 证 明 : 抛物 线 的 焦点 的 轨迹 是 悬 链 


线 吕 . 


解 利用 运动 的 相对 性 , 不 如 考虑 将 Oz 和 
作为 抛物 线 在 原点 的 切线 沿 着 抛物 线 滚动 

如 附 图 所 示 , 粗 黑 曲线 为 抛物 线 4ay = z2. 
其 焦点 为 F(0,m， 设 Oz 轴 已 经 滚动 到 达 抛物 线 
在 点 P(zo,) 的 切线 的 位 置 ,然后 我 们 来 计算 焦 
点 在 新 的 坐标 系 中 的 位 置 ， 

为 此 先 要 确定 新 坐标 系 的 原点 O' 的 位 置 . 
导数 W(zo) = 志 zo 即 可 写 出 点 已 的 切线 方程 为 


20 
习题 2454 的 附 图 艺 - 加 = (和 一 zo). 


这 条 切线 就 是 新 的 横 坐 标 轴 O'z'. 其 中 的 原点 O' 可 以 根据 已 点 到 O' 的 距离 等 于 抛物 
线 上 从 原点 O 到 点 P(zo,yo) 的 弧 长 来 确定 . 根据 弧 长 公式 有 


发 TZ0/2a 
| 1 dz V1 二 2 du 
0 Y Q 0 


Z0/2a 


一 2a| 寺 uv 1 十 42 十 六 ntu 十 V?2 十 D 
0 


二 邓 友 +4o2+an| 亏 (zo+ V 呀 4a2)|. 
然后 作出 过 点 P(zo, 加) 的 法 线 节 一 加 = 人 (人 xzo), 即 可 求 出 焦点 尺 到 该 法 线 的 
即 附 图 中 虚线 表示 的 直线 段 F4 的 长 度 . 按照 底 注 中 公式 求 出 为 和 V z3 + 4a2， 


六 ， 
将 它 从 弧 长 s 中 减 去 之 后 就 得 到 焦点 在 新 坐标 系 中 的 横 坐 标 , 即 附 图 中 优 必 : P 的 长 
度 . 为 下 面 方便 起 见 , 将 zo 改 记 为 参数 卢 就 得 到 


ztb = al | 去 (+ VB+40)|. (4.15) 


所 口 


E 离 


接 下 来 再 求 焦 点 在 新 坐标 系 中 的 纵 坐 标 , 即 已 到 直线 段 PO' 的 距离 , 在 附 图 中 就 是 虚 
线 标 出 的 直线 FC 的 长 度 . 按照 底 注 的 公式 并 将 zo 改 为 上 就 得 到 
g 人 一 可 V 妇 十 4a2 (4.16) 


最 后 只 要 从 以 上 参数 方程 消去 上 先 从 (4.15) 有 ee = 三 二 4 十 寺 ,并 由 此 可 计 


2 2 2 5 、 7 
算得 到 e 。 = 本 二 2 一. 将 它们 相 加 除 以 2, 并 利用 (4.16), 就 得 到 


Q@ 本 题 的 求解 中 需要 在 中 学 数学 平面 解析 几何 中 学 到 的 一 些 知识 . 为 读者 方便 起 见 叙 述 如 下 . 
1. 抛物 线 是 平面 内 到 一 个 定点 妃 和 一 条 定 直线 1 ( 尸 不 在 ! 上 ) 距离 相等 的 点 的 轨迹 , 点 环 叫做 焦点 ,，! 叫 
做 准 线 . 由 此 容易 验证 , 对 于 本 题 的 抛物 线 4ay = z2 来 说 , 焦点 坐标 为 (0, a), 准 线 方程 为 y = 一 a. 
2. 点 (zo,yo) 到 直线 4z + By 十 C = 0 的 距离 为 
|4zo 十 Byo 十 C 
V42 上 +52 


> 


仅 三 
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也 就 是 有 y = acosh 即 悬 链 线 方程 . 
注 1 在 以 上 求解 的 过 程 中 , 新 多 
的 . 这 样 做 只 需要 画 出 


第 四 章 。 定 积分 
ex +ea VET 1 工 
四 2a 一 0 中 
& 标 系 是 随 着 横 坐 标 轴 沿 着 抛物 线 滚动 而 不 断 变动 
条 抛物 线 . 同样 可 以 再 利用 运动 的 相对 性 , 将 附 图 中 以 O' 为 原 


点 的 坐标 系 看 成 为 固定 , 而 以 O 为 原点 的 坐标 系 则 与 抛物 线 一 起 滚动 , 这 样 就 与 原 问 题 
的 提 法 一 致 . 
注 2 将 曲线 y = acosh 芋 称 为 悬 链 线 , 因为 它 是 一 条 两 端 悬挂 着 的 均匀 柔软 的 细 
线 ( 链 或 电线 ) 在 平衡 状态 时 所 取 的 形状 ， 其 证 明 见 本 书 在 84.10 的 最 后 的 补充 . 
习题 2455 求 曲 线 
ya 
的 封闭 部 分 与 等 周 长 圆 周 所 分 别 围 成 的 面积 之 比 . 
解 在 附 图 中 作出 曲线 y = y(z) 的 图 像 , 由 题 意 需 要 
同时 求 出 该 曲线 所 包围 的 (阴影 区 ) 面积 和 转 线 的 长 度 .从  yY 
图 形 关 于 Ozx 轴 的 对 称 性 可 求 出 面积 为 3 
1 业 
9 一 | ( 言 -zjvzdz=? 号 2 一生 z2 
= 二 = 二 ) 二 = 1 
27 4 vv 135vV3- 
1 -去 3 乞 吕 
7 攻 计 Z “ 一 评 2”， 即 可 求 出 V1T 25 习题 2455 的 附 图 
于 z 了 十 羡 z 二 ,于 是 即 可 得 到 周 长 为 
上 1 
= 一 2| (车 > 十 芝 z) dz 一 人 v5+zv5j|， = 5 生 
由 此 周 长 可 求 出 等 周 长 的 圆 的 半径 为 尺 = 3 从 而 知道 该 圆 的 面积 等 于 
1 一 元 尼 2 一 5 
这 样 就 得 到 阴影 区 面积 与 等 周 长 的 圆 面积 之 比 为 
0 
9: 591 一 人 : 1 忆 0.726: 1. 
注 ， 根 据 著 名 的 等 周 定理 , 在 周 长 相 等 的 一 切 简单 闭 曲线 中 , 圆 所 包围 的 面积 最 大 
(参见 [34] 的 $24.3.4). 因此 本 题 最 后 得 到 的 比率 小 于 1 是 在 意料 之 中 的 . 
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84.7 体积 的 计算 法 (习题 2456-2485 ) 


内 容 简 介 ”在 能 够 求 出 空间 几何 体 被 一 族 平 行 平面 (一 般 是 平行 于 某 个 坐标 面 ) 相 
截 的 截面 面积 时 , 该 几何 体 的 体积 就 有 可 能 用 定 积分 求 出 . 下 面 第 一 小 节 含有 这 方面 的 
初步 训练 和 两 个 理论 题 , 后 两 个 小 节 是 求 给 定 曲面 所 围 体积 和 旋转 体 体 积 . 对 于 由 参数 
方程 曲线 生成 的 旋转 体 体积 给 出 一 个 新 公式 , 其 证 明 见 最 后 的 补 注 小 节 ， 


4.7.1 “用 截面 面积 的 积分 求 体 积 (习题 2456-2461) 
习题 2456 求 项 楼 的 体积 , 其 底 是 边 长 等 于 a 及 九 的 矩形 , 其 顶 的 棱 边 等 于 c, 而 


高 等 于 岂 . 


由 


C 


解 1 在 附 图 中 作出 了 顶楼 的 示意 图 . 为 简明 起 见 ， 
对 长 度 分 别 为 ,ce 的 边 就 用 这 些 符号 来 称呼 它们 . 
设 顶楼 的 顶 棱 ec 与 底 边 w 平行 . 取 坐 标 轴 Orz 垂直 
7 于 底面 且 指向 下 方 , 其 原点 在 棱 c 上 , 这 时 的 底面 与 VyOz 
习题 2456 的 附 图 坐标 面 平 行 (未 画 出 ). 
用 平行 于 底面 的 平面 与 此 几何 体 相 截 , 其 截面 ( 附 图 中 的 阴影 
职 是 z 的 函数 , 记 为 S(z, 0 入 zz 乏 几 于 是 只 要 求 出 S(z) 后 在 [ 
求 得 顶楼 的 体积 . 
可 以 证 明 台 , 截面 的 两 边 边 长 都 是 z 的 线性 函数 4z 十 互 , 然后 根据 z = 0, 娘 时 的 
知 值 即 可 确定 系数 4 和 刀 . 这 样 就 可 以 计算 得 到 托 形 截面 的 平行 于 底 边 a 的 边 长 是 
2 元 cz 二 c 平行 于 底 边 8 的 边 长 是 名 z, 于 是 就 有 


) 也 是 矩形 . 它 的 面 
月 上 对 z 积分 即 可 


区 
0， 


1(a 一 ec AN (a 一 cp ，。，，pc 
| 万 z+o] 页 人 十 页 2 


1 


TY 王 站 2 dz= [全 学 名 各 2]|， 


0 
本 (a 一 cb 十 总 5c 


0 
三 可 QD 十 B0cA 


解 2 如 解 1 所 示 , 在 具体 计算 之 前 已 经 可 以 确定 截面 面积 S(z) 是 > 的 二 次 
因此 满足 后 面 的 习题 2460 中 的 条 件 , 这 样 就 可 以 用 该 习题 提供 的 辛普森 公式 来 进行 计 
算 . 这 时 项 截面 面积 为 0, 底 截面 面积 为 ob, 中 截面 矩形 的 边 长 为 4 十 和 立 ,， 因此 二 
积 为 邯 (a + c)2 这 样 就 有 


放 1 放 
旋 芭 咎 |0+ 和 本 (e+ op 十 吧 = 号 (2o0+bo) 


攻 
潍 


@ 这 从 相似 三 角形 的 几何 关系 即 可 看 出 ,细节 从 略 . 
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习题 2459 求 旋转 抛物 体 的 体积 , 其 底 为 9, 而 高 等 于 互 . 


解 1 如 附 图 所 示 , 设 抛物 线 的 方程 为 rz= ij2 (0 和 外 
2 芯 万 ), 由 该 曲线 在 y > 0 的 部 分 与 直线 zx= 互 和 ”=0 
转 成 的 图 形 绕 Oz 轴 旋 转 而 得 到 题 中 的 旋转 抛物 体 . 
对 ze (0, 如 , 用 平行 y9z 坐标 面 的 平面 X = z 与 上 
述 旋 转 抛物 体 相交 的 截面 是 半径 为 y 的 圆 , 因此 其 面积 是 
S(z) =r2 = 全 . 根据 z = 如 时 的 底面 积 为 S, 即 可 确定 
出 系数 开 = 开 世 .这 样 就 得 到 了 截面 面积 为 S(z) = 全 


5 万 
最 后 只 要 求 积 如 下 : 
全 全 9 7zZ27 1 
一 ef d 莹 Is 一 一 石 . 
上 人 习题 2459 的 附 图 
解 2 从 解 工 的 分 析 就 知道 9(z) 是 z 的 线性 函数 , 因此 不 必 求 出 系数 天 就 可 以 直 
接 用 习题 2460 提供 的 辛普森 公式 , 于 是 有 
一 卫 . 问 . SS 
站 汉 羡 (0+4 3 + 9) 一 于 互 5 


习题 2460 (辛普森 公式 ) 设 物体 之 垂直 于 Ozx 轴 的 横 截 面 的 面积 9 = 3S(z) 依 二 
次 规律 变化 : 
93(Z 四 =4z2+Bz+C (ae 入 Z 芯 虽 ， 
其 中 4, 忆 ,C 为 常数 . 证 明 : 此 物体 之 体积 等 于 
7= 羡 |s@+ 4S(4 寺 “) + SO|， 


6 
其 中 万 = 一 ua. 
解 从 7 = | 5S(z) dz 出 发 ,利用 积分 关于 被 积 函 数 的 线性 性 质 , 只 需要 对 于 
1.z,z2 分 别 验证 公式 成 立即 可 
对 于 9(z) = 工 有 
D 一 w 
| dz=ba= 2(1+4+DHTi 
对 于 9(z) =z 有 
1 下 -ate 
对 于 3S(z) = z2 有 
1 3 | 2 
es- 村 -二 -四 -二 [2+4( 叶 史 + 可 


注 1 还 可 以 验证 对 于 zs? 的 辛普森 公式 也 是 成 立 的 . 实际 上 对 于 S(z) = z3 有 
b 4 8 二 和 
六 -中 二 - 罗 = 寻 [et ( 寺 和 本 


因此 对 于 S(z) = 4z3 + Bz2 + Cz 十 也 来 说 辛普森 公式 均 精 确 成 立 ， 
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注 2 辛普森 公式 对 于 包括 球体 在 内 的 很 多 几何 体 的 体积 计算 都 能 提供 精确 的 答 


案 , 因此 俗称 为 万 能 公式 [ 引 . 它 甚 至 还 能 用 于 许多 平 国 
面 面 积 改 为 三 段 截 线 的 长 度 即 可 . 然而 辛普森 公式 对 于 


习题 2461 一 物体 是 点 M(z,y,2) 的 
0 入 zz 乞 10 和 yy 乏 1; 而 当 > 为 无 到 


积 不 存在 , 尽管 相应 积 4 


分 析 “本题 提 出 了 几 个 不 能 下 
积 的 数学 定义 是 什么 ” (对 于 平面 


SUz) 


图 形 的 


未 


避 的 问题 ， 
面积 也 可 以 提出 类 似 的 问题 .) 


于 
圆 


, 其 中 0 所 


dz 一 工 . 


积 的 积分 计算 体积 有 什么 根据 ? 


由 于 这 两 个 问题 一 般 要 到 多 重 积 分 学 中 才 会 i 
到 以 后 再 学 . 下 面 只 对 第 一 个 问题 作 一 个 简要 的 介 
参考 [15] 的 第 二 卷 的 810.2* 
的 第 九 章 中 的 82-86 节 . 


下 


掉 只 谈 体 积 问 题 ， 
对 于 一 般 点 集 4 是 否 有 体积 的 问题 , 在 数学 上 条 ) 
有 多 面体 , 取 它 们 的 体积 的 下 确 界 , 同时 又 考虑 为 点 集 4 所 包含 


的 体积 的 上 确 
值 定义 为 点 集 4 的 体积 . 


点 集 ， 


的 只 能 是 体积 
含 该 点 集 的 作 


{ 


0 2) | 开 乏 2 和 -0 入 > 苹 ]， 


图 形 的 


摆 积 计算 , 只 要 将 三 个 截 


面积 计算 却 是 不 准确 


的 . 


里 数 时 ， 
体 的 体 


2 过 1, 并 且 当 2 为 有 
明 : 此 物 


首先 , 什么 叫 一 个 物体 的 体积 ? 或 者 说 , 体 


其 次 , 用 截面 面 


才 论 , 因此 建议 初学 者 暂时 跳 过 本 题 ， 
绍 . 对 于 这 些 问 题 的 经 典 性 论述 可 以 
面积 与 体积 ”, 特别 是 其 中 的 340-342 小 节 . 还 可 以 参考 [16] 


起 点 是 假设 空间 多 面体 的 体积 己 经 有 确定 的 意义 和 数值 . 


j 以 下 方法 : 即 考虑 


包含 4 的 所 
的 所 有 多 面体 , 取 它 们 


界 . 点 集 4 有 体积 的 充 要 条 们 


在 具备 以 上 知识 之 后 , 本 题 的 点 集 不 可 求 体积 就 变 得 


解 ”实际 上 , 本 题 的 点 集 不 含有 人 
的 一 个 邻 域 , 因此 这 检 


为 0 的 退化 多 面体 


F 是 上 述 两 个 确 


大 


而 它们 的 下 确 


界 也 大 于 等 于 2. 


届 
积 


为 前 提 的 . 


注 利 / 


j 多 元 微 积 分 中 建立 的 体积 定义 及 3 


此 所 有 这 检 


非常 明显 了 . 


E 何 内 点 , 即 其 中 的 任何 点 都 不 会 
的 点 集 不 包含 任何 含有 内 点 的 多 面体 . 
, 它们 的 上 确 界 也 是 0. 另 一 方 
E 何 多 面体 必定 同时 包含 两 个 立方 体 {(z, 思 2) | 


界 相等 , 并 在 相等 时 将 这 个 数 


下 , 本 题 的 点 集 有 有 界 ， 


0 乞 Z,V2 所 


于 是 可 见 两 个 确 界 分 别 为 2 和 0, 因此 该 点 集 不 存在 体 
明显 的 , 但 既然 该 点 集 没有 体积 ， 
本 题 的 例子 说 明 , 用 截面 画 


此 这 个 积分 与 体积 问题 毫 
的 积分 来 计算 几何 体 的 体积 是 以 该 几何 体 可 求 体 积 


的 多 


等 


看 体 的 体积 都 大 于 等 


职 . 至 于 题 中 的 积分 为 1 是 
关系 . 


其 用 积分 计算 的 合理 性 , 可 以 证 明 本 市 


除 本 题 之 外 的 几何 体 的 体积 都 有 定义 , 而 且 都 


内 
可 以 用 截 


看 面积 的 积分 求 得 . 
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4.7.2 ” 求 给 定 曲 面包 围 的 体积 (习题 2462-2470) 
习题 2462 求 昌 面 安 + 蕊 = 1 := <z, z 一 0 所 围 成 的 体积 
Q D Q 
解 1 如 附 图 所 示 (只 考虑 z > 0 的 部 分 ), 用 平行 于 
zO7z 坐标 面 的 平面 了 = y (ye [六 中 ) 与 题 设 的 几何 体 
相 截 , 得 到 用 阴影 表示 的 直角 三 角形 . 将 它 的 面积 记 为 
S(y), 则 从 曲面 方程 可 以 计算 出 三 角形 的 两 个 直角 边 为 
oj/1 -与 ， 区 本 
于 是 就 得 到 
时 沁 可 [只 区 2 
习题 2462 的 附 图 sg= 尘 ( -所 )， 
然后 即 可 利用 对 称 性 计算 积分 如 下 : 
过 _OQC 号 汪 
大 = swuy=ee[ ( -所 )ty=ou- 鸠 中 | = 
解 2 车 用 平行 于 yOz 坐标 面 的 平面 X= z (ze [0,a]) 和 则 得 到 的 
是 矩形 , 它 的 相 邻 两 边 的 长 度 为 
此 
20\/1 一 人， 2 
于 是 得 到 截面 面积 为 S(z) = 22ez ,1 - 瑟 ， 最 后 可 求 积 如 下 
站 Q 加 21 Q 2 
7=| sadz=22|zW1- 到 dz 
3 
27 2 2、231|? 2 
-从 [党 (- 呈 | - 革 we 
注 在 用 截面 面积 的 积分 计算 体积 时 , 选取 何 种 平面 与 几何 体 相 截 是 需要 其 酌 的 . 
本 题 若 用 平行 于 zOy 坐标 面 的 平面 2 = > (z e [0, cj) 去 相 截 就 可 能 会 导致 复杂 的 计算 . 
习题 2463 求 遇 面 瑟 + 妇 + 妃 = !( 梢 球面 ) 所 围 成 的 体积 . 
解 用 平行 于 yVOz 坐标 面 的 平面 X = z (z e [一 a,a]) 与 顶 球 体 相 截 , 得 到 的 是 
顶 圆 曲线 
2 
0 
所 围 的 椭圆 . 将 上 式 两 边 除 以 1 一 殷 ， 即 得 到 椭圆 方程 的 标准 形式 , 就 可 以 求 出 椭圆 的 
两 个 半 轴 长 , 从 而 即 可 求 出 截面 面积 为 
Stz) = rc 人 1- 写 )， 
然后 即 可 求 积 如 下 : 
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TY 一 mc| (1 一 气 ) dz 一 子 rabc. 


注 与 84.5 中 求 枯 圆 面积 的 习题 2403 作 比 较 , 上 述 解法 相当 于 那里 的 解 1. 今后 
在 学 了 多 元 积分 学 之 后 , 本 题 还 可 以 有 许多 种 其 他 解法 . 

习题 2465 求 曲 面 Z2 十 2 = a2, 2 十 2 =a2 所 围 成 的 体积 . 

解 ”如 附 图 1 所 示 , 这 个 几何 体 是 两 个 正 交 圆柱 体 z2 十 z 关 入 ao2 和 和 2 二 2 冯 世 oa2 的 
公共 部 分 . 在 附 图 中 还 作出 了 这 两 个 圆柱 体 与 平面 > = 0 的 相交 平面 . 

如 附 图 所 示 , 从 Oz 轴 和 Oy 轴 方 向 看 该 几何 体 ( 即 前 视图 和 侧 视图 ) 是 半径 为 u 的 
圆 , 而 从 Oz 轴 方 向 看 ( 即 顶 视 图 ) 则 是 边 长 为 2a 的 正方 形 . 


作 


习题 2465 的 附 图 1 习题 2465 的 附 图 2 
如 附 图 2 所 示 , 用 平行 于 zOy 坐标 面 的 平面 3 = > (-a 乞 :> 芯 o) 与 几何 体 相 截 得 
到 的 是 正方 形 , 其 边 长 为 2Va2 - 2z2, 因此 截面 面积 S(z>) = 4(a2 - 22). 于 是 体积 关 
TY = | 9(2) dz 一 半 咏 
注 1 本 题 若 用 平行 于 VOz 二 08 坐标 面 的 平面 去 截 并 计算 截面 面积 , 则 也 可 求 
出 体积 , 只 是 不 如 上 述 解法 方便 . 
注 2 本 题 的 几何 体 在 西方 最 早出 现在 阿 基 米 德 的 著作 中 , 他 计算 出 其 体积 为 外 切 
正 立方 体 的 体积 的 2/3 ( 见 四 的 《方法 篇 》 的 最 后 一 题 ). 这 个 几何 体 在 中 国 古 代 则 根 
据 其 形状 称 为 件 合 方 盖 , 它 是 由 刘 微 提出 来 的 , 见 《 九 章 算术 》 的 刘 征 注 [18]. 
习题 2466 求 曲面 zZ2 十 2 十 和 一 a2, 22 二 02 一 az 
所 围 成 的 体积 . 


解 ”这 是 著名 的 维 维 亚 尼 体 . 在 附 图 中 作出 了 > > 0 
4 的 部 分 , 同时 用 虚线 表示 与 它 有 关 的 球体 王 十 内 十 冯 = 
ya2 的 上 半球 . 为 方便 起 见 , 利用 将 z = az0y = ay/,z 
az/' 代入 曲面 方程 后 即 可 消去 o 可 见 只 需要 对 a = 1 进 
习题 2466 的 附 图 行 计 算 , 然后 将 结果 乘 以 os 就 得 到 最 后 的 答案 . 
用 平行 于 yOz 坐标 面 的 平面 X = z 与 维 维 亚 尼 体 相 截 , 得 到 附 图 中 阴影 区 所 示 的 
截面 , 它 的 三 边 都 是 直线 段 , 顶部 是 球面 上 的 圆 弧 . 对 y 求 积 得 到 截面 面积 关 
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S(zZ) 一 ?| “7 Viady (用 83.16 的 (3.6) 之 一 ) 
1 4 一 Vz 一 Z2 

7 

一 VZ( -oz+( -2z2)arcsin /一 人 T， 


一 人 1 一 22 一 好 二 (1 一 z2) arcsin 
ae 


然后 再 对 截面 面积 积分 就 得 到 所 要 求 的 体积 
1 1 
7=?2| sejdz= ?| VZzZ(T 一 2Z)dz: ?| (1 一 2Z2) arcsin 村 dz. 
0 0 
对 右边 的 第 一 个 积分 可 直接 计算 得 到 
1 3 5 、I1 
四 二 才干 
2| va dz=2( 呈 5 末 2 站 梧 : 
对 第 二 个 积分 则 需要 先 作 分 部 积分 后 求 积 如 下 : 
2 元 23 四 4 
2| 04- )arcsin /二 Tadz=2|(z 气 ) arcsin /地 + | 
| 
十 工 
= 等-[w5- 寺 zzv 可 .二 LTdz 
3 0 向 
对 最 后 一 个 积分 用 代 换 z = 妇 , 于 是 就 可 得 到 
212 -之 16 
1 2 1 本 3 
1 
| ( 一共 十 雪 二 2 一 “4 
-21( 1 1 工 y)-.64 工 
| 0 有 3 
合并 以 上 计算 就 得 到 
一 工 ， 8 .64 工 - 和 8 
0 


CD 


3 
于 是 最 后 的 答案 是 ( 竺 - 号 )a 
注 1 若 用 平行 于 其 他 两 个 坐标 面 之 一 的 平行 平面 去 截 维 维 亚 尼 体 , 则 计算 量 一 般 
并 没有 变 得 更 少 . 对 于 学 过 重 积分 的 读者 来 说 , 这 些 不 同 的 选择 相当 于 重 积 分 中 的 积分 
顺序 交换 , 它们 有 时 会 在 计算 量 上 有 较 大 的 差别 . 对 于 维 维 亚 尼 体 的 体积 , 存在 很 简单 
的 计算 方法 , 只 是 这 时 需要 利用 重 积 分 中 的 积分 代 换 方法 ( 见 88.3 的 习题 4016). 
注 2 曾经 有 人 猜测 , 由 球面 等 曲面 围 成 的 几何 体 的 体积 或 表面 积 应 当 与 X 有 关 . 
从 维 维 亚 尼 体 的 上 述 体 积 计 算 可 见 , 如 果 从 球体 中 再 除去 一 个 维 维 亚 尼 体 ( 即 再 去 掉 落 
在 22 二 妇 O= 一 az 中 的 部 分 ), 则 所 余 的 体积 类 


4 -3( 至 - 呈 Jo- 症 o 
本 TQ 包 妃 可 ja 三 可 4 


它 与 苑 无关. 这 样 就 否定 了 上 述 猜测 . 此 外 , 还 可 以 发 现 , 上 述 几 何 体 的 表面 积 也 与 元 无 
关 , 因此 与 曲面 有 关 的 猜测 也 被 否定 了 [25] ( 见 88.4 的 习题 4040)， 


? 


习题 2470 求 曲 面 z? 


解 ” 用 平行 于 zOy 坐标 


84.7 


上 212 


体积 的 计算 法 (习题 2456-2485 ) 


上 2 十 ZU 十 UVZ 


2 一 Q2 


2Z2 十 2 十 上 2 


从 解析 几何 知识 即 可 判定 这 是 平面 和 = > 上 
用 配方 法 即 可 求 出 其 中 心 为 ( 


2 


的 椭圆 


包 他 
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所 围 成 的 体积 


面 的 平面 2 = > 去 截 该 几何 体 , 其 截面 的 边界 曲线 是 
2 
= 0. 


, 只 是 它 的 中 心 不 一 定 在 > 轴 上 . 利 


导 , 王 ) 
3 3) 


可 写 出 如 下 的 椭圆 方程 : 


(e+ 肥 二 他 二 人 二 可) 十 人 和 = 呈 生字 
利用 在 四 5 的 习题 2406 所 得 的 公式 9 = Te， 就 知道 只 要 将 上 式 右边 的 常数 
除 到 左边 , 就 可 以 求 出 截面 面积 为 
9(z) 一 自作 一 号 2 


同时 从 上 述 计算 还 可 以 确定 z 的 取 值 范 围 为 |z| 冬 


太 二 和 . 


V3 


0 


We (e- 2 


了 2 


dz 一 


要 。 因此 即 可 积分 下 


4.7.3 ”旋转 体 的 体积 计算 (习题 2471-2485) 


旋转 体 作 为 一 类 特殊 的 


轴 旋 转 , 其 中 一 般 假设 旋转 妥 
的 曲面 所 围 成 , 其 中 一 般 也 假设 旋转 划 

对 旋转 体 来 说 , 用 垂直 了 
环 史 , 因此 截面 面积 的 计算 比较 简单 . 然而 


iL 何 
不 罕 


体 , 有 两 利 


直角 坐标 系 或 极 坐标 系 中 ， 


体 体 积 计算 中 的 一 种 推广 ， 


或 者 用 参数 方 
一 般 的 是 下 列 命题 . 它 可 以 看 成 是 84.5 : 


过 图 形 的 内 半 
不 穿 过 闭 


常见 和 


的 和 


4V2T 3 
8 


成 方式 , 一 种 是 将 某 个 平面 图 形 绕 


吃 


》 


上 


另 一 种 是 
线 所 围 图 形 的 内 部 . 


区 


命题 4.15 设 无 自 交 点 的 


其 中 z(b,Vy( 分 段 连续 可 
时 针 方向 绕 闭 曲 线 一 周 , 则 
人 


2 一 2 三 Y 


可 微 , y(b) > 
线 包围 的 平 


该 


根据 图 
程 表 示 ， 
的 面积 
可 推出 直角 坐标 系 和 极 和 


F 旋 转轴 的 平面 与 之 相 截 所 得 的 截面 一 般 不 是 圆 就 是 圆 


某 条 闭 曲 线 绕 轴 旋转 得 到 


形 边界 描 


述 的 不 同方 法 , 其 中 包括 在 


计算 的 公式 也 有 所 不 同 . 这 方面 比较 


计算 公式 


四 0 入 上 过 亿 ， 


对 


再 图 


形 绕 


名 也 可 以 是 由 圆 与 圆 环 组 成 , 其 


(4.14) ( 即 命题 4.14) 在 旋转 


标 系 中 的 旋转 体 体积 公式 . 
掉 封 闭 曲线 的 参数 方程 为 


0, 当 参 数 上 从 0 递增 到 人 时, 点 (z 人 bb)， 以 逆 


O7z 市 


旋转 得 到 的 旋转 体 体积 ; 


环 个 数 甚 至 可 能 有 无 限 多 个 . 


(4.17) 
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可 以 看 出 , 只 要 在 面积 公式 (4.14) 中 将 y 斧 换 为 ro 的 就 得 到 体积 公式 (4.17)， 
与 命题 4.14 的 公式 (4.14) 一 样 , 它 的 严格 证 明 需 要 多 元 积分 学 中 的 知识 , 因此 我 们 
将 命题 4.15 的 证 明 放 到 本 节 最 后 的 补 注 小 节 84.7.4 中 去 , 供 学 过 有 关 知 识 的 读者 参考 ， 
而 在 此 前 只 讲 其 应 用 . 
下 面 的 习题 2471 对 旋转 体 提 出 了 与 截面 面积 积分 不 同 的 体积 计算 方法 , 它 相 当 于 
公式 (4.17) 中 的 第 二 个 公式 (但 交换 z 与 人 . 这 对 某 些 旋转 体 的 体积 计算 是 方便 的 . 
习题 2471 证 明 , 将 平面 图 形 中 
a 甩 2Z 乞 D，0 乏 y 芯 V(zZ) 
绕 Oy 轴 旋 转 所 成 的 旋转 体 的 体积 等 于 
太 =27 | 2V(Z) dz， 


这 里 y(z) 为 单 值 连续 函数 . 


几何 分 析 如 附 图 所 示 作 出 由 y(z) (z es [ao 可) 确定 
% 的 曲 边 梯 形 , 考虑 以 Az 为 底 的 阴影 区 绕 Oy 轴 旋 转 所 
得 的 旋转 体 体积 . 利用 y(z) 连续 , 当 Az 充分 小 时 , 可 近 
似 地 将 它 看 成 为 高 是 y(z) 的 一 个 矩形 , 这 样 就 不 难 想 象 
出 这 个 矩形 绕 Oy 轴 旋 转 得 到 的 乃 是 两 个 高 为 y(z) 而 半 
Di Az 记 六 径 为 2 和 z+Az 的 圆柱 体 之 差 , 即 一 个 圆 简 . 其 内 侧面 
习题 2471 的 附 图 掉 积 就 是 2rzy(z). 圆 简 的 体积 近似 为 
A 大 =T(z+Az) 一 zy(z) s2rzy(Zz) Arz. 
由 此 可 见 ,在 分 划 的 细 度 趋 于 0 时 , AT 之 和 的 极限 就 是 积分 2 | 人 
解 设 分 划 为 6 = oo < mi < … < mm 二 玉 利用 gz) 连续, 对 于 证 2 
将 分 划 的 第 宇 个子 区 间 [zi ityzi] 上 yw(z) 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 记 为 Mi 和 mwi, 则 在 子 
区 间 上 的 曲 边 梯形 就 可 以 用 高 为 Mi 和 ns; 的 两 个 同 底 的 矩形 夹 在 中 间 , 于 是 由 该 曲 边 
梯形 旋转 得 到 的 圆 简体 积 ( 记 为 A 公 ) 应 当 满足 下 列 不 等 式 : 
T( 太 一 ZJ 扩 和 A 太 和 忒 T 人 一 2 1 
可 见 存在 6 E Zi 0 使 得 


了 


A 太 三 T( 人 一 2 1)VC)， 
取 = 1 2 ) 寻 并 相 加 , 又 记 (zi 二 zi) 人 /2 =mieE [zzi, 则 就 得 到 和 式 为 
4 于 和 

上 式 虽 然 不 是 黎 曼 和 , 但 只 要 引用 布 利 斯 - 杜 阿 梅 尔 定理 ( 见 84.1.2 的 习题 2193.1), 就 
知道 当 分 划 的 细 度 趋 于 0 时 , 上 述 和 式 的 极限 就 是 函数 2rzy(z) 在 区 间 [ww 让 上 的 定 积 
分 . 这 就 是 所 要 求证 的 结论 . 

中 本 题 应 当 要 求 平面 图 形 完全 在 第 一 象限 或 第 二 象限 ,否则 公式 不 成 立 . 因此 应 当 添 加 条 件 , 即 在 a >0 
或 5 筷 0 中 有 一 个 成 立 . 以 下 证 明 中 设 前 者 成 立 . 
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注 ， 本 题 的 公式 对 于 附 图 中 的 图 形 所 成 的 旋转 体 来 说 是 比较 合适 的 . 然而 , 上 面 的 


解法 的 证 明 只 能 说 明 


该 公式 具有 一 定 的 合 到 


1 


i 志 


习题 2476 求 上 


Ozx 轴 ; (b) 绕 Oy 轴 . 


解 1 本 题 的 图 天 


攻 为 无 界 区 域 , 需 用 广义 积分 计算 . 


性 . 如 84.7.1 的 习题 2461 所 示 , 积分 存在 
不 等 于 体积 存在 . 在 学 习 的 现 阶段 , 对 于 本 题 的 公式 就 是 旋转 体 的 体积 还 不 可 能 给 出 严 
格 的 证 明 , 也 不 能 证 明 它 的 结果 与 截面 面积 公式 的 结果 相等 . 这 些 问 题 要 到 多 元 积分 学 
中 才能 解决 . 若 将 z 与 y 对 换 , 则 本 题 的 公式 就 可 以 从 公式 (4.17) 


9 第 二 个 公式 推出 . 


线 y=e ,yy=0(0 入 z 世 十 co) 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 : (a) 绕 


(a) 如 附 图 所 示 ， 


垂直 于 Oz 旋转 轴 的 平面 去 截 旋转 体 


所 得 的 截面 为 圆 , 其 


苗 积 为 zy2 = Te 2 然后 求 积 如 下 : 


十 co 
VYz 三 | Te-2z dz 一 一 工 e-2z 3 
0 2 


+ce 区 O 1 2 


0 2 习题 2476 的 附 图 


(b) 垂直 于 Oy 旋转 轴 的 平面 去 截 旋 转 体 所 得 的 截面 也 是 圆 ， 其 面积 为 rz”== 


T( 一 my)2 然后 可 求 积 如 下 : 
1 1 1 
多 =| rmn2ydy 一 myln2 吉 -| 2]lnydy = 2T. 
0 十 0 0 


解 2 用 习题 2471 的 公式 也 可 解 决 . 对 (a) 有 


1 1 
亿 一 zx| VzZ(V) dy 一 -| ynydy 
0 0 


工 1 
= -2 二 刀 ing + | ydy = 工 . 
2 十 0 0 2 
对 (pb) 有 
十 co 十 co 十 co 
翁 王 2x| Ze 2 dz 一 2T( 一 Ze 7) 5 十 2 | e 7 dz = 27. 
0 0 


习题 2477 求 | 


积 . 


1 1 
一 0 _ OO 2Z Q 人 


习题 2477 的 附 图 


1 线 z2+O-- 风 =o(0<a 和 ) 绕 Oz 轴 旋 转 所 成 旋转 体 


解 1 如 附 图 所 示 , 旋转 生成 的 曲面 即 是 圆 环 面 , 俗称 


的 体 


圈 . 用 平面 X =2z (-a 冬 z 科 oa) 与 所 围 圆 环 相 截 得 到 的 
面 上 的 圆 环形 区 域 , 其 外 圆周 和 内 圆周 的 半径 分 别 为 
0 十 Va2 一 22， 


因此 截面 面积 是 
S(z) 一 TO 十 Va2 一 z2)2 一 ( a2 一 Z2)2] 


一 40TTVa2 一 22. 


然后 可 求 积 如 下 : 


-| 


兰 sozor | cos2g db 一 272027， 


Q 


一 Q 


S(z)dz = 8br 上 Va2 --zZ2dz ( 作 代 换 z=asin0) 


王 
2 


0 
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解 2 如 附 图 所 示 ， 可 健将 所 逐 的 体积 成 为 阴影 区 上 下 边界 的 上 、 下 半圆 与 
2 一 土 0y = 0 围 成 的 两 个 曲 边 梯 形 绕 z 轴 旋 转 所 得 到 体积 之 差 , 于 是 就 有 
Y=z| (2 十 Va2 一 2z2)2dz 一 元 z| (一 Va2 一 z2)2dz 


= sir| Va2 一 22d7， 


以 下 计算 同 解 1. 
解 3 由 古 尔 丹 第 二 定理 ( 见 84.9 的 习题 2506) 可 知 , 在 平面 图 形 的 质心 已 知 的 4 
况 下 , 旋转 所 得 的 体积 等 于 图 形 面积 乘 以 旋转 一 周 时 质心 描 出 的 圆周 长 . 本 题 的 阴影 
的 质心 显然 在 圆心 (0, 区 处 , 圆 面积 为 za2 , 于 是 就 得 到 
到 一 Ta2 .2T70 一 272a20. 
解 4 将 题 中 的 曲线 用 参数 方程 z = acostiy = +asint 描述 , 则 当 寺 从 0 到 2 
时 点 (z(,y 的 ) 以 逆 时 针 方向 得 到 该 圆 . 应 用 (4.17) 的 第 一 个 公式 , 就 有 
IE -| o2(Dz(bdt 


2 2 
一 -| (2 十 2abpsint 十 a2sin2 八 . (一 asin 罗 dt 一 272a270. 
0 


[xl 型 


习题 2478 求 曲线 z2 -zy 十 内 = o 吗 绕 Ox 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 体积 


解 1 本 题 的 特点 是 旋转 轴 穿 过 曲线 所 围 图 形 的 内 部 . 
如 附 图 所 示 , 曲线 zz - zy 十 岂 = o 是 中 心 在 原点 的 椭圆 ， 
其 长 短 轴 分 别 在 直线 y = 士 z 上 . 从 曲线 方程 直接 解 出 函数 
y(z) 的 显 表 达 式 为 


NY 


水 


WE 民 土 v- 一 372 
它们 分 别 是 附 图 的 和 加 的 上 过 并 和 下 过 此 外 , 还 可 以 
确定 2(z) 的 定义 域 是 一 < -和 ww 乞 2Z 亏 < -二 0. 习题 2478 的 附 图 


从 上 述 表 达 式 和 对 称 性 可 见 , 附 图 中 的 虚线 椭圆 就 是 曲线 z2 - zy 十 只 = o2 绕 z 
轴 旋 转 180* 后 所 到 达 的 位 置 . 因此 只 要 将 附 图 中 的 阴影 区 域 绕 * 轴 旋 转 所 得 的 旋转 体 
林 积 再 乘 以 2 就 可 以 得 到 所 要 的 体积 
注意 到 在 0 < z < o 时 的 截面 是 圆 , 半径 为 妨 (z), 而 在 < zx < -全 "时 的 夫 
加 环 , 其 外 半径 为 六 (z), 内 半径 为 加 (z), 这 样 就 可 以 计算 如 下 : 


2a 


太一 2 上 Tiz(z)dz 十 2 各 Toi(z) 一 妇 (z)] dz， 


其 中 第 一 项 为 
2 下 TY(z) dz 一 | ae 一 2z2 十 20V4a2 一 3z2) dz 
0 0 
了 
2 


3 
2 | ， 22 
[4o“z 本 2 可 (da 32z”) ee TQ”. 
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而 第 二 项 为 


2a 


2 | Tiz(z) 一 吧 (z] dz = 于 权 47V4a2 一 322 dz 


于 是 最 后 得 到 = 与 mas 


解 2 将 方程 配方 成 为 (z - 去 亿 + (2 经 g) = o2, 得 到 昌 线 的 参数 方程 为 
z( 四 一 -sint 二 acost yy 一 入 
当 上 从 0 到 2r/3 时 , 点 (z(0,y 的 ) 沿 逆 时 针 方向 描 出 第 一 象限 的 曲线 段 (参见 附 图 ). 
用 (4.17) 的 第 一 个 公式 , 由 于 第 一 象限 的 阴影 区 边界 在 坐标 外 二 的 两 段 直 线 或 是 
% = 0, 或 是 z = 0, 对 积分 均 无 贡献 , 因此 只 需 在 曲线 段 上 求 积 , 这 样 就 得 到 
2 


CD 


3 4 .3 1 
TY 三 -2rez | 去 Sin (长 cost 一 sai dt 
0 3 V3 


2 2 

冯 8 中 | 3 .2 8 | 3 

一 一 Q sintcostdt 十 一 0 Sin“ tdt 
3V3 0 3 0 

0 

一 TaQ (3 了 ) = 等 Q” 


习题 2480 求 曲 线 zZ = al 一 sinh 人 hy=all-cos 力 (0 入 夺 过 2m,y = 0 旋转 所 成 
旋转 体 的 体积 : (a) 绕 Ozx 轴 ; (b) 绕 Oy 轴 ; (c) 绕 直 线 y = 2a. 


六 | 


蛙 (a) 这 时 的 截面 是 圆 , 因此 有 3(z) = mo, 于 
是 即 可 求 积 如 下 : 
人 友 三 ToW2 dz 一 Ta3 fa 一 cos 罗 3 dt 
0 0 


区 
2 区 
训 2 六 = 2mo2 | (2sim 襄 ) 旺 = 32ras | sins0dg 

0 0 


习题 2480 的 附 图 _3oro3 .5.3 . 开 


一 5r2a3. 


2 
(b) 在 这 里 可 以 用 十 尔 丹 第 二 定理 . 首先 求 出 附 图 中 的 阴影 区 的 面积 ( 即 《 习 题 
集 》 的 习题 2413) 为 


2TQa 2 
9 王 上 Vdz 王 | “a201 一 cos 四 2 dt 一 37a2. 
0 


从 对 称 性 可 知 该 区 域 的 质心 M 的 横 坐 标 ze = ra, 然后 就 可 以 计算 出 阴影 区 绕 Oy 轴 旋 
转 所 得 的 几何 体 的 体积 ; 


仍 =3rao2 .2r .Ta 一 673a3. 


(c) 这 里 也 可 以 用 古 尔 丹 第 二 定理 , 但 需要 知道 质心 的 纵 坐 标 We. 这 可 以 从 (al) 的 
结果 倒 用 古 尔 丹 定 理 , 由 于 纵 坐标 ye 满足 
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因此 就 有 ye 


所 二 儿 


人 了 
下 


瑟 ， 詹 
6 亿 。 TY 


第 四 章 “ 定 积分 


3T7a2 . 2T7ye = 们 一 572a3， 


后 求 出 质心 到 旋转 有 


多- 一 3ra2.2f .了 


习题 2482.1 求 曲 


线 


形 绕 (a) Ozx 轴 ; 


区 三 2 一 这 ， 
(b) Oy 多 


解 利用 8$1.4.4: 


目 
j 自 


图 1 
难 作出 所 求 的 函数 


图 像 


(z(0),y 的 ) 从 原点 出 发 ， 
一 个 圈 并 回 到 原点 . 

附 
(0,1) 时 ， 


= 2a 的 距离 是 2a -和 


机 
60 7TQ-” ， 


出 的 作 参 数 方程 上 
所 示 , 分 别 作 出 z =z 的 和 Y = 的 的 | 


对 本 题 来 说 容易 知道 


4 一 入 一 妈 
旋转 所 成 旋转 体 的 体积 . 


到 


二 %, 从 而 得 


沿 
沿 逆 时 


16V3/9 


同时 y( 在 
3.079, 且 在 y E 
F 两 个 zx 值 


线 的 方法 , 如 附 
1 线 ,然后 就 不 


t 从 0 递增 到 2 时 ， 点 
针 方 向 在 第 


象限 画 出 


图 可 见 , z 人 的 于 二 = 工 处 达到 最 大 值 1, 且 在 ze 
每 一 个 z 值 对 应 于 两 个 y 值 ; 
2/V3 s 1.155 处 达到 最 大 值 
(0,16V3/9) 时 , 每 一 个 y 值 对 应 了 


万 


(参见 附 


(a) 先 计 算 绕 Oz 攻 


旋转 所 得 的 体积 . 


职 分 


对 第 一 个 


1> 


)，/ 


=z| 2eiaz-z| 


这 时 将 附 图 2 中 灰色 
记 为 Wi(z); 它们 的 定义 域 均 为 0 入 工 志 1 则 就 有 
1 
TYz ee | 


Z) 一 由 (dz 


0 


大 


图 2) 


区 域 的 上 边界 记 为 ye(z), 下 边界 


22(z) qz. 


代 换 z = xz 的 , 则 就 有 yw(z 扫 ) = y(G0, 且 
当 z 从 0 递增 到 1 工时 , 上 从 2 递减 到 1， 


5 二 | 全 克 放 二 三 2 | 天 全 部 汪 二 


此 有 


对 第 二 个 积分 , 用 相同 的 代 换 , z 与 二 同时 从 0 递增 到 1, 医 
此 有 
习题 2482.1 的 附 图 2 -| 0 -| g2(bzx(b dt 
0 0 

以 上 就 有 (这 相当 于 对 本 题 的 情况 独立 证 明了 (4.17) 的 第 一 个 公式 成 立 ): 

矿 == -| 2(z (dt = -| 4 一 t) 2( 一 沪 生 = 器 

0 0 

(b) 绕 Oy 轴 旋 转 所 得 的 体积 计算 与 (a) 类 似 , 细节 从 略 . 最 后 即 可 以 得 到 


翁 = | Z2(bvV' (bdt 一 | 02: 一 好 )2. (外 一 302) dt 一 
0 0 


64 
105 


一 隐 . 
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习题 2482.2 证 明 : 把 平面 图 形 
0 和 a 和 pp 乏 6 和 f， 0 乞 7r 和 r(O) (2 与 7 为 极 坐标 ) 
绕 极 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 体积 等 于 


D 
下 旦 | 7r3(p) sin po dp， 


解 1 如 前 面 的 习题 2471 那样 , 考虑 由 2 到 2 十 Aop 形成 

的 小 扇形 (在 附 图 1 中 的 阴影 区 ) 绕 极 轴 旋 转 所 得 的 体积 , 先 考 
虑 该 扇形 可 以 用 圆 的 扇形 来 近似 时 所 得 到 的 体积 
为 此 可 先 计算 附 图 2 中 当 和 o 为 常 值 时 的 扇形 绕 极 轴 旋 
转 所 得 的 体积 . 以 下 只 对 2 为 锐角 的 情况 作 计 算 , 但 可 以 验证 
所 得 的 公式 对 于 ep 为 钝 角 的 情况 也 适用 ， 
如 附 图 2 所 示 , 将 扇形 划分 为 一 个 直角 三 角形 和 一 个 曲 边 

习题 24822 的 只 图 上 三 角形 , 于 是 可 以 按照 截面 面积 的 积分 计算 旋转 体 的 体积 如 下 


人 


7 Cos 
TY = | T22 tan2 op dz 十 | TF(r2 一 2Z2) dz 
0 


7 和 COS 
一 人 sin2zpcosp mra( 卫 一 cos p 十 村 cos p) 
O 了 
2 
习题 2482.2 的 附 图 2 三 配 六 (一 cosO)， 


然后 将 p 看 成 变量 , 对 Y 求 微分 , 这 样 就 得 到 圆心 角 为 Ap = dyp 时 的 圆 肩 形 旋转 
所 得 体积 的 线性 主 部 为 下 列 微分 : 
dY 三 全 m Sin %2 dp， 
这 样 就 从 启发 式 的 角度 @ 得 到 所 要 的 体积 公式 为 
O 
权 壹 至 | 7r3(p) sin po dp. 

如 习题 2471 所 示 , 可 以 将 上 述 启发 式 的 推导 严格 化 , 这 里 从 咯 
解 2 利用 古 尔 丹 第 二 定理 如 下 即 可 导出 所 要 的 公式 , 但 也 属于 微 元 法 的 范畴 
若 将 附 图 1 中 圆心 角 为 Ap 的 扇形 近似 地 看 成 为 等 腰 三 角形 , 则 其 质心 就 在 ( 近 4 

地 ) 离 极点 为 冯 r 处 . 由 于 质心 到 极 轴 的 距离 (近似 地 ) 为 羡 rsin p, 而 相应 的 扇形 面积 

(近似 地 ) 为 却 2Aw, 因此 肩 形 绕 极 轴 旋 转 所 得 的 体积 可 按 十 尔 丹 定理 得 到 为 


于 


Ar 六 mAyp X 2T . 了 Sin JP 入 至 = Sin p dp， 


这 样 就 可 得 到 与 解 1 相同 的 微分 表达 式 , 然后 对 癌 从 aw 到 8 积分 即 可 . 
解 3 实际 上 , 极 坐标 曲线 就 是 以 w 为 参数 的 曲线 , 即 

2 一 TO)coso), yy 一 TO)sno aa 乏 p 生 0 

这 样 就 可 以 用 (4.17) 的 公式 来 导出 极 坐标 下 的 旋转 体 体 积 公 式 . 


@ 在 物理 学 或 其 他 学 科 中 经 常 采 用 这 样 的 推导 方法 ， 并 称 为 微 元 法 . 


泪 
洁 
沾 
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为 方便 起 见 ,， 对 于 分 段 光 滑 的 封闭 曲线 ， 段 的 参数 可 独立 选取 对 于 附 图 1 的 
扇形 中 的 两 条 矢 径 可 以 用 7 为 参数 . 这 样 就 可 以 应 用 (4.17) 的 第 一 个 公式 如 下 : 


7= -| proap-z PoeoOda-z panar 
Qt 7(B) 


其 中 第 一 个 积分 以 p 为 参数 , z(Pp) 和 y(p) 已 在 上 面 写 出 ; 第 二 个 积分 以 ” 为 参数 ， 
zZ(r) 一 rcos6，Vr) = rsinB, 0 入世 7(9); 第 三 个 积分 也 以 为 参数 ，z(r) = 
rcosga, y(r) =7sina, 0 入 7 过 7(a). 如 附 图 1 所 示 , 即 从 点 4 沿 曲线 > = r(Pp) (a 芯 
2 和 世 人 D) 到 点 瑟 , 然后 沿 p = 有 的 射线 到 极点 O, 再 沿 p = a 的 射线 到 点 4. 

于 是 就 可 计算 如 下 : 

人 太 = 一 T | 72(D) sin2 op[ 一 r(P) sin p 二 m(o)cosoldep 十 子 .73(9)sin2 gcos1 


一 子 .73(a) sin2 acos aw 


sin2 p cos p)' do 


D 3 DO 
=z| r3(o)sin3 o do 一 2 Sin 2peose| + 


3 3(8)sin20cos 有 一 可 :ma(a)sin acosa 
B D 
=z| 7r3(o) sin3 o do 十 | r3(o)[2sinocos2o 一 sin3 ol de 


O . 
一 | 7r3(OD) Sin ,2 dp， 


习题 2483 .1 求 曲线 7 = a(1 + cosp) (0 入 o 芯 27) 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 : (a) 绕 


极 轴 ; (b) 绕 直 线 rcos wp = 二 


提示 在 第 一 册 附 录 二 的 习题 1546(b) 中 有 ” = 人 3(1 + coso) 的 图 像 . 在 (b) 中 
的 直线 与 曲线 相 切 , 用 古 尔 丹 第 二 定理 较为 方便 . 这 时 的 面积 计算 ( 即 是 《习题 集 》 的 
习题 2419) 和 质心 位 置 计算 见 84.9 的 习题 2512， 另 一 种 计算 方法 是 利用 (4.17) 的 公 
武 ， 


习题 2483.2 求 曲 线 (z2 + 92)2 = a2(z2 -2) 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 : (a) 绕 Oz 
; (b) 绕 Oy 轴 ; (c) 绕 直 线 y = 7. 


提示 “这 是 双 纽 线 , 用 极 坐 标 系 比较 合适 . ( 取 w = 6 就 是 第 一 册 附 录 一 的 习题 
371.1(g) 的 = 36cos2p.) 这 里 只 指出 , 对 于 (c), 由 于 旋转 轴 不 穿 过 双 纽 线 的 内 部 , 医 
此 可 以 利用 十 尔 丹 第 二 定理 来 做 (类 似 于 习题 2480(c)). 为 此 先 利用 (b) 的 结果 和 双 纽 
线 的 面积 ( 即 《 习 题 集 》 的 习题 2418), 用 古 尔 丹 定理 确定 质心 的 位 置 , 然后 再 用 古 尔 丹 
定理 求 出 旋转 体 的 体积 . 


Ar 


4.7.4 补 注 


这 里 用 多 元 积分 学 工具 对 于 命题 4.15 给 出 证 明 (可 参看 88.12.1 的 习题 4320.2). 尚 
未 学 过 有 关 知 识 的 读者 暂时 可 以 跳 过 . 
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为 阅读 方便 起 见 , 复述 命题 如 下 : 
命题 4.15“ 设 无 自 交 点 的 平面 封闭 曲线 的 参数 方程 为 
2 一 02(V=V 思 0 斥 夺 所 了 ， 
其 中 z(b,V() 分 段 连续 可 微 , y( > 0, 当 参 数 上 从 0 递增 到 开 时 , 点 (zy 的 ) 以 道 
时 针 方 向 绕 闭 曲 线 一 周 , 则 该 曲线 包围 的 平面 图 形 绕 Ozx 轴 旋 转 得 到 的 旋转 体 体 积 关 
了 


| 
本 
= - | 2 人 dt 
县 | zlg2(b]' dt 二 2| 的 区 国 瑟 (4.17) 


= 要 | COeO+zOB2GOI dt 


证 ”根据 第 二 型 曲线 积分 的 定义 , 将 命题 中 的 有 向 封闭 曲 线 记 为 C, 又 将 C 包 有 
面 区域 记 为 万, 则 就 可 将 公式 (4.17) 改写 成 为 : 
二 宝 < 2 
故 =-z 中 dz 下 2zydy= 到 中 一 7 dz 十 27 dy/， (4.18) 
用 格林 公式 于 (4.18) 就 得 到 
= 2dz 一 2zydy 一 工 2dz 十 2zyd 
r 中 _y 2 r 中 _ ZU dy 人 必 dz 十 22V dy 


= 2 ||ya dy 


的 


xd 


局 | 


N 


从 微 元 法 来 看 , 对 于 在 Oz 轴 上 方 的 区 域 刀 , 其 中 微 元 dz dy 绕 Orz 轴 旋 转 一 周 得 
到 的 体积 就 是 2ry dz dy 然后 将 它们 相 加 (也 就 是 求 积 ), 即 得 到 上 述 二 重 积分 , 因此 这 
就 是 所 要 求 的 旋转 体 体 积 公 . 

以 下 对 此 给 出 严格 的 证 明 . 将 闭 曲 线 C 绕 Ozx 轴 旋 转 所 成 的 闭 曲面 记 为 9, 将 3 包 
围 的 空间 区 域 ( 即 旋转 体 ) 记 为 2. 根据 命题 的 条 件 可 知 9 是 分 片 光滑 的 闭 曲面 , 因此 
区 域 是 可 求 体 积 的 . 根据 三 重 积 分 的 知识 , 在 区 域 2 上 人 恒 等 于 1 的 被 积 函 数 的 三 重 
积分 就 等 于 区 域 的 体积 , 也 就 是 旋转 体 的 体积 


亿 = 吕 dzdydz. 


根据 旋转 体 的 生成 过 程 , 可 以 将 旋转 体 9 中 的 点 表示 为 
2 一 2,VV=7rcos0z=7sn0 ((zr)ED, 0 入 0O 芒 2T). 
这 就 是 在 三 重 积 分 中 常用 的 柱 坐标 代 换 . 计算 出 从 z;, yz 到 z,m6 的 雅 可 比 行列 式 为 


3 ) 1 0 0 
化 ) 2 忆 二 。 
可 人 六 从 : 所 旭 : 二 0 cosO rsSinO 7 


0 sin0O 7rcos0 
根据 三 重 积 分 的 变量 代 换 公式 就 有 
2 
公 = rdzdrd=| dg||razdr= 开 ||yazdy 
刀 x[0,2z] 忆 万 


212 


内 
可 以 用 


Ar 


旋转 所 成 的 旋转 曲 


84.8 旋转 曲面 表面 积 的 计算 法 (习题 2486-2500 ) 


Pa Ac 


合 间 
器 尔 丹 定 十 。 


介 本 节 的 习题 是 旋转 ! 


1 面 的 表面 积 计算 , 其 中 


首先 要 掌握 最 为 基本 


的 旋转 曲 国 


计算 公式 , 即 在 


区 间 [ww, 中 上 


而 的 


入 积 火 


进 


党 


不 经 心地 错 记 为 dz, 这 即使 对 于 上 


导致 错 
除 


形 


面 多 


这 里 推 


D 
5= 和 | 


步 , 知 以 弧 长 作为 上 


误 的 结 


其 中 的 积分 变量 是 s. 可 以 证 
意 上 述 几 个 公式 的 


线 的 参数 ， 


V(Z)VI 十 V2z) dz. 


j 弧 长 的 微分 ds = VI1+W2(z) dz, 上 述 公 式 可 写成 为 


D 
5= 允 | 


V(Z) ds. 


线 的 长 度 为 上 则 又 有 公式 


OQ 


又 记 上 


1 
5=2r| yds 
0 


线 


er 


了 计算 工具 之 外 , 这 里 还 
林 的 体积 相 
个 计算 公式 


的 面积 和 几 人 1 


避 


中 才 可 


导 上 述 几 
能 给 出 曲 


机 面积 


类 


克 台 已 
| 只 月 


明 上 述 公 式 对 于 分 段 光 滑 的 封闭 上 
共同 核心 是 攻 长 微分 ds. 初学 者 容易 犯 的 一 种 
圆锥 面 和 


里 论 问题 , 即 既 然 要 计算 旋转 上 
以 


加 


1 线 y(z) 


线 也 是 成 立 的 . 


世 、 品 旦 


除了 各 种 公式 之 外 有 时 还 


0 绕 Orz 


日 琴 征 


%(z) 为 直线 的 情况 , 例如 


圆 台面 


将 ds 漫 
, 也 只 能 


, 就 有 如 何 定义 曲面 面积 


面 的 面积 , 刀 
的 问题 . 多 数 教科 书 中 在 


p 么 与 


YIZ 


避 这 个 更 深刻 的 问题 . 这 是 因 


、 


的 一 般 定 义 ， 


首 给 出 有 定义 时 的 面积 计算 公式 . 


以 证 明 
的 计算 


下 面 从 求 旋转 椭 球 面 


, 本 节 的 庆 


E 转 曲 


面积 存在 ， 


公式 推出 . 


长 不 能 
然而 , 下 面 我 们 会 看 到 ， 


习 


(b) 绕 Oy 轴 . 


解 


@ 与 本 


用 初等 函数 表达 


二 
山 


开始 


. 在 84.6 的 习题 2453 的 注 中 


II 


为 


| 


题 2490 求 上 E 


(a) 利用 对 称 性 , 并 引入 桶 加 


旋 


员 


困 


周 长 计 算 中 的 


三 卷 的 629 小 节 的 例题 18) 


难 相 


到 


仿 ,， 三 个 半 


1 (0 < 冬 a) 旋转 所 成 上 


的 离心 率 e = 翌 王 二 全 ,就 有 


均 不 相等 的 李 球 面 的 面积 计算 又 会 导致 顶 


为 要 到 多 元 微 和 


以 上 几 个 计算 公式 都 可 以 从 关于 一 般 册 
已 经 指出 


涉及 的 积分 的 被 积 函 数 的 原 函 数 不 是 初等 函数 . 
求 面 的 表面 积 则 不 难 求 出 @. 


在 这 个 基础 


李 


面 的 面积 : (a) 绕 Oz 轴 ; 


圆 积分 , 见 [15] 的 


职 分 


上 可 
和 面 面 积 


圆 的 周 


的 
2 
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5 一代 | ye ZJ)VILI+[W(z)]j dz (然后 用 代 换 z = acost 这 时 y = psin 如 


sintV1l 一 scos2tdt 


还 
2 


区 
琶 

三 和 | bsintVa2sin2t 十 52cos2tdt 一 4zob | 
0 0 


元 
了 2 
= 刀 喀 | V1T 一 scos2td( 一 scost 
2 
生 亚 作 | 一 EcostV1T 一 s2cos2t 十 arcsin( 一 coOS 晶 
0 


一 2Trb2 十 2 arcsin E. 


(b) 这 时 的 积分 情况 不 同 , 计算 如 下 : 
Sy = 和 | zZ(W)VI1I+[z(J2 dy (然后 用 代 换 y = 5sin 妨 这 时 zz = acos 加 
0 


区 
2 
= 好 | acostVa2sin2t 十 b2cos2tdt 
0 
工 
2 
全 4ro2 | costV (一 <s2) 十 se2sin2tdt 
0 


2 


2 
= 炙 | (1 一 s2) 十 s2sin2td(essin 划 
0 


2 
一 2 [ssint (Le 十 esin2t+ (1 一 e)In|=sint+ (Le 二 ezsin2il | 
0 


一 2ra2 十 40 2 m | 全 (L+a)| 

注 我 们 在 第 一 次 到 这 样 的 结果 时 可 能 会 感到 奇怪 ,两 个 答案 怎么 会 如 此 不 同 ? 

如 果 固 定 o, 令 = 一 0, 也 就 是 一 ao 则 它们 的 极限 都 是 4ra2, 即 半径 a 的 球面 积 . 可 见 

连续 性 没有 问题 . (类 似 的 现象 已 见于 $3.4.3 的 习题 2028 中 .) 

将 问题 改换 一 个 角度 会 使 得 上 述 问题 更 为 突出 . 固定 o, 而 令 从 小 于 oa 开始 递增 
直至 大 于 o. 这 时 在 (b) 的 公式 中 需要 将 ao 与 上 对 换 , 并 不 再 用 离心 率 记 号 =. 

根据 前 述 计算 , 就 知道 这 样 的 椭圆 比 Ozx 轴 旋 转 得 到 的 旋转 椭 球 面 的 面积 , 当 w > 


ee 


时 为 
Sb 一 2702 十 -和 8 这 (4.19) 
在 经 过 aw = 时 的 95。 = 4ra2 而 连续 伙 化 到 a < 了 时 则 为 
Sb 一 272 十 - 吝 本 mm (过 汪 将 一 一 ) (4.20) 
于 是 要 问 : 二 者 的 表达 式 为 何 会 发 生 如 此 大 的 变化 ? 


| 
这 可 在 复 域 中 解决 . 从 (3.3) 有 zx = sinht = isin( 一 边 , 即 有 + = iarcsin( 一 iz) 一 
-iarcsin(iz) 和 t+t= arcsinhz. 又 从 (3.10) 有 arcsinhz = ln(z + V1L + 22), 于 是 得 到 
一 iarcsin(iz) = ln(z 十 VI 十 Z2). 
现 若 在 0 < < au 时 的 公式 (4.19) 中 令 ao < 忆 将 其 中 的 V 呈 二 了 到 改 为 iv 到 二 0 则 就 
得 到 (4.20). 
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又 可 以 类 似 地 利用 


从 (4.20) 导 蝇 


arcsin2 一 imn( 一 这 十 VI1L 一 22)， 
H (4.19). 


这 样 就 


(4.19) 和 (4.20) 的 不 同 只 是 因为 在 复 域 中 的 同一 个 函数 在 实数 域 的 不 同 范 上 


韦 


式 不 同 所 致 . 


习题 2491 求 上 


E 明 了 以 上 两 个 公式 的 每 一 个 都 可 以 同时 用 
实际 上 , 在 复 域 中 可 以 证 明 , 所 有 的 初等 函数 在 本 质 上 是 同一 个 函数 及 其 反 


解 这 就 是 求 圆 环 面 的 表 


类 似 , 这 里 用 古 尔 丹 第 一 定理 
圆心 , 到 旋转 名 


9。 一 47r2aD. 


习题 2495 求 
面积 : (a) 绕 Oz 多 


解 (可 参考 84.7.3 的 习题 2480 的 附 图 和 解法 . 


的 昌 


于 wa>0 和 ao<z 的 两 种 情 ; 


可 导 
当 


司 


这 


中 


武 
达 


的 


测 


线 到 二 一 咏叹 ( 人 >0>0) 绕 Oz 


六 中 


机 积 . 与 84.7.3 的 习题 2477 ( 求 


旋转 所 成 上 


了 一 


面 的 面积 . 


环 的 体积 ) 的 解 3 相 


见 后 面 的 习题 2505) 是 方便 


E 离 为 (参见 习题 2477 的 附 


; (b) 绕 Oy 贡 


(a) 写 出 旋转 曲面 的 面积 公 


二 
由 于 2 三 二 


2TLa 
书 二 | ywVIT 有 dz 
0 


于 该 曲线 的 质心 在 
图 )， 其 周 长 又 已 知 为 2ra, 因此 就 有 


线 zZ=alt 一 sinbh,y=al1l-cos 加 (0 世上 芯 27) 旋转 所 成 曲面 的 
; (c) 绕 直 线 y = 2a. 


smnt -cot 三 ， 因此 有 V1 十 (办 )2 = csc 专 ， 于 是 可 计算 如 下 : 


工 一 cogs 上 tt 


2 
这 么 三 2x| 
二 2zro2 | 


一 167ra2 | sin30db 
0 


一 327a2 | ”sin30db 二 


(b) 记 上 


线 的 质心 


弧 长 ( 即 《习题 集 》 的 习题 2443), 然后 即 可 用 古 尔 丹 


开 
a2(] 一 cos 旭 2” csc 吉 dt 


0 
& 标 为 (HUz 1 则 从 对 称 己 大 


里 . 弧 长 说 


2TQ 
:= VITGFdz=| ad 一 cosDese 喜 d 
0 


2 世 
=2a| sn 南 业 = 各 | sgdg= sa 
0 2 0 


二 


定理 就 得 到 


Sy = 8a x 2T1uz = 16T2a2. 


站 


j (a) 的 结果 和 弧 长 , 倒 用 十 


<- 


此 只 要 计算 出 曲线 的 
算 如 下 : 
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9. 一 5 o 一 8ax2r1ly 
从 而 得 到 ju = 生 a. 
由 于 质心 (usa,/o) 到 旋转 轴 y = 26a 的 距离 为 和 忆 此 从 古 尔 丹 第 一 定理 就 得 到 
9y=2a 一 8aX2TX 3a 和 3 


习题 2500 由 抛物 线 /2 = 2pz 与 直线 zx = 孝 羽 成 的 图 形 绕 直线 y = 了 旋转 而 构 
成 一 旋转 体 , 求 其 体积 和 表面 积 


解 除了 直接 计算 之 外 , 也 可 以 用 古 尔 丹 定理 . 由 于 对 称 性 , 图 形 与 抛物 线 弧 的 质 
心 只 能 在 Oz 轴 上 , 它们 与 题 中 的 旋转 轴 的 距离 都 是 p, 因此 只 要 再 求 出 图 形 的 面积 和 
弧 的 长 度 就 够 了 . 


附 图 中 的 阴影 区 面积 和 抛物 线 的 弧 长 可 计算 如 下 : 
5= ?| | 全 -0 )| duy= 7 5 区 dy 


二 2 
2 37 ， 
下 VI 十 [2 OFdy= 羡 | V 只 十 D2 dy 
了 
人 F22 十 pln(y 到 十 葬 ))| 
习题 2500 的 附 图 Se 


然后 用 两 个 口 尔 丹 定 里 得 到 : 
斧 二 二 子 闻 x 2Tp 一 等 呈 
5 =[V2+In(+V2)]p x2rp = 2rp2[V2+In(l+V2)]. 
然而 旋转 体 除了 上 述 旋转 曲面 之 外 , 还 有 在 z = 各 上 的 长 度 为 2p 的 直线 段 通 过 旋转 提 
供 了 旋转 体 的 底 圆 ,其 面积 为 4rp?， 司 此 旋转 体 从 表 面积 关 
S4 支 面积 二 2rD2[2 + VI 二 In(l 十 V5)]. 


M2 
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84.9 和 拖 的 计算 法 . 质心 的 坐标 (习题 2501.1-2515 ) 


内 容 简介 “本 节 是 积分 在 力学 上 的 应 用 之 一 当 物体 的 密度 为 均匀 或 只 在 一 个 广 
向 上 有 变化 时 , 可 以 用 一 元 函数 的 积分 来 求 出 矩 和 质心 , 其 中 一 次 矩 为 静 矩 , 二 次 矩 为 
转动 惯量 . 两 个 古 尔 丹 定 理 也 将 在 本 节 得 到 证 明 . 
下 面 是 关于 转动 惯量 的 几 个 例子 . 为 方便 起 见 , 经 常用 微 元 法 来 叙述 和 计算 . 
转动 惯量 也 称 惯 性 距 , 它 用 于 度量 物体 绕 某 个 轴 旋 转 时 的 转动 惯性 的 大 小 . 按照 力 
学 上 的 定义 , 质量 为 mm 的 质点 绕 相距 为 s 的 轴 旋 转 的 转动 惯量 为 ms”, 因此 整个 物体 的 
转动 惯量 就 是 将 物体 的 质量 微 元 dm 乘 以 到 转动 轴 的 距离 平方 求 和 , 也 就 是 求 积 4 


习题 2502.2 求 曲线 


ee xy 二 0 
太一 372， 人 


解 用 z = az',y = ay' 代入 方程 可 消去 w 因此 只 要 对 a = 1 人 作 计算 , 然后 对 转动 


先 计算 对 于 Oz 轴 的 转动 惯量 ， 在 弓形 中 到 该 轴 的 
距离 为 y 的 点 集 是 水 平 直线 段 ， 对 于 0 < y < 1 从 方程 
y = 2z _ 22 可 解 出 直线 段 两 端的 横 坐 标 为 

21() 王 1I+TVI-y， 7zo20)=1 一 VI 一 包 
然后 如 附 图 所 示 , 取 抛物 线 弓 形 中 介 于 羡 一 y 和 世 一 dy 
no 站 四 之 则 的 阴影 区 , 则 其 面积 近似 地 为 
六 
将 上 式 乘 以 刀 并 对 于 乡 从 0 到 1 积分 , 就 得 到 a = 1 时 关于 Oz 轴 的 转动 惯量 如 下 : 
站 VE7ay (EN 换 y sm 有 


工 


还 
2 


-4 全 sin5 0 cos? gdg=4|， (sin50 一 sin7g)db 


-4.33.(01-3)= 总 . 


同样 可 计算 o = 1 时 关于 0 多 | 惯量 如 下 : 
2 


乘 以 叶 即 得 到 


由 于 咏 形 面积 关 


84.9 


因此 就 可 按照 公式 计算 | 


H 惯 性 


7z 


习题 2504.2 求 半径 为 尺 质 量 为 M 的 均 质 球体 对 3 


解 1 
要 考虑 到 该 直径 的 距离 为 7 

可 以 看 出 , 这 样 的 点 集 就 
相交 的 部 分 , 所 得 的 柱 面 高 为 
此 其 面积 为 


只 


9 三 2rr xX2VPR2 一 72 47rV 忆 2 一 72. 


设 球面 方程 为 2 十 内 十 妈 = 天 ,将 作为 旋转 有 


半径 为 


一 2 7 一 07 
0 xs 


其 直径 


珑 的 计算 法 . 质心 的 坐标 (习题 2501.1-2515 ) 


的 点 集 , 其 中 0 和 7 芯 羽 . 
是 柱 面 zz + y2 = 72 与 球 
2VR 一 72, 半径 为 m， 


六 | 


将 它 乘 以 dr, 再 乘 以 到 旋转 


的 昌 


E 离 平方 ”2, 即 可 计算 


转动 惯量 如 下 : 


届 届 
MO) | 7r29(r) dr 王 | 4rr3V 2 一 72 dr， 
0 0 


其 中 p 是 球 的 密度 . 


作 代 换 = 三 尽 sin0, 即 可 得 


到 
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习题 2504.2 的 附 图 


ML2) = 4rR5p 臣 sin3 0cos20d0 = 4rR5p | 0 一 sin50)d0 
0 0 

至 5 ” 2 4 8T p5 

利用 球 的 质量 已 知 为 M, 即 有 
椰 rRap 一 AI， 
于 是 可 确定 p = 了 75， 将 它 代 入 前 面 的 转动 惯量 M4 的 表达 式 中 , 就 可 得 到 在 力学 
教科 书 中 的 公式 : 
1 人 = 各 MR 

解 2 (概要 ) ， 取 方程 与 旋转 轴 同 解 1. 用 垂直 于 旋转 轴 的 平行 平面 将 球 切 割 成 浒 加 
盘 片 , 计算 出 每 个 圆 盘 片 相对 于 旋转 轴 的 转动 惯量 , 然后 相 加 ( 即 积分 ) 即 可 . 

这 里 首先 要 计算 出 均匀 薄 圆 盘 片 相对 于 通过 圆 盘 中 心 并 垂直 于 盘面 的 旋转 轴 的 转 
动 惯 量 , 可 以 证 明 , 若 圆 盘 质量 为 m, 半径 为 妃 , 则 这 个 转动 惯量 为 方 mmR2，( 这 也 是 力 
学 教科 书 中 的 常见 公式 , 需要 通过 积分 得 到 , 其 推导 留 作 练习 题 .) 

在 这 个 基础 上 ,厚度 为 dz 的 薄 圆 盘 的 质量 为 rpo(R2 - 22)dz， 其 转动 惯量 为 


到 rp(R2 -- 22)? dz, 然后 就 可 积分 得 到 


2 


作 代 换 > = 尺 sin0, 就 可 计算 


尺 
2 去 mp | ( 民 2 一 22)2 dz. 
2 一 尺 
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区 
2 


M 包 =rRso| cos50db 
0 


以 下 与 解 1 相同 . 


习题 2505 ( 古 尔 丹 第 一 定理 ) 证 明 : 平面 曲线 弧 C 绕 此 弧 所 在 平面 上 不 与 它 相 
交 的 轴 旋 转 而 成 的 旋转 面 , 其 面积 等 于 此 弧 的 长 度 与 它 的 质心 所 画 出 的 圆周 之 长 的 乘 


口 
AN\， 


解 不 妨 设 曲线 弧 C 处 于 上 半 平 面 , 旋转 轴 为 Oz 轴 , 其 方程 为 z = z(s),y = V(s)， 
其 中 s 为 踊 长 参数 . 又 记 其 质心 为 (ua us), 则 从 关于 质心 的 纵 坐 标 us 的 计算 公式 就 有 
| 4(s) ds 
0 


/和 二 


其 中 ! 是 曲线 弧 C 的 长 度 . 
将 上 式 两 边 同 乘 以 2rl, 则 就 得 到 
2THy X 1/ 一 | 4(s) ds， 


时 左边 就 是 弧 长 乘 以 质心 所 描 出 的 圆周 长 度 , 而 右边 从 84.8 知道 就 是 曲线 弧 C 绕 Orz 
旋转 所 得 的 旋转 曲面 的 表面 积 


习题 2506 (十 尔 丹 第 二 定理 ) 证 明 : 平面 图 形 8 绕 此 图 形 所 在 平面 上 不 与 它 相 
交 的 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 , 其 体积 等 于 图 形 8 的 面积 与 此 图 形 的 质心 所 画 出 的 圆周 之 
长 的 乘积 
解 1 (简单 情况 ) 设 平面 图 形 处 于 上 半 平 面 , 旋转 轴 为 
Oz 轴 , 记 图 形 的 质心 为 (kz,yy), 以 下 只 讨论 两 种 较为 简单 
的 平面 图 形 . 
情况 1 设 平行 于 Oy 轴 的 直线 与 图 形 的 边界 至 多 
只 交 于 两 个 点 ， 记 为 (上 边界 ) 如 (z)， 和 (下 边界 ) 太 (z)， 
We 
(z , 攻 ) | (z) 过 y 挟 ze(Z)}， 习题 2506 的 附 图 工 
其 质心 在 该 线段 质心 到 Oz 轴 的 距离 . 将 它 乘 以 
让 线段 的 长 度 太 (z) -页 (zj, 然后 对 了 从 a 积分 到 必 这 就 是 平面 图 形 相对 于 Oz 轴 的 
静 矩 . 于 是 质心 的 纵 坐 标 就 是 


人 七 际 


其 中 分 母 为 图 形 的 面积 . 
将 上 式 两 边 同 乘 以 2r9 就 得 到 
D 
2zi x 3S= 开 | 节 () 一 好 (ld 
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上 式 左 边 就 是 质心 所 描 出 的 圆周 长 乘 以 平面 图 形 的 面积 , 右边 就 是 该 图 形 绕 Oz 轴 旋 转 
所 得 的 旋转 体 的 截面 面积 的 积分 , 即 旋转 体 的 体积 . 
情况 2 ”现在 考虑 另 一 种 简单 图 形 , 即 平行 于 Ox 轴 的 
直线 与 图 形 的 边界 至 多 内 交 于 两 个 点 , 记 为 (左边 界 ) zi(y) 
和 (右边 界 ) zz(y), ce 和 y 芯 d. 这 时 对 于 直线 了 = y 与 图 形 
相 截 的 直线 段 


{(w 人 | zi 和 zsza(y)h， 
其 质心 在 该 线段 的 中 点 序 (zl() + za()) 处 , 它 到 Oz 轴 的 
距离 是 /将 它 乘 以 直线 段 的 长 度 zz( 妇 - zi(g)， 然后 对 
从 < 积分 到 峭 这 就 是 平面 图 形 相对 于 Oz 轴 的 静 矩 . 于 是 习题 2506 的 附 图 2 
摧 


质心 的 纵 坐 标 就 是 


Ne 


所 


其 中 分 母 为 图 形 的 面积 
将 上 式 两 边 同 乘 以 2fr9 就 得 到 
2rju xS= 2 [mg -ma 人 dy， 
右边 的 公式 按照 84.7.3 的 习题 2471 (将 其 中 的 z 和 yY 对 换 ),， 就 是 平面 图 形 绕 Ozx 轴 旋 
转 所 成 的 旋转 体 的 体积 . 
解 2 (一 般 情况 ) ”对 于 一 般 的 平面 图 形 ,需要 重 积 分 的 知识 才能 作出 比较 严格 的 证 
明 . 不 妨 仍 设 图 形 处 于 上 半 和 平面 , 旋转 轴 为 Oz 轴 , 记 图 形 的 质心 为 (ua,y),， 则 从 关于 
质心 的 纵 坐标 如 的 较 一 般 的 计算 公式 就 有 


两 边 同 乘 以 2r9, 就 得 到 
2Ty XO 一 2T |yazdy 
亡 
其 中 左边 就 是 质心 所 描 出 的 圆周 长 乘 以 平面 图 形 的 面积 , 而 右边 就 是 平面 图 形 绕 Oz 角 
旋转 所 得 的 旋转 体 的 体积 (参见 84.7.4 中 关于 命题 4.15 的 最 后 一 步 证 明 ). 

注 1 从 两 个 古 尔 丹 定理 的 证 明 可 见 , 它们 揭示 出 力学 上 的 静 矩 与 几何 学 的 联系 . 
假设 密度 为 1, 这 时 对 于 平面 上 的 曲线 弧 来 说 , 它 关 于 某 个 轴 的 静 矩 乘 以 2r 就 是 曲线 绕 
该 轴 旋 转 的 旋转 面 面 积 , 而 对 平面 图 形 来 说 , 它 关 于 茶 个 轴 的 静 矩 乘 以 2r 就 是 图 形 绕 
该 轴 旋 转 的 旋转 体 体积 . 在 84.7 和 84.8 中 已 经 看 到 过 这 两 个 定理 的 多 次 应 用 , 本 节 也 有 
这 方面 的 习题 , 这 里 不 再 重复 . 

注 2 在 古 尔 丹 第 二 定理 的 第 一 个 证 明 中 , 利用 了 静 矩 计算 中 的 可 加 性 原理 @. 这 

四 转动 惯量 也 具有 可 加 性 , 但 只 是 将 物体 简单 地 分 解 为 若干 部 分 后 分 别 计算 它们 的 转动 惯量 ， 然 后 相 加 . 
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就 是 可 以 将 物体 分 解 为 若干 部 分 , 将 各 个 部 分 的 质量 集中 在 它们 的 质心 处 , 形成 一 个 新 
的 系统 . 可 以 证 明 , 这 个 新 系统 的 静 算 和 质心 与 原 系统 相同 . 下 面 只 对 于 最 简单 的 离散 
质点 系统 和 分 解 为 两 个 部 分 的 情况 给 出 证 明 . 
设 平 面 上 有 呈 个 质点 pi(zpoi) = 1 它们 的 质量 分 别 为 ma = 1 
则 这 个 质点 系 关 于 Ozx 轴 和 Oy 轴 的 静 矩 分 别 ( 简 记 ) 为 
> mi > 1700 


质心 的 位 置 为 
imaiti 2 


Hz 一 Ti jy 一 本 3 
现在 将 这 个 系统 任意 划分 为 两 个 子 系统 , 并 在 下 面 分 别 用 和 》 ”表示 对 两 个 子 
系统 的 求 和 , 则 就 可 以 得 到 


这 表明 原 系 统 的 静 矩 等 于 两 个 质点 构成 的 系统 的 静 矩 , 这 两 个 质点 的 质量 分 别 是 yy mm 

和 yi;, 而 它们 的 位 置 分 别 是 两 个 子 系统 的 质心 位 置 . 
同样 , 将 上 述 两 个 等 式 分 别 除 以 和 ,ma = (2 十 (> ri) 也 就 可 以 得 到 关于 质 

心 的 可 加 性 原理 , 从 略 . 

在 下 面 的 两 个 习题 中 仍然 用 上 述 方法 来 计算 质心 . 

习题 2512 求 曲 线 7 = a(1 二 cose) 所 围 图 形 的 质心 多 


【> 


标 . 


四 | 


解 ”如 附 图 所 示 , 从 对 称 性 可 知 质心 在 极 轴 上 , 因此 只 
要 计算 关于 po = T/2 ( 即 y 轴 ) 的 静 和 矩 . 

考虑 从 2 到 2 + dp 的 小 扇形 ( 附 图 中 的 阴影 区 ), 将 
看 成 为 一 个 三 角形 , 可 见 其 质心 的 近似 位 置 离开 极点 的 距 
是 2r/3. 这 样 就 可 以 计算 静 和 矩 如 下 [6, 13] 


[Sr 


型 


习题 2512 的 附 图 


2T 2 
(0D) 一 | 27 08 史 了 工 r24 人 | 73 COS d 
元 
2 3 『2 
= 村 | o(+eospjseospdp= 侍 | Geo pt+eostp)dp 
0 0 


= 和子 o(3. 于 3 要)= 垩 o 
32 3 本 二 下 了 本) 二 4 
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然后 再 计算 曲线 包围 的 图 形 面 积 ( 即 《习题 集 》84.5 的 习题 2419) 如 下 : 


2 2 
5= 寺 | rdp= 寺 | a2(1 + cosP)2 do 
0 0 


=2o?| (1 上 +cos2 p) do = 洱 a 2 
0 


设 密度 为 1, 则 8 就 是 图 形 的 质量 , 而 图 形 对 于 Oy 轴 的 静 矩 等 于 8 x un。 因此 即 可 求 
出 质心 的 横 坐标 pe = ro3 .52 一 间 0 


习题 2515 求 半 球面 z2 十 2 二 22=o2(z>0) 的 质心 的 坐标 . 


| 


解 注意 本 题 的 几何 体 是 半球 面 而 不 是 半球 体 . 

从 对 称 性 可 知 质心 在 正 半 Oz 轴 上 , 记 其 z 坐标 为 4>. 考虑 球面 上 到 zOy 平面 距 
离 同 为 > 的 点 集 , 它 是 半径 为 Voz - 2 的 圆 . 用 平行 平面 2 = > 和 2= > 十 dz 截 球 面 
得 到 的 面积 为 2rVa2 - 22ds, 将 它 乘 以 > 然后 对 > 从 0 到 a 积分 , 这 样 就 得 到 该 球面 
对 于 zOy 坐标 面 的 静 矩 为 


六 


末 
2 


| 2TzVa2 一 22 ds. 
计算 (Va2 - 22)' = 一 一 一 一 ， 即 可 得 到 弧 长 的 微分 为 


0 
辣 dz 
a2 一 忆 站 


这 


这 样 就 得 到 静 矩 为 


上 2T7az dz 一 Ta3. 
0 


中 除 以 半球 面积 2ra2 就 得 到 /。 = 


-H 国 


了 
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84.10 力学 和 物理 学 中 的 问题 (习题 2516-2530 ) 


内 容 简 介 ”本 节 是 积分 学 在 力学 和 物理 学 中 的 一 些 应 用 , 根据 问题 的 具体 背景 , 应 
用 有 关 的 物理 定律 , 将 问题 归结 为 积分 计算 或 者 简单 的 微分 方程 求解 . 在 具体 归结 中 一 
般 均 可 用 微 元 法 . 


习题 2517 把 质量 为 7 的 物体 从 地 球 (其 半径 为 瓦 ) 表面 抬升 到 高 度 为 疡 的 地 方 ， 
需要 对 它 作 多 少 功 ? 若 物体 远离 至 无 穷 远 处 , 则 功 等 于 多 少 ? 


解 1 作 功 是 为 了 殉 服 地 球 引 力 . 在 地 面 附近 , 只 要 将 重力 


代 互 =7n9 乘 以 提升 的 高 度 刀 即 可 , 但 本 题 的 力 则 需要 用 万 有 引力 定 
_， ， 。 律 来 确定 , 即 
秋 硬 二 全 和 
其 中 大 为 万 有 引力 常数 ，M 为 地 球 的 质量 , mm 为 题 设 的 物体 质量 ， 


是 地 球 中 心 到 物体 的 距离 . 这 里 将 物体 简化 为 一 个 质点 . 
如 附 图 所 示 , 取 地 球 中 心 为 原点 , 取 Oz 轴 垂 直 向 上 . 设 物体 
当前 的 位 置 为 z, 考虑 将 其 从 高 度 z 提升 到 z + dz 时 需要 作 的 功 . 
从 万 有 引力 定律 可 知 , 所 要 作 的 功 为 
dy = 2 dz. 


习题 2517 的 附 图 


利用 当 z = 忆 时 有 下 = mg, 于 是 有 
KAI 
玉 2 二 720， 
1 
从 而 可 以 得 到 AM = 9R2. 由 也 - = 了 25 一 可 知 有 


然后 再 利用 信 (R) = 0, 就 可 以 求 出 待定 常数 C = mgR, 于 是 功 fW(z) = mgR(1- 羡 ) 
用 高 z = 忆 十 疡 代入 , 就 知道 将 物体 从 地 面 提高 疡 所 需要 做 的 功 为 

fr(R+ 站 = mgR(1 皇 

这 个 答案 在 方志 忆 时 也 就 与 mgh 差不多 . 

对 于 万 为 无 穷 远 的 情况 , 只 要 令 刀 +eo 取 极 限 , 就 得 到 将 物体 抛 至 无 穷 远 处 所 

需要 作 的 功 为 mg 有 

若 令 mg 及 = 六 mo2， 则 就 得 到 v = V 玖 页 , 这 就 是 将 地 面 上 的 物体 送 到 无 穷 远 处 

所 需要 的 初始 速度 . 它 与 物体 的 质量 m 无 关 , 一 般 称 之 为 第 二 宇宙 速度 , 记 为 由 取 

9=9.8 米 / 秒 2, 尺 = 6.38 x 103 和 干 米 , 可 计算 出 va s 11.2 千 米 / 秒 . 

解 2 在 求 出 呈 7 之 后 , 只 要 利用 厂 (R) = 0 就 可 以 用 定 积分 计算 如 下 : 


尺 有 7 
及) 一 “页 十 万 


2 


84.10 


力学 和 物理 学 中 的 问题 (习题 2516-2530 ) 


把 切记 
民 十 尺 民 十 彤 2 
m(R+ 月 = | mc)az=| 0 
尺 尺 化 
三 2 | 隐 本 21 1 1 加 届 肪 
(要 二 着 (富生 志方 ) 二 79 丽 十 万 
而 当天 一 十 co 时 则 可 直接 计算 广义 积分 如 下 : 
2 oo 2 
本 (Hoo) = lim 人 mg dz 一 | 0 
尺 一 十 co J」 尼 人 尺 四 
本 2 的 汪汪 
ee (外 0 
注 “ 以 上 两 个 解法 无 本 质 差 别 , 都 是 从 
dr 129 忆 2 
dz Z2 
出 发 求 未 知 函数 你 (z). 一 般 而 言 , 若 取 zx 为 自 变量 , y(z) 为 未 知 函 数 , 则 将 
d ,5 “ 问 
下 (2 也 ) 一 0 或 者 了 = jz 
称 为 ( 常 ) 微分 方程 . 若 后 一 式 的 右边 不 出 现 /, 则 就 是 求 不 定 积分 . 它 是 最 简单 的 微分 


方程 , 本 题 就 是 如 此 . 


从 不 定 积分 知道 , 其 中 出 现 待定 常数 . 如 解 1 所 示 , 根据 条 件 殉 (B) = 0 可 以 求 出 
定 的 解 . 这 在 微分 方程 理论 中 称 为 初始 条 件 . 


这 个 常数 , 从 而 得 到 完全 确 


习题 2520 求 水 对 紧 直 放置 的 半圆 形 挡 板 的 压力 , 该 挡 板 的 半径 为 o, 而 水 


挡 板 项 部 直径 的 位 置 . 


解 1 如 附 图 
面 指 癌 下 方 . 


水 


考虑 挡 板 在 水 深 为 > 和 z 二 dz 之 间 的 部 分 ( 即 附 图 1 


1 所 示 , 将 原点 置 于 水 面 ，Oz 笛 


面 位 于 


的 阴影 带 区 ), 深度 z 处 的 压强 为 pgz, 其 
取 为 1, 9 是 重力 加 速度 . 为 简 
因子 . 将 深 zx 处 的 压强 乘 以 阴影 带 


区 的 


明 起 见 , 下面 略 去 这 个 常数 
在 积 , 近似 地 得 到 


0 为 密度 , 可 


d 忆 =27Va2 一 2Z2dz. 将 它 对 zz 从 0 到 a 积分 得 到 
a 3 
F=2?| 2ZVa2 一 22dz 一 一 生 (o2 一 z) 
0 


解 2 如 附 图 2 所 示 , 考虑 挡 板 在 角 p 到 癌 二 dp 之 间 
的 扇形 部 分 . 可 以 将 它 近似 地 看 成 为 一 个 三 角形 , 它 的 质 
开 原 点 的 距离 为 2ao/3. 水 对 这 个 扇形 的 压力 等 于 扇 


心 离 


习题 2520 的 附 图 1 
Q 


2 
0 3 


形 面积 乘 以 水 在 质心 处 的 压强 . 这 就 是 
2 二 
了 4C0S% X 末 0 do 三 了 0 CoS 0 dp， 村 是 站 癌 六 出 画 也 
利用 对 称 性 , 将 它 对 于 2 在 [0， 也 ] 上 积分 并 乘 以 2, 就 得 到 
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注 这 里 需要 解释 一 下 , 在 解 2 中 作用 在 一 个 小 扇形 上 的 水 压力 为 什么 等 于 其 面积 
乘 以 在 其 质心 处 的 压强 ? 
为 此 只 要 注意 水 的 压强 值 (在 忽略 常数 因子 后 ) 等 于 深度 z, 也 就 是 到 Oy 轴 的 昌 
离 . 由 此 可 见 , 这 样 的 计算 可 以 类 比 于 84.9 中 的 静 矩 公式 , 而 上 述 扇形 的 静 生 就 等 于 
积 乘 以 其 质心 到 Oy 轴 的 距离 . 因此 解 2 的 做 法 是 合理 的 

解 3 既然 本 题 等 价 于 计算 附 图 中 的 半径 为 n 的 半圆 关于 Oy 轴 的 静 算 , 那么 它 就 
等 于 半圆 的 面积 乘 以 半圆 的 质心 到 原点 的 距离 

,将 这 个 中 离 记 为 we, 由 于 半 国 围绕 Oy 轴 得 到 的 是 半径 为 "的 球体 , 而 半 国 的 面积 
为 于 za2, 利用 古 尔 丹 第 二 定理 就 有 


巴 { II 


世 


| 


TI 


生 mas 一 总 ma X 2T1Ln， 
从 而 就 得 到 jz = 铝 . 于 是 静 矩 以 及 所 要 求 的 水 压力 就 是 
jz 六 ra2 = a 过 


习题 2523 半径 为 刃 而 密度 为 6 的 均 质 球体 以 角速度 w 绕 其 直径 旋转 , 求 此 球 的 


解 对 于 由 质点 m (i = 1 ,站 组 成 的 离散 系统 , 绕 固定 轴 旋 转 的 动能 为 
= 村 》 mao2, 其 中 心 是 质点 mi 的 速度 , 若 旋转 的 角速度 为 w, 则 忆 = riw, 其 中 六 
是 质点 ss 的 距离 ;= 1 ,mr 这 样 就 得 到 力学 中 计算 动能 的 公式 为 

-和 2 二 

1 一 人 一 
其 中 MG) 是 质点 系 的 转动 惯量 ,对 质量 为 连续 分 布 的 系统 , 只 要 将 上 述 mi; 用 微分 代 
蔡 , 将 求 和 改 为 求 积分 即 可 得 到 . 
由 于 在 84.9 的 习题 2504.2 中 已 经 求 出 了 本 题 的 球 关于 直径 的 转动 惯量 为 M() = 
对 让 5， 忆 此 本 题 的 答案 就 是 

人 二 六 Mu2 一 答 R55o2 


习题 2524 线 密度 1 为 常数 的 无 穷 % 
直线 以 怎样 的 力 吸引 距 此 直线 距离 为 u 而 
质量 为 mm 的 质点 ? 
区 
解 1 如 附 图 所 示 , 将 该 直线 ( 棒 ) 置 于 
Oz 轴 上 , 考虑 微 元 dz 对 点 (0, a) 处 的 质点 
的 引力 . 习题 2524 的 附 图 


微 元 dz 的 质量 为 wo dz, 它 到 点 (0,a] 的 距离 是 V 环 干 5, 因此 根据 万 有 引力 定律 
知道 该 微 元 对 质量 m 的 质点 的 引力 是 下 = AUodz 其 中 大 为 常数 , 力 的 方向 从 喜 


22 十 a2 
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(0,a) 指向 点 (z,0). 利 ) 


这 样 就 列 出 
ixom | 


十 co 


1 


作 代 换 z = atant, 就 得 到 


十 co 
2kouom | 
0 


解 2 从 微分 方程 角 


的 函数 , 记 为 玉 (z). 


当 细 棒 两 端 分 另 


以 下 即 求 正 (z) 并 令 z 一 +eo, 如 解 二 所 示 , 这 可 


习题 2527 旋转 体 容器 应 该 具有 什么 


表面 的 下 降 是 


党 


均匀 的 ? 


4| 


习题 2527 的 附 图 


对 箱 
此 只 要 将 上 述 已 投影 到 Oy 贡 
积分 公式 如 下 : 


oo 证 本 


度 来 看 , 可 考虑 在 Oz 贡 
对 (0,o) 处 质点 的 引力 . 从 对 称 性 知道 只 要 计算 在 Oy 负 


增加 长 度 


力学 和 物理 学 中 的 问题 (习题 2516-2530 ) 


225 


方向 用 


导 积 分 即 可 . 


d7 


3 Q 
(Z2 十 a2) 2 


_ 28007m 
一 0 | 


_ 2K0770 


次 性 , 合力 在 方 向 的 分 量 为 0, 在 y 方向 的 分 量 小 于 0. 


十 co 
dz 一 25a10770 | 
0 


下 2KU077 


亚 
2 


Sec2 世 
Sec3t 


costdt 


CQ 
上 位 了 


义 


(2 上 + 


间 [-z;,zl (z > 0) 此 


度 dz 时 , 就 可 以 如 解 1 所 示 得 到 
dF = 25a10m 一 一 一 


ZOz 平面 内 的 
2(0) = 0, 曲线 在 第 一 象 

假设 容器 中 液体 的 流出 
拆 利 定 律 , 液体 从 容器 中 流 


合成 为 ) 


图 所 示 为 容器 的 一 个 截面 . 
1 线 > = z(z) 围绕 O 
限 中 . 


方向 的 合力 的 值 . 显然 


义 积分 的 计算 ,从 略 . 
形状 , 才能 使 液体 从 容器 底部 流出 时 , 液体 上 


F(z) 的 微分 为 


设想 该 容器 是 用 
旋转 得 到 , 其 中 设 


之 划 


孔 3 


于 在 底部 
出 的 速度 为 


原点 处 , 则 根据 托 里 


4 一 CV20H， 


其 中 9 为 重力 加 速 
= 0.6 为 实验 所 得 


如 附 图 所 示 , 液体 水 平面 
dz 时 容器 内 减少 的 液体 体积 就 匀 


用 托 


而 液 面 高 度 从 z 二 dz 降 


电 就 是 微分 方程 


拆 利 定律 , 就 得 到 


到 > 时 


等 于 流出 的 液体 量 . 
液体 的 流出 量 为 
vd 一 cV202dti 


工 
T2Z2dz 一 cV2Iz 2 dt， 


度 , 户 为 孔 上 方 的 液体 水 平面 的 高 度 ， 


的 高 度 是 时 间 的 函数 , 记 为 >( 斩 , 则 在 时 间 尼 内 z( 轨 下 


的 液体 体积 可 从 旋转 体 的 生成 知道 


条 


是 Tz2 dz. 于 是 就 有 
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节 5 
dz CV29  z2 


dt 区 22 
根据 题 意 要 求 全 为 常数 , 因此 就 得 到 = Cz4, 其 中 C 为 常数 


习题 2528 错 在 每 一 时 刻 的 衰变 速度 与 其 现存 的 量 成 正比 设 镭 的 量 在 初始 时 刻 
it 三 0 为 @o, 经 过 时 间 人 = 1600 年 它 的 量 减 少 了 一 半 . 求 镭 的 衰变 规 得 


1 


解 ” 本题 中 的 规律 对 于 化 学 中 的 放射 性 元 素 普 壳 成 立 , 一 般 称 题 设 的 时 间 了 为 该 
元 素 的 半衰期 . 
从 初始 时 刻 上 = 0 开始 起 算 , 设 在 时 刻 上 > 0 时 的 量 为 @(, 则 就 有 微分 方程 为 


dQ _ 
司 人 


其 中 大 为 待定 的 正常 数 ， 

由 于 上 述 微 分 方程 已 经 表明 @C 父 的 导数 小 于 0, 因此 Q@() 为 二 六 0 上 的 严格 单调 
递减 函数 , 从 而 就 有 反 函 数 上 = 4Q@), 且 得 到 其 导数 满足 的 微分 方程 为 

dt 1 


aq 79 
这 已 经 成 为 一 个 求 不 定 积分 的 问题 . 于 是 就 有 

浊 -| 大 皮 伍 -二 mmQ@+C' 
将 初始 条 件 , 即 = 0 时 @(0) = @o, 代入 后 就 可 以 确定 出 常数 为 C = 二 ln @o. 于 是 得 
到 


TOQ 
t 一 一 天 ]n Dr 
又 利用 半衰期 为 1600 年 , 取 时 间 的 单位 为 年 , 则 就 有 1 600 = - 丈 了 六 三 到 卫 2， 于 是 
解 出 
1 
天 一 1600 ]n2 


最 后 即 得 到 所 求 的 衰变 规律 为 


人 
= Qu (em2) 1600 


二 
一 Qo2 1600 . 


补充 
在 44.6 的 习题 2454 中 需要 知道 悬 链 线 的 方程 为 y = acosh 人 在 该 题 的 注 2 中 指 
出 ， 悬 链 线 是 指 一 条 两 端 悬挂 着 的 均匀 柔软 的 细 强 在 平衡 状态 时 所 取 的 形状 . 由 于 对 这 
一 点 的 讨论 恰好 属于 本 贡 的 主题 , 因此 在 这 里 给 出 证 明 , 作为 对 本 节 的 补充 (主要 取材 
于 [7] 的 第 一 卷 第 二 分 册 85.5 的 第 三 个 例子 ). 
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命题 4.16 基 链 线 的 形状 为 y(z) = acosh 


证 如 附 图 所 示 , 用 曲线 代表 绳子 的 形状 , 在 其 所 在 平面 上 取 坐 标 系 , 其 中 的 Oz 

沿 水 平方 向 , Oy 轴 沿 垂直 方向 . 考察 绳子 的 一 小 段 MI. 设 这 一 段 的 长 为 ds. 作用 

在 这 一 小 段 绳 子 上 有 三 个 力 : 作用 在 点 M 的 张力 全 , 作用 在 点 AM 的 张力 歼 和 这 段 强 

子 本 身 的 重量 pds, 其 中 p 是 绳子 的 密度 . 

由 于 绳子 是 柔软 的 , 因此 张力 方向 是 沿 着 曲线 的 

切线 方向 . 在 点 M 和 Mi 处 的 切线 的 倾斜 角 分 别 记 

为 w 和 a 十 da. 

由 于 上 述 三 个 力 达 到 平衡 , 因此 在 水 平方 向 就 有 
厂 cosaw = 人 cos(a 十 da) =T0， 

其 中 Tb 对 全 段 绳 子 为 一 个 常数 . 在 垂直 方向 则 有 
ds 十 Tsina=sin(a 十 da). 


合并 两 个 等 式 就 得 到 本 
ppds 二 Totana =Totan(a 十 
设 曲线 方程 为 y = y(z), 即 未 知 函数 , 则 有 tan a = 丸 ( 一 V1 2 qz 和 


tan(aw 十 da) =VW(z+dz) 王 W(z ， 
将 它们 代入 前 面 得 到 的 等 式 , 于 是 就 得 到 微分 方程 为 


水 二 二 到 志 /十 W2. 
这 是 一 个 二 阶 微分 方程 , 但 其 中 不 出 现 y(z), 因此 可 以 先 求 出 WY(z), 然后 再 积分 求 出 
). 又 由 于 其 中 也 不 出 现 自 变 量 z, 因此 与 习题 2528 类 似 , 只 要 将 方程 改写 为 

dz _ 37o 1 


ao 了 一 21 
z= 交 mg+VIT9+C 


研 、 区 
四 


就 可 以 积分 得 到 


其 中 C 为 待定 和 
利用 反 双 曲 正 弦 函 数 arcsinhz = In(z 十 VI 二 2Z2) ( 见 83.1.8 的 (3.11)),， 就 可 将 上 


4 = Sinh (二 十 Ci)， 


再 积分 一 次 , 则 得 到 


二 


4 二 卫 Cosh ( 冯 = 十 Cn 十 Co2， 
0 70 
其 中 含有 Ci 和 Cs2 两 个 待定 常数 , 它们 可 以 根据 甚 挂 点 的 位 置 或 其 他 条 件 来 确定 . 若 记 
a=T/o, 并 取 CC = C2 = 0, 则 就 得 到 前 面 所 述 的 悬 链 线 方程 为 
4 一 wcosh 0 
可 以 看 出 , 取 不 同 的 w 只 相当 于 相似 变换 , 而 取 不 同 的 Ci 与 C2 则 相当 于 曲线 在 水 
平方 向 和 垂直 方向 的 平移 . 
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内 容 简 


就 成 为 一 个 重要 的 问题 , 
它们 是 计算 数学 中 的 数值 

现在 简 述 这 和 
分 . 对 [wa 取 交 等 虽 


前 两 个 方法 来 自 于 
每 个 子 区 间 [zz 有 
[zz 取 高 度 
梯形 法 的 计算 公式 . 这 两 种 方法 

较 有 实用 价 


于 大 量 的 被 积 函数 的 原 函 数 不 是 初等 函数 , 如 何 对 
《习题 集 》 在 本 节 介 绍 了 三 种 最 为 基本 的 积 
积分 内 容 的 起 点 (可 参看 
历 (参见 下 页 的 示意 图 ). 设 


人 


左 端点 为 介 点 ， 就 得 


84.11 定 积分 的 近似 计算 法 (习题 2531-2545 ) 
职 分 作 近似 计算 


分 近似 计算 方法 ， 


要 计算 /z) 在 [上 的 积 


5 和 抑 形 法 和 梯形 法 . 对 
5 形 法 的 计算 公 趟 若 对 每 个 子 区 间 


相当 于 用 直角 梯形 
简单 ,实际 效果 一 般 不 是 很 好 
FE 汉 十 取 妈 = 2K， 然后 


F Wi)/2 即 边 梯形 , 则 就 得 到 


0 也 称 为 辛 普 


在 每 个 子 区 间 


经 过 三 站 2) V21_2 


几 (Z2i 1) 2 1)， 


(Z2i， V2i) 的 抛物 线 来 代 


2460 中 的 注 普 森 公 式 (俗称 万 


普 森 公 式 )，. 


为 方便 起 见 将 


I 


这 几 个 方法 列表 如 下 ( 


2Z)dz 一 几 (Vo 十 0 十 …: 


用 和 和 小 全 的 每 个 了 区 问 用 84.7.1 的 习题 
文 样 就 得 到 抛物 线 公 式 (也 称 辛 


(4.21) 


SR 2%2k-_2)] 十 有， 


注 在 很 多 教科 书 ， 
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提 到 的 入 


对 每 个 子 区 间 


2 一 jz) 


分 为 天 个 子 
习题 2537 利用 辛 普 


解 记 flz) = 39 王 ， 


0, 1 本 

9 一 
人 
每 一 步 计算 中 ， 
较 好 地 控制 了 含 入 误差 . 计算 得 到 yw = 1 其 


近似 求 积 法 的 示意 图 : (a) 短 形 法 


取 其 


备 主 要 ; 


广 间 , 在 每 个 子 


E 形 法 与 这 里 所 说 不 同 
点 为 介 点 , 以 下 称 之 为 改进 的 矩形 ; 


,， (b ) 梯形 法 


讲解 用 辛普森 公式 的 几 个 习题 . 这 时 m = 28 均 为 偶数 , 即将 积 儿 


2i 一 


2 7Z21 一 1 2 


(9) 


)， (c) 辛普森 法 ，(d) 改 


驻 间 上 / 


万 能 公式 . 所 用 


区 


森 公 式 计算 积 4 | 型 =d 本 三 


并 补充 定义 /0) = 


分 的 近似 计算 法 (习题 2531-2545 ) 


算 公 


SN 式 为 : 
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(例如 见 [15] 第 二 卷 的 8$9.5), 即 
法 . 其 计 


Ti 一 1 2 一 1 十 Zi 2 
2 


(d) 
进 的 短 形 法 


到 的 函数 人 


所 


1， 又 记忆 = 


10). 


20 


羡 [Go 十 gio) 十 4(g 十 妇 十 下 十 妨 十 欧 ) 十 2( 扩 十 丰 十 外 十 如 外 


CU 民风 已 博 


0.157079 633 
0.314159 265 


0.471238 898 
0.628 318 531 
0.785 398 163 


0.995 892 735 
0.983 631 643 
0.963 397 762 
0.935 489 284 
0.900 316 316 


他 的 和 人 =]1， 


0.942 477796 
1.099 557 429 
1.256 637 061 
1.413716 694 
1.570796 327 


区 间 等 


2 十 1 个 . 


有 舍 入 误差 对 本 题 的 上 述 公 式 的 计算 采用 10 位 计算 器 , ; 
… ,10) 列表 如 下 : 


pi 
0.858 393 691 
0.810331 958 
0.756 826 729 
0.698 646 585 
0.636 619 772 


所 示 , 除了 方法 本 身 的 误差 之 外 , 在 


这 样 就 
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最 后 得 到 的 结果 是 


9 久 1.370762 947. 


为 了 知道 其 精确 程度 , 可 以 用 辛普森 公式 的 误差 估计 公式 


二 


化 


一 QI) 有 4 
人 


这 里 要 计算 4 阶 导 函数 的 界限 , 计算 量 较 大 , 我 们 只 列 出 最 后 结果 为 0 入 V9(z) 苹 


区 
2 


诅 
本 


0.2, ZE [0, 亏 ]. 这 样 就 


由 此 可 见 , 用 辛普森 公式 计算 的 结 
用 Mathematica 将 本 题 的 积 
用 辛普森 公式 得 


到 


和 梯形 法 的 公式 ! 
方法 的 关系 . 
用 矩形 法 , 即 得 


其 误差 公式 给 出 的 范 上 
字 1.4 是 精确 的 . 
用 梯形 法 ， 


T 
xd 


即 得 到 


的 4 


到 本 题 的 误差 估计 为 
1.06 x 10-5 < 尺 。< 0. 
\ 数 点 后 的 前 5 位 都 是 精确 
分 计算 到 小 数 后 的 10 位 , 答案 为 1.370762168, 可 见 
的 结果 在 小 数 点 后 的 前 6 位 都 是 ;# 
注 “ 作 为 三 种 方法 的 比较 , 我 们 可 以 用 以 上 的 数据 mw, ;= 0,1…… ,10 代入 珑 形 法 


侍 确 的 . 


并 利用 相应 的 误差 估计 公式 , 看 / 


为 Rio e (-0.05,0), 可 见 在 矩 


9 儿 形 三 有 (yo 十 册 十 :十 y9) 1.398， 


的 . 


j 相 同 的 数据 所 得 到 的 结果 与 计算 


S 形 一 有 (如 二 加 十 页 十 十 加 ) 六 1.369929， 


其 误差 公式 
位 数字 1.37 是 精 


给 出 的 范 


确 的 . 


用 改进 的 适 形 法 时 从 误差 公式 久 


另行 计算 10 个 子 
的 数据 进行 计算 ， 


区 
旋 
与 


到 1.372 的 近 


习题 2539 取 刀 = 10, 计算 卡 


e- 


以 值 


柯 


- 贡 4 襄 肖 
芝 兰 常数 


1 


坟 


上 道 其 误差 是 梯形 ; 
闻 的 中 点 处 的 函数 值 , 这 里 从 略 . 若 用 
, 这 比 即 = 10 的 久 


围 为 Rio e (0,1.1 x 10-3), 可 见 在 梯形 公式 得 


形 公式 得 到 的 结果 中 取 前 2 位 数 
到 的 结果 中 取 前 3 


arctan 2 庆 


半 , 但 是 对 于 允 = 10 需要 
九 一 5, 则 就 可 以 用 上 述 现成 
E 形 法 还 要 好 一 些 . 


注 “ 本 题 的 计算 与 习题 2537 类 似 . 这 里 只 指出 , 卡 塔 兰 常数 是 在 数学 中 的 一 个 特 
殊 常 数 , 在 Mathematica 5.0 中 举 出 了 它 的 33 个 不 同 的 表达 式 . 本 题 的 积分 即 是 其 中 的 
第 一 个 表达 式 . 这 里 再 给 出 卡 塔 兰 常 数 的 一 个 无 穷 级 数 展 开 式 

人 (27 十 了 )” 
1 1 1 (一 JJ” 
一 1 一 一 十 一 下 
了 “一 区 
目前 还 不 知道 它 究竟 是 有 理 数 还 是 无 理 数 , 虽然 一 般 都 相信 它 是 无 理 数 , 而 且 是 超越 数 ， 
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3 
习题 2542 精确 到 10-4， 计算 | (ez - DD 二 dz 
0 


解 (概要 ) ”本题 的 困难 在 于 , 虽然 积分 是 第 义 的 , 然而 被 积 函数 从 一 阶 导 数 开 始 直 

到 4 阶 导数 在 z = 0 右 侧 都 无 界 , 因此 不 可 能 用 现成 的 辛普森 法 的 误差 估计 公式 来 确定 

7 应 该 取 多 少 . 

有 各 种 方法 可 以 元 服 这 个 困难 . 这 里 我 们 推荐 用 分 部 积分 法 消除 在 导数 中 出 现 的 
上 述 奇 性 . 为 此 有 @ 

[Ge 一 1)]n 二 dz 一 一 (ez 一世 一 maz| ， 本 | 


二 冯仑 
=| 亿 一 1 dr_1 
化 


业 - 小 
e 一 2 一 1 7 


和 化 


0 
这 时 的 被 积 函数 是 所 二 上 , 可 以 在 区 间 [0,1] 上 估计 得 到 它 的 4 阶 导数 在 [0.2,0. 引 之 
间 . 利用 辛普森 法 的 误差 公式 , 从 而 只 需要 满足 不 等 式 

友 05<10-4 


右 侧 解 出 刀 < 0.435， 由 于 区 间 长 度 为 1, 而 辛普森 法 中 的 m” 必须 为 偶数 , 因此 取 
万 一 0.25, 即 妈 = 4 
以 下 的 计算 是 简单 的 , 即 用 公式 
三 半 [(o F V4) 十 4 十 93) 十 29o] 
求 得 9 = 0.317908917, 而 本 题 积分 的 10 位 精确 答案 为 0.317902151, 可 见 实际 上 
. 一 4 的 效果 非常 好 @. 


习题 2543 精确 到 0.001, 计算 概率 积分 | da 
0 


提示 “本 题 的 困难 在 于 积分 区 间 无 界 , 因此 需要 先 用 变量 代 换 将 它 转化 为 常 义 积 


上 
分 . 在 《习题 集 》 的 老 版 中 本 题 有 提示 : 用 z = 工 一. 当然 还 可 以 用 其 他 代 换 . 


习题 2544 近似 地 求 出 半 轴 为 = 10 及 = 6 的 椭圆 的 周 长 . 


解 1 在 84.6 的 习题 2453 已 经 得 到 了 李 圆 周 长 的 积分 公式 . 按照 该 题 的 注 中 的 公 
式 , 本 题 的 椭圆 的 离心 率 为 0.8， 同人 


二 oo VI 二 0.64sin2z dz 


由 于 本 题 没 有 提出 计算 的 精度 要 求 , 我 们 就 用 冯 = 4 的 辛普森 公式 来 计算 , 并 与 更 精确 
的 答案 比较 , 以 了 解 计算 的 效果 如 何 . 

Q@ 在 这 里 的 分 部 积分 计算 中 , 利用 一 个 函数 的 原 函 数 可 以 相差 一 个 任意 常数 的 事实 , 在 选取 er -- 1 的 原 函 
数 时 , 用 的 是 ez - z -1, 而 不 是 简单 地 取 ez -- z. 这 是 为 了 保证 右边 的 第 一 项 为 有 限 数 . 这 种 技巧 在 83.6.2 
的 习题 2143 的 解 2 中 已 经 见 到 (参见 该 题 的 注 ). 

@ 从 以 上 对 天 的 选取 可 知 , 若 取 郊 = 2 秋 = 0.5, 效果 应 当 不 错 . 这 就 是 三 点 辛普森 公式 ( 即 万 能 公式 )， 
计算 得 到 S s 1.318 008, 与 准确 值 比较 , 误差 为 1.06 x 10-4. 即 比 题 设 的 要 求 稍稍 大 了 一 点 . 
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记 yz) = V1-0.64sin2z, 疡 = T/8， 一 
2 三 总 启 一 01 ,4 
列表 如 右 ， aa 
9 = 羡 [(b 十 妇 ) 十 4 三 十 罗 ) 二 20] 


0.392 699 081 | 0.951 984333 
0.785398 163 | 0.824 621 125 
1.178 097 245 | 0.673 591738 
1.570796 327 0.6 


尺 1.276 474456. 
再 乘 以 4a 即 得 顶 圆 周 长 s 汪 51.058 978 26. 
用 Mathematica 计算 得 到 51.053 99773, 可 见 用 即 = 4 的 辛普森 公式 得 到 的 结果 中 
的 前 4 位 数字 是 精确 的 . 
解 2 由 于 在 许多 问题 中 需要 求 顶 圆周 长 , 因此 出 现 了 不 少 只 需要 少量 计算 即 可 得 
到 李 圆 周 长 近 似 值 的 公式 . 经 常 使 用 的 有 以 F 不 等 式 ( 见 [34 的 例题 11.3.3): 
Ta 十 人 和 芯 s 近 TV2a2 十 202. 
对 于 本 题 就 是 16r s 50.265 < s < 4V17r 交 51.812. 取 两 边 的 算术 平均 值 就 得 到 
s 久 51.038, 可 见 前 3 位 数字 是 准确 的 , 相对 误差 已 小 于 0.03. 
若 进一步 使 用 [34] 中 的 近似 公式 (16.7), 即 


5 六 f( 呈 (o+ 昌 + 项 V302T32 一 和 Vm)， 


心中 已 二 


人 


则 对 于 本 题 就 有 


寺中 r(18 示 立 VI7 本 了 VE 51.054336， 
可 见 前 5 位 数字 都 是 精确 的 , 它 比 解 1 中 取 郊 = 4 的 洱 普 森 公 式 的 结果 还 要 好 一 点 . 
本 节 的 最 后 一 题 涉及 又 一 个 特殊 函数 一 一 正弦 积分 . 


习题 2545 取 Arz = 1 描 点 作出 函数 


"= 上 | 司 寺 dt (0 入 zz 苹 27) 
0 


的 图 像 

注 “一 般 将 本 题 的 函数 
记 为 Si(z), 称 为 正弦 积分 函 
数 , 其 定义 域 为 [0,+co). 在 
附 图 中 作出 它 和 被 积 函数 
台 2 的 图 像 供 参考 ， 

从 图 可 见 Site ) 有 水 
平 渐 近 线 y = 本 ,这 来 自 于 


在 今后 会 学 到 的 广义 积分 : 习题 2545 的 附 图 
国 smz dz = 开 @. 
0 2 2 


@ 这 个 积分 的 计算 见 85.4.5 末 的 例题 3, 更 一 般 性 的 讨论 则 见 87.3.2 的 习题 3812.1 ( 狄 利克 雷 积分 ). 


第 五 章 级 数 


内 容 简介 ”这 一 章 的 前 六 节 介 绍 无 穷 级 数理 
穷 级 数 


早 级 数 和 传 里 叶 级 数 , 后 五 节 则 是 无 
只 、 斯 特 林 公 式 和 连续 函数 的 多 项 式 逼近 . 


AN 


企 本 身 ， 从 数 项 级 数 、 函 数 项 级 数 直到 
有 级 数 求 和 、 积 分 计算 、 无 穷 乘 


的 应 用 , 展 


关于 本 章 的 参考 书 , 除了 [15, 34, 36] : 


本 名 著 [5,， 20]. 


有 关 级 数 的 章节 之 外 , 还 推荐 级 数 方面 的 两 


85.1 数 项 级 数 . 同 号 级 数 收敛 性 的 判别 法 (习题 2546-2655) 


内 容 简介 ”本 节 除 了 无 穷 级 数 的 一 些 基 本 题 之 外 , 主要 是 学 习 对 同 号 级 数 的 多 种 


敛 散 性 判别 法 , 但 85.1.2 则 不 限于 同 号 级 数 . 最 
以 下 先 从 级 数 定义 开始 对 于 敛 散 性 
级 数 的 敛 散 性 是 通 


义 其 部 分 和 数列 


Sn =oi 十 .… 


后 的 85.1.7 为 余 项 估计 . 


剖 别 法 作 一 个 浏览 . 


过 数列 的 敛 散 性 来 定义 的 . 根据 定义 , 对 无 穷 级 数 》 am 在 定 


郊 三 出 


.十 an ( 几 .一 1 2 ) 


之 后 , 该 级 数 收敛 (或 发 散 ) 等 价 于 部 分 和 数列 {9,} 收敛 (或 发 散 )， 而 在 收敛 时 ,就 将 


部 分 和 数列 的 极限 定义 为 级 数 的 和 . 


特别 是 , 当 级 数 收 和 敛 时 , 在 联系 级 数 通 项 与 部 分 和 的 等 
an 一 on 一 9 
此 级 数 通 项 收敛 于 0 


大 


, 令 隐 一 oo 就 得 到 lim an = 0. 
他 一 DO 


到 


之 , 通 项 所 成 数列 {an} 不 是 无 穷 小 


2， 


因此 可 以 说 , 在 敛 散 性 
柯 西 收 敛 准则 就 导 
号 无 穷 


\ 量 就 成 为 级 数 汪 an 发 
此 外 , 对 于 给 定 的 一 个 数列 zw (mn = 1 2,…. 
3,….), 就 可 以 得 到 一 个 无 穷 级 数 二 几 它 的 部 分 和 数列 就 
问题 上 , 研究 级 数 与 
导出 无 穷 级 数 的 柯 西 收敛 准 
级 数 收 和 敛 等 价 于 其 部 分 和 数列 有 界 . 
对 于 初学 者 也 许 始 料 未 及 的 是 , 无 穷 级 数 的 敛 散 性 


式 
> 2) 


是 级 数 收敛 
散 的 充分 条 件 . 


的 必要 条 件 . 反 


一 Zl) an 一 Zn 一 Zn_l (7 一 
是 原先 给 定 的 数列 {zn)} 


价 的 . 例如 , 从 关于 数列 的 
调 有 界 收 敛 定 理 就 导出 同 


究 数 列 是 等 
则 ， 从 数列 的 单 


E 还 有 许多 更 为 深入 细致 的 判别 


法 , 它们 在 数列 理论 ， 
深入 程度 不 同 的 敛 散 性 


是 看 


不 到 的 . 只 就 同 号 无 穷 级 数 而 言 下 :5 就 
判别 法 . 这 反映 了 无 穷 级 数 这 


有 着 许多 种 来 历 不 同和 
个 主题 的 重要 性 和 深刻 性 


为 方便 起 见 , 除了 上 


表 如 下 (其 中 级 数 通 项 非 负 或 大 于 0 的 条 们 


掉 已 经 提 到 的 一 些 基 


本 方法 之 外 , 再 将 本 节 中 主要 的 判别 法 列 


F 均 可 放宽 为 从 某 一 项 起 如 此 ): 
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六 六 收 作 一 》 mw 


一 说 二 直 


收 伍 ， > 发 散 < 


等 价 量 判别 法 ( 即 比较 判别 法 的 等 价 量 形式 


且 ou 一 on 一 co), 贝 


上 有 


(一 1 2 


), 则 有 


): 和 若 aon>0p>0( = 


、 吕 收 伊 (发 散 ) > 》、an 收敛 (发散 ); 


入 二 


入 三 二 


比较 判别 法 II (以 级 数 》` - 方 为 比较 级 数 ); 


的 


若 an>0(m =1)2,…: 


省 


当 刀 > 工时 级 数 》` an 收敛 ， 


(p) 当 p 乏 工时 级 数 》 an 发 散 ; 


达 朗 贝尔 (比值 ) 判别 法 : 若 av > 0 (”= 
(a) 当 g < 工时 级 数 收 敛 , (b) 当 v > 1 时 级 数 发 散 ; 


柯 西 ( 根 值 ) 判别 法 : 若 an 


0 (二 1,2,…， 


2,….), 且 lim 


全 三 江 


(a) 当 g < 工时 级 数 收敛 , (b) 当 9 > 1 时 级 数 发 散 ; 


拉 比 判别 法 ， 若 ww > 0 (= 


(a) 当 p > 1 时 级 数 收敛 , (b) 当 


高 斯 判别 法 : 若 an > 0 (= 


Qm， 


Q7m 十 1 


Il9| < C, =s > 0, 则 有 


(a) 当 入 > 1 时 级 数 收 和 敛 , (b) 当 


2 改作 旧 


本 
此 
作 


im nn( 
Qm 十 1 


D < 工时 级 数 发 散 ; 


入 < 工时 级 数 发 散 ， 


Q7m 十 1 
Qm 


汪 Q7m 发 散 ; 


0"( 证 )， 则 有 (记号 O* 见 81.6) 


1 


d 则 有 


(o) 当 和 = 工时 , 在 凡 > 工时 级 数 收敛 , 而 在 /< 工时 级 数 发 散 : 


柯 西 积分 判别 法 ; 若 F(z) (z 
7 ) 收敛 〈 发 散 ) 


注 1 关于 同 号 级 数 的 判别 法 


> 1) 为 非 负 单调 递减 函数 , 则 有 


< 确 Flz)dz 收敛 (发散 )， 


还 有 很 多 , 除了 在 本 节 后 


[34] 的 813.2 的 前 三 个 小 节 和 该 书 的 第 十 三 章 第 二 组 参考 题 中 有 关 判 别 法 


注 2 在 上 面 列举 的 判别 法 ; 


, 从 达 朗 贝尔 浊 


1 别 法 开 


始 , 除了 柯 


西根 值 


), 且 lim Yan = 和 则 有 


-1) = 六 则 有 


而 的 85.1.5 之 外 , 还 可 参看 


判别 法 之 外 ， 
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都 要 求 级 数 的 通 项 所 成 数列 {an} (至 少 从 某 项 开始 ) 单调 , 否则 就 不 可 能 成 功 地 使 用 它 
们 . 但 是 柯 西根 值 判别 法 则 不 受 这 个 限制 , 而 还 可 以 将 lim Van = 4 推广 为 上 极限 
形式 ( 即 85.1.3 的 习题 2594): 
Jim Van = 9. 

由 于 数列 的 上 极限 必定 有 意义 , 这 对 于 有 无 限 多 个 缺 项 ( 即 存在 无 限 多 个 w 二 0) 的 无 
穷 级 数 特别 合适 . 

下 面 大 致 按照 所 用 的 主要 方法 的 不 同 分 成 若干 小 节 进 行 介 绍 , 对 部 分 习题 还 会 用 
多 种 方法 来 进行 讨论 


5.1.1 级 数 敛 散 性 的 基本 题 (习题 2546-2570) 


本 小 节 的 习题 除了 按照 基本 定义 作 敛 散 性 讨论 或 求 和 之 外 , 还 包含 少量 的 证 明 题 . 

首先 看 能 够 从 部 分 和 数列 出 发 直接 判定 收敛 且 可 求 和 的 几 个 习题 . 这 里 的 第 一 步 
就 是 要 将 部 分 和 5 = al 上 + az 十 . an 写成 为 所 谓 的 封闭 形式 , 然后 求 其 极限 . 

这 可 以 通过 无 穷 员 下 训 二 不 穗 下风 类 即 几 何 级 数 (也 称 为 等 比 级 数 ) a + ad 十 
Q02 十 …: 十 ag072 十 …: (a 天 0)， 来 解释 . 

从 代数 运算 可 知 , 几何 级 数 的 部 分 和 在 公 比 g 夭 工时 , 就 可 以 写成 为 

9 一 ww 十 aqg 十 …: 十 aq 一 wa 1+9+…+o= 由 二 于 

这 时 S，。 中 所 含 的 级 数 的 项 数 m” 变 成 为 上 述 右边 表达 式 中 的 参数 ,从 而 可 以 研究 当 
m 一 oo 时 它 是 否 有 极限 . 我 们 一 般 就 将 这 种 表达 式 称 为 封闭 形式 . 

利用 这 个 封闭 形式 就 可 以 知道 , 除了 公 比 g = 1 时 几何 级 数 明 显 发 散 之 外 , 当 
ld| < 1 时 极限 存在 且 等 于 了 7, 而 当 |q| > 1 或 4= 一 1 时 极限 不 存在 . 

然而 能 够 如 此 写成 封闭 形式 的 部 分 和 并 不 很 多 . 这 里 可 以 回顾 81.2.1 的 习题 55-56， 
它们 恰好 代表 了 两 种 不 同 的 方法 . 前 者 以 几何 级 数 为 基础 , 再 加 上 其 他 技巧 . 下 面 看 一 
个 典型 例子 . 

习题 2548 直接 证 明 级 数 计 + 六 + 癌 十 + -元 -十 … 收敛 并 求 其 和 ， 

解 1 根据 级 数 收 和 敛 的 部 分 和 定义 , 这 就 是 要 求 

1 27 一 1 
机 十 2 寺 )， 


这 在 81.2.1 的 习题 55 已 用 代数 方法 求 出 为 3. 


解 2 解 1 所 提 到 的 代数 方法 也 可 以 直接 用 了 
考虑 级 数 


级 数 求 和 . 


首先 , 引入 参数 z e [0, 1)， 


闷 十 322 十 523 
上 1 别 法 , 例如 达 上 朗 贝尔 比 值 


可 以 用 某 种 浊 


判别 法 或 者 柯 
因此 可 以 将 它 的 和 记 为 函数 S(z), 其 中 ze [0,1). 然后 


十 (2 一 1)z7 十 ， 
西根 值 判别 法 ,知道 它 是 收敛 的 ， 
百 利 用 收敛 级 数 的 代数 运算 就 有 
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S(z) 一 zZ 二 3z2 十 573 十 :十 (2 一 1)z2 十 
2Z9(z) = z2 十 373 十 5z4 十 .十 (2m 一 1znTL 十 ， 
将 两 个 级 数 相 减 , 就 得 到 
(1 一 z)S(z) = zz 十 2(z2 十 z3 十 .十 十) 一 了 十 


于 是 就 求 出 了 和 函数 的 表达 式 为 


也 27? 
1 


令 z= 1/2 代入 就 得 到 本 题 的 级 数 和 为 9 = 95(1/2) = 3. 
解 3 除了 以 上 两 个 解法 所 用 的 代数 方法 之 外 , 也 可 以 用 微分 学 方法 求 和 . 
将 级 数 的 部 分 和 如 下 分 拆 为 两 项 : 


1 3 5 2 一 1 
本 十 3 二 335 十 十 5 
(2 4. 6 27 汪汪 
= (二 + 瘟 + 划 + | ( 2 二 克 】 
= (1+ 呈 + 总 1 + (到 + 过 + 击 记 ) 
2 22 2 27 一 1 2 22 23 27 
上 式 右边 的 第 二 项 的 和 是 1 - 南 ， 当 于 一 co 时 的 极限 等 于 1. 对 于 右边 的 第 一 项 , 则 


可 用 微分 学 工具 求 和 , 这 也 就 是 在 82.1.4 的 习题 1024(a) 中 对 已, 的 计算 . 即 先 写 出 


1+27 二 二 xz 一 一 一 十 二 

用 z = 1/2 代入 , 并 令 m 一 oo 就 得 到 极限 为 4. 
合并 以 上 两 项 的 计算 可 得 本 题 的 答案 为 3. 
解 4 解 3 中 的 方法 也 可 以 用 于 一 般 的 级 数 求 和 , 只 是 这 里 会 出 现 新 的 理论 问题 . 


首先 将 级 数 分 拆 如 下 : 
S(Z) =ZT3z2 十 :十 (2 一 DZ 十 …: 


一 2z(1 十 27 十 :十 TanTT 十) 一 (z 十 22 十 :十 2 十 
时 右边 的 第 二 项 的 级 数 之 和 为 一 人 一, 而 第 一 项 中 括号 内 的 级 数 , 就 是 第 二 项 的 级 数 


这 1 一 2 
逐 项 求 导 得 到 的 级 数 : 
是 人 十 到 十 十 砍 二 和) = 人) 十 (2 十， 十 (Zn 十 … 


(5.1) 
一 1 十 2 十 .十 TXT 


如 果 这 一 步 运 算是 合理 的 , 则 就 得 到 
or df( 7Z 2 
9(z) = 27 生 ( 工 一 ) 


27 Z ZL+2z) 
-zh 17 (2z) 


即 可 得 到 与 解 2 相同 的 答案 . 


85.1 ， 数 项 级 数 ， 同 号 级 数 收敛 性 的 判别 法 (习题 2546-2655) 
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然而 (5.1) 不 能 从 求 叶 煞 运算 的 线性 法 则 形式 地 推出 ， 羽 为 其 中 涉及 无 限 项 求 和 与 
求 导 数 两 种 运算 的 交换 顺序 , 而 它们 都 是 极限 运算 . 这 个 问题 要 在 学 习 了 函数 项 级 数 和 
寡 级 数 之 后 解决 , 见 后 面 的 85.4 和 85.5. 目前 我 们 只 能 说 , 在 (5.1) 成 立 的 前 提 下 , 解 2 
的 级 数 和 5S(z) 可 以 用 微分 学 方法 求 得 


求 部 分 和 的 封闭 形式 的 另 一 种 方法 较 早 体现 在 81.2.1 的 习题 56 中 , 这 就 是 裂 项 消 
去 法 中 . 下 面 看 一 个 例子 . 


Rs 


习题 2552 直接 证 明 级 数 》(Vm 十 2 一 2Vm 十 十 Vz) 收敛 并 求 其 和 . 


多 一 1 
解 如 下 即 可 求 出 部 分 和 的 封闭 形式 : 
Su = 》 (VET2 一 2 二 IT+VK) 


大 一 1 


=》> (VET2-VK+T) 洒 汶 二 一 VE) 


下 二 
Sr | 一 人 ee 
= (VAT7-vVTTT)-(V2 -1)= | +1 一 V2， 
令 叶 一 oo, 即 可 见 其 极限 , 也 就 是 级 数 和 为 1 - V2. 


习题 2553 研究 级 数 >》， sin72 的 收敛 性 . 


得 一 示 


解 1 这 里 的 z 是 参数 . 若 z 是 区 的 整数 倍 , 则 级 数 的 每 一 项 为 0, 因此 级 数 收敛 . 
比较 困难 的 是 余下 的 情况 , 即 z 不 是 的 整数 倍 的 情况 . 这 时 可 以 证 明 级 数 的 通 项 当 
7 一 co 时 不 是 无 穷 小 量 , 因此 级 数 发 散 . 

用 反 证 法 . 若 对 某 个 z 关 jir (keEZ) 级 数 收敛 , 则 
im sin(2 十 1)z = 0. 于 是 即 可 得 出 


sinzZ 一 Sin[( 风 十 1)Z 一 7Z] 


有 lim sinmnz = 0. 这 时 也 有 


一 Sin(7 十 1)zcosm20 一 cos( 十 1)zsin72 一 0 (一 oo) 


然而 当 z 夭 jx 时 左边 的 snz 夭 0, 引出 矛盾 . 
解 2[6] 若 对 某 个 z 关 pr(keZ) 级 数 | 


二 


改称 , 则 有 lim_ sinmz = 0， 于 是 对 于 


,存在 N, 当 m> N 时 , 有 |sinnz| < -mL 由 此 可 推 知 有 |cosnz| > 于 
这 样 就 本 如 下 引 山 也 


|sin( 风 十 1)z| 三 |sinmzcoszZz 十 cosm0 sin2Z| 


>|sinz| .|cosmPzZ| 一 |sinmzl :|cosz| 


和 入 册 二 
> 本 |sinz| 一 于 |sinz| = 下 | sinz 一 2. 


中 有 项 消去 法 也 称 为 连锁 消去 法 , 在 英文 中 有 时 将 这 种 方法 形象 化 地 称 为 telescoping, 即 可 以 像 望 远 镜 
那样 将 很 长 的 表达 式 缩短 . 在 这 样 的 意义 上 , 81.1.6 之 2 的 习题 10(a) 的 解 2 中 也 已 使 用 了 这 个 方法 . 
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下 面 几 个 题 与 加 法 运算 的 结合 律 能 否 推广 到 无 限 项 求 和 有 关 . 


习题 2554 证 明 :; 若 级 数 》` an 收敛 , 则 把 该 级 数 的 各 项 在 不 变更 其 先后 次 序 的 
科 二 小 
情况 下 分 别 组 合 起 来 , 所 得 级 数 
Co DPn 二 1 一 工 
> 4 攻 大 三 ， 夺 合 三世 而 区 的 汉 四 
作 二 圭 


?一 Dm 
也 收敛 且 有 相同 的 和 . 反之 不 真 . 举 出 例子 . 


读 


解 记 Sn =o+ 十 an (=12…) 为 级 数 》 an 的 部 分 和 数列 则 有 


肥 一 工 
41 三 al 十 :… 十 po-1l 三 9p-1 4 二 十 4 如 =Q1 十 :十 apnhi-l = pn 0， 
可 见 组 合 所 得 的 级 数 的 部 分 和 数列 为 
0 


它 是 {S,} 的 一 个 子 列 . 根据 子 列 的 基本 定理 ( 见 81.2.6 的 习题 89), 可 见 当 {Sn。} 收敛 
时 , 这 个 子 列 也 收敛 , 且 有 相同 的 极限 . 因此 本 题 的 前 半 题 的 结论 成 立 . 
反之 , 则 结论 不 能 成 立 . 见 下 面 的 习题 2556. 


习题 2555 证 明 : 若 级 数 》 an 的 各 项 是 正 的 , 且 把 这 级 数 的 各 项 分 别 组 合 而 得 


关 一 并 


到 的 级 数 》` 4， 收敛 , 则 原来 的 级 数 》` an 也 收 化 


冤 二 二 


提示 “这 时 原 级 数 的 部 分 和 数列 {9"} 为 单调 数列 , 因此 只 要 引用 81.2.6 的 习题 90 
( 即 单调 数列 有 一 个 子 列 收敛 就 足以 保证 其 收敛 ) 即 可 . 


习题 2556 研究 级 数 1-1 上 +1-1+1-1+.… 的 收敛 性 . 


解 1 级 数 的 第 7 项 为 (-1)" 一 :, 当 半 一 co 时 不 是 无 穷 小 量 , 从 而 级 数 发 散 . 
解 2 若 将 该 级 数 按照 以 下 两 种 方式 重新 组 合 : 
伍 三 何平 位 二 条 下 伍 二 用 于 
1 一 (一 蕊 一 (一 了 蕊 一 (一 蕊 十 …， 
则 分 别 得 到 两 个 收敛 的 无 穷 级 数 , 它们 的 和 分 别 为 0 和 1. 由 此 
结论 , 就 知道 原来 的 无 穷 级 数 一 定 发 散 . 
小 结 ”所谓 加 法 结合 律 就 是 在 不 改变 被 加 项 次 序 时 可 以 采用 对 和 式 加 括号 的 方法 
改变 求 和 顺序 , 即将 括号 内 的 数 先 相 加 , 然后 再 求 和 . 对 于 有 限 项 求 和 来 说 , 这 是 我 们 早 
就 熟知 的 定律 . 它 使 得 有 限 项 求 和 有 确定 的 意义 , 且 可 以 在 很 多 情况 下 简化 计算 . 然而 
以 上 三 个 习题 告诉 我 们 , 对 于 无 限 项 求 和 来 说 , 只 有 当 求 和 有 意义 ( 即 级 数 收 和 敛 ) 时 , 加 
法 结合 律 才 一 定 成 立 . 反之 , 加 括号 后 的 无 限 项 求 和 有 意义 时 , 去 掉 括 号 后 可 能 没有 意 
义 . 习题 2556 的 解 2 就 是 最 为 明显 的 例子 . 


习题 2554 的 前 半 题 的 


二 
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然而 , 习题 2555 则 表明 , 对 于 正 项 级 数 来 说 , 加 法 结合 律 无 条 件 成 立 . 当然 , 这 对 于 


其 他 的 同 号 级 数 , 其 中 包括 非 负 项 级 数 、 负 项 级 数 和 非 正 项 级 数 ， 


对 于 《习题 集 》 以 下 的 习题 2557-2565, 其 中 的 级 数 敛 散 司 


也 是 如 此 . 


个 例子 , 并 试用 在 本 节 开 始 的 列表 中 举 出 的 各 种 判别 法 . 


习题 2559 研究 级 数 1 十 十: 二 


本 到 涡 


解 1 (比较 判别 法 J) 
1 


利用 
1 
| 
然后 利用 调和 级 数 发 散 ( 见 81.2.5 的 习题 88), 可 
解 2 (等 价 量 判别 法 ) 从 调和 级 数 发 散 可 知 


和 
2 九 一 工 


性 


27 


即 可 知 本 题 的 级 数 发 散 
解 3 (比较 判别 法 ID) 从 调和 级 数 发 散 ， 然后 从 un = 
an = O"( 二 ), 可 见 本 题 的 级 数 发 散 
解 4 (高 斯 判别 法 ) 可 以 通过 代数 运算 得 到 


an 2 二 1 本 
an 27 一 1 二 二 人 


工 
人 


7 


F 3 
见 本 题 的 级 数 也 发 散 , 
也 发 散 , 然后 再 从 


27 一 


判定 比较 容易 , 只 举 一 


收敛 性 . 


也 


27 二 1 


即 有 入 一 1 内 


1,Es 一 1 0， 民有 界 , 医 


此 级 数 发 散 . 


27 一 工 


dz 
27 一 工 


1 
20 三 -- 
十 e6 


n(22 一 ]) 一 十 co 


解 5 ( 柯 西 积 分 判别 法 ) 


| 
推 知 本 题 的 级 数 发 散 ， 
本 题 还 有 很 多 其 


志 
注 


则 就 可 以 从 


也 解法 , 习题 88 的 四 种 解法 于 此 也 都 有 效 . 例如 ) 


准则 等 . 


j 柯 西 收敛 
这 里 只 指出 , 初学 者 也 许 不 会 想到 的 是 , 在 本 节 开 始 列表 的 判别 法 中 , 达 朗 贝 


尔 比值 判别 法 、 柯 西根 值 判别 法 和 拉 比 判别 法 对 于 本 题 都 不 能 作出 结论 . 实际 上 对 于 


工 、 个 
mm 一 TO= 二 2) 我 们 有 
Qm+l 加 人 5 Qm 
和 


因此 上 述 三 种 判别 法 都 失效 
以 下 是 几 个 基本 的 证 明 题 . 


an 受 Cn 


条 


习题 2566 证 明 : 若 级 数 》 an (A) 和 》 bm (B) 皆 收 敛 ， 
区 二 出 


和 丝 


1 2 ……)，, 则 级 数 》` cn (C) 也 收敛. 若 级 数 (A) 与 (B) 
并 三 于 
何 ? 


发 散 , 问 级 数 (C) 的 收 和 敛 性 如 
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解 1 (用 柯 西 收 勾 准则) ”根据 级 数 (A) 和 (B) 收敛 , 对 它们 用 柯 西 收 敛 准则 的 必 
要 性 , 对 任意 给 定 的 s > 0, 存在 N, 使 得 当 m > 且 刀 > 0 时 ,同时 成 立 不 等 式 
loan 十 十 an < 和 | … 十 和 n+Hpl < ss. 由 这 两 个 不 等 式 和 题 设 的 条 件 
an 朱 cn 汞 b (m 一 152 7 访 就 有 

一 < an+1 十 … :十 an+p 乏 cn+1 十 … 十 cn+p 乏 加 1 十 :十 b+p<5， 
即 得 到 |cn+i 十 … 十 cn+p| < =s. 再 用 柯 西 收敛 准则 的 充分 性 , 就 推出 级 数 (C) 收敛 . 

反之 , 若 级 数 (A) 和 (B) 发 散 , 则 不 能 对 级 数 (C) 作出 任何 结论 . 为 此 只 要 举 一 个 
例子 : 设 对 所 有 的 史 令 on = -1 芯 如 三 1 则 级 数 (A) 和 (B) 都 发 散 , 而 这 时 对 于 级 数 
(C) 仅仅 知道 对 每 一 个 风 有 |cn| 乏 1 这 当然 不 可 能 推出 什么 结论 了 . 

解 2 (用 非 负 项 级 数 的 比较 判别 法 ) (只 解 人 利用 条 件 将 两 个 收 和 敛 级 数 (B) 
和 (A) 逐 项 相 减 , 得 到 一 个 新 的 收敛 级 数 >》 ( 太一 0 它 是 非 负 项 级 数 . 

钴 到 考 


利用 题 设 条 件 有 


0 世 cn 一 om 入 bn 一 an (7 一 1;2,…). 


根据 比较 判别 法 ， 可 见 非 负 项 级 数 》`(c nm 一 an) 收敛 , 再 将 这 个 收敛 级 数 与 收敛 级 数 


(A) 逐 项 相 加 得 到 级 数 > cm, 可 见 它 收敛. 


演 到 由 


习题 2568 证 明 : 若 级 数 >》 an (an > 关 0) 收敛 , 则 级 数 >》 也 收敛 . 逆 命 题 不 
玖 二 寺 九 一 1 
成 立 , 举 出 例子 . 


解 由 于 这 时 有 an 一 0 (人 一 co), 因此 存在 M > 0, 使 得 0 入 an < M (On = 
1,2,…:). 于 是 就 有 


0 入 喧 入 Man (=1 2 ). 
从 》、 Man 收 么 和 比较 判别 法 , 即 可 见 级 数 》` a2 收 伍 ， 


好 二 二 天 三 寺 


反之 , 则 从 > 方 收敛 , 然而 》 十 发 散 , 可 见 逆 合 题 不 成 立 . 
我 三 鹿 和 三 灶 


十 co 


注 可 以 指出 , 虽然 无 穷 级 数 与 只 含 一 个 奇 点 十 co 的 广义 积分 | jFz)dz 有 许 
多 相似 之 处 , 然而 , 还 有 不 能 类 比 的 方面 . 本 题 就 是 如 此 . 例如 , 在 (1, +co) 上 , 对 每 个 
正 整数 于 (", 郊 十 ]] 上 定义 非 负 函数 


TD， 本人 二 于 
帮 O) 二 区 


0， 和 
7 
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十 co 
开 


则 就 可 以 验证 | zj dz 收敛 , 然而 | “9 Po]jdz 发 散 @. 
烛 


习题 2570 证 明 : 若 


lim man = 天 0， 
侯 一 OO 


则 级 数 》、 on 发 散 . 


解 由 条 件 可 知 存在 N, 当 交 > N 时 nan 与 同 号 , 这 表明 对 》 ` an 可 以 用 同 号 


到 过 芽 


级 数 的 判别 法 . 然后 由 条 件 on = O*( 去), 用 比较 判别 法 开 即 可 见 结 论 成 立 . 


5.1.2” 柯 西 收敛 准则 的 应 用 (习题 2571-2577) 


无 穷 级 数 的 柯 西 收敛 准则 直接 来 自 数 列 的 柯 西 收 银 准则 ( 见 81.2.5), 后 者 是 实数 系 
基本 定理 之 一 (参见 [34] 的 第 三 章 ) 
对 于 本 节 开始 的 各 种 判别 法 追 本 溯源 , 可 见 它们 来 自 于 单调 有 界 数列 的 收 伊 定理 . 
这 表明 对 于 同 号 级 数 的 敛 散 性 判定 来 说 , 一 般 不 必用 柯 西 收敛 准则 . 本 小 节 的 部 分 习题 
不 是 同 号 级 数 , 方法 上 除了 柯 西 收敛 准则 之 外 也 还 有 其 他 方法 可 供 选择 . 
下 面 是 关于 正 项 级 数 的 一 个 证 明 题 , 它 与 广义 积分 的 84.4.3 的 习题 2387 几乎 相同 . 


习题 2571 证 明 : 若 各 项 为 正 且 其 值 单调 递减 的 级 数 》' an 收敛 , 则 


外 


lim man 一 0. 
人 


解 1 根据 柯 西 收敛 准则 , 对 任意 给 定 的 s > 0, 存在 NW, 使 得 当 交 > N 时 有 

0 < QN+1 十 QN+2 十 :十 an < 
由 于 通 项 单调 递减 , 因此 上 述 和 式 的 每 一 项 都 大 于 等 于 an, 于 是 有 
0< (一 N)an < 人 


取 见 > 2N， 则 有 六 < 郊 一 人 习 此 得 到 0 < 六 on < 司 ， 即 是 0 < ma < =. 


解 2 模仿 习题 2387 的 解 2 (参看 该 习题 的 附 图 ), 定义 一 个 新 的 数列 : 


包 


有 一》 ok 一 man ( 刀 .一 1 2 …)， 


大 一 1 
则 从 
刀 一 br 1 三 on 一 nan 十 (人 一 loan 三 (一 (an 1 一 an) 过 0， 
可 见 {bn} 为 单调 递增 数列 . 又 因 妇 和 >》, ok 过 》 ok, 可 见 数列 {bn} 又 有 上 界 , 因此 
大 一 1 大 一 1 
收敛 . 


@ 与 此 有 关 的 是 : 级 数 收 敛 时 其 通 项 必定 是 无 穷 小 量 , 然而 广义 积分 人 ” jz) dz 收 依 时 ，jF 上 ce) 可 以 
不 存在 . 见 84.4.3 的 习题 2384.1 (还 可 参考 习题 2384.2 的 分 析 及 其 后 的 命题 4.13). 
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由 此 即 可 从 思 = >》 ok 一 Pan (人 三 12,…) 推出 存在 极限 Jim_ man = 4 再 利用 


大 二 届 
85.1.1 的 习题 2570 的 结论 , 即 可 知 4 = 0. 
注 本 题 给 出 了 极限 lim man 存在 的 充分 条 件 . 可 以 举例 说 明 , 去 掉 级 数 通 项 单调 
递减 的 条 件 后 , 这 个 极限 可 以 不 存在 . 下 面 就 是 这 样 的 一 个 正 项 级 数 , 它 也 见于 85.1.3 
的 习题 2585(b) 中 . 


定义 数列 {fan} 如 下 : 
过， 了 为 平方 数 ， 
Qm 一 
-二 ， 不 是 平方 数 ， 
则 正 项 级 数 》 ”ov 收 伊 (其 和 不 超过 》 ”一 的 和 的 两 倍 )， 然而 却 有 
钩 一 二 到 二 直 


lm man 三 1，Jlim man = 0， 
oO 多 一 Oo 


因此 极限 in man 不 存在 . 


习题 2576 (调和 级 数 ) 利用 柯 西 准则 , 证 明 1 十 记 十 于 十 … :十 二 十 …. 发散. 


注 “ 此 题 与 81.2.5 的 习题 88 重复 , 其 中 的 解 2 则 是 直接 证 明 其 部 分 和 当 冯 一 co 时 
为 无 穷 大 量 . 


习题 2577 (a) 利用 柯 西 准则 , 证 明 级 数 1 十 


上 工 、 目 
人 发 散 . 


解 1 用 柯 西 准 则 证 明 级 数 》 an 发 散 的 方法 是 : 证 明 存 在 某 个 so > 0, 使 得 无 论 
训 二 直 


取 多 大 的 N, 总 存在 m >> N, 使 得 |an il 十 … 十 am| >s0. 
对 本 题 来 说 , 分 析 Se - 553 即 可 . 为 清楚 起 见 , 对 这 个 差 采取 加 括号 的 方法 如 下 : 


on 一 2an 一 [本 和 T( 吊 和 本 十 玫 二 | 天 二 4 ai 在 5 


1 工 | 
二 二 [页 二 5 和 全 当 2 
下 | 半 灿 。 = 玫 
> 及 TTT 对 
可 见 本 题 的 级 数 发 散 . 
解 2 (概要 ) 用 相同 的 方法 直接 估计 部 分 和 即 可 得 到 


Son >1+ 村 上 + 二 + 十 可 上 > 于 (+ 二 + 村 二 二)， 


二 了 3 一 2 ”3 2 3 
可 见 本 题 的 级 数 发 散 . 

解 3 如 果 利用 欧 拉 常数 C 的 知识 ( 见 81.2.3 的 习题 146), 则 可 对 部 分 和 有 更 确切 
的 了 解 : 


三 汪汪 直人 汪汪 二 | 
和 


王 C 十 In(37) 十 san 一 对 (CC+Dnn+en) 改 二 nm (m 一 co). 
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5.1.3 ” 达 朗 贝尔 比值 判别 法 和 柯 西根 值 判 别 法 (习题 2578-2597) 


从 教科 书 知道 , 这 两 个 判别 法 都 是 以 几何 级 数 为 比较 级 数 而 得 到 的 , 因此 不 是 很 强 
(例如 见 85.1.1 的 习题 2559 的 注 ), 但 由 于 使 用 简单 , 因此 属于 最 常用 的 判别 法 之 列 . 

利用 8$1.2.7 的 习题 141, 即 可 知道 理论 上 只 要 达 朗 贝尔 比值 判别 法 有 效 , 则 柯 西根 
值 判 别 法 也 必定 有 效 (这 就 是 本 小 节 的 习题 2593). 然而 实际 计算 中 也 许 往 往 用 达 朗 贝 
尔 判别 法 更 为 方便 . 
对 于 级 数 通 项 中 出 现 阶乘 的 情况 , 初学 者 会 觉得 难以 使 用 柯 西 根 值 判别 法 . 其 实 这 
是 由 于 不 知道 沃 利 斯 公式 和 斯 特 林 公式 的 缘故 , 为 此 下 面 以 命题 的 形式 给 出 这 两 个 公 
式 , 这 对 于 本 章 的 许多 问题 都 可 能 有 用 . 沃 利 斯 公式 的 证 明 还 可 参考 [34] 的 811.4.2, 斯 
特 林 公式 的 证 明 见 85.9.3 的 习题 3104. 

命题 5.1 ( 沃 利 斯 公式 ) 关于 双 阶 乘 (2 和 (2 -1 之 比 有 


(27) 
(27 一 11) 


人 VTm (7 一 co). (5.2) 


区 区 


证 ” 写 出 积分 不 等 式 
攻 sin2n"+2 2 dz < 下 sin2n+1zZ dz < 上 sin2m z dz， 
0 0 0 
] 84.2.6 的 公式 (4.9) 代入 , 就 得 到 
(27 十 JU 工 (27) (27 一世 工 
人 
将 上 式 加 以 整理 就 得 到 与 (5.2) 直接 有 关 的 夹 通 不 等 式 : 


(27m 十 1)? (2 12 1 写 天 二 全 
2n(27 十 如 [| Eee 


Ra 


然后 令 半 一 co 即 得 . 
注 这 里 给 出 的 沃 利 斯 公式 (5.2) 是 一 种 便于 使 用 的 形式 . 在 一 般 文 献 中 较 常 见 的 
沃 利 斯 公式 为 


1 (2p) \2 碾 
| (27 二 Ti 2 
它 与 (5.2) 等 价 (参见 《习题 集 》 85.10 的 习题 3103). 


命题 5.2 (斯 特 林 公式 ) 关于 阶乘 有 
1 人 V5 责 (全 ) (7 一 co)， (5.3) 
注 “ 《习题 集 》 中 将 与 斯 特 林 公 式 有 关 的 计算 题 单 独 列 为 85.10. 应 当 指 出 ， (5.3) 
还 只 是 斯 特 林 公式 的 最 简单 形式 , 更 多 的 内 容 见 85.10.2 中 的 补充 材料 . 


下 面 的 习题 中 , 除了 达 上 朗 贝 尔 比 值 判别 法 和 柯 西根 值 判 别 法 的 应 用 例子 之 外 , 还 包 
含 一 些 理论 上 的 讨论 和 应 用 . 


244 第 五 章 ”级 数 
习题 2580 研究 级 数 卫 + 委 + 叶 二 … 二 全 十 … 的 收敛 性 . 

解 1 本 题 用 达 朗 贝尔 比值 判别 法 较为 方便 , 从 

1 


Qm 十 1 5 (你 十 1)! . 0 量 
an 人 (十 1 到 ( | e 


即 可 见 级 数 收敛 . 
解 2 若 用 斯 特 林 公式 (5.3), 则 用 柯 西根 值 判别 法 也 是 很 方便 的 . 从 
厅 = 划 有 =- 冲 一 omo) 


=e 就 足够 了 .有 时 将 


即 可 见 级 数 收 敛 . 
注 ， 其 实 本 题 只 要 用 8$1.2.7 的 习题 142 的 结论 Jim 


式 . 


人 


[2 
| 


它 称 为 斯 特 林 公 式 的 弱 形 


光 二 于 


习题 2585 (b) 研究 级 数 》 an 的 收敛 性 
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整数 ), 风 = 1 2,……. 
解 ” 记 级 数 的 部 分 和 为 Sn (m” = …), 则 有 


可 见 》, an 收敛 . 口 
站 
注 本 题 的 级 数 已 见于 85.1.2 的 习题 2571 的 注 2 中 ， 无论 是 达 朗 贝尔 判别 法 
1 即 有 an = - 瑟 ， 
7 


还 是 柯 西 判 别 法 在 这 里 都 失效 . 对 于 前 者 , 只 要 取 兄 = 7 


on = ER 杂 此 可 见 
Ti 二 


又 可 以 看 出 有 lim Yan = 1 因此 柯 
sin2 Ka - 的 收敛 性 . 


习题 2585 (c) 研究 级 数 》 7mz 
三 I 1 十 Z2 十 cos2 无 
只 需 讨 论 z > 0. 记 


提示 “这 是 同 号 级 数 , 各 项 符号 与 相同 . z = 0 时 显然 收敛 . 


通 项 为 un, 则 有 
。 GL+z2j” 


以 下 讨论 》 jw 的 仇 秀 性 


天 二 二 


习题 2589 


85.1 
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(d) 天 


完 下 列 级 数 的 收敛 性 : 


VS+V2-V2+V2-V2+HUW2-V2+V2AVGT+ 


解 1 观察 通 项 on =V2--V2+.…+V2(n=1,2,….), 发现 它 与 81.2.4 的 习题 


7 重 根 号 


81 (或 81.5.7 之 5 的 习题 637.1) 的 通 项 各 = V2 上 +V2+.… 十 V2( =12…:) 之 间 


有 密切 关系 ww = VOLT (2.3,.….) 另 一 方面 , {zu} 有 与 上 式 类 似 的 递 推 式 
wa : 


重 


就 有 (n”> 1) 


an2Zn 一 /4 一 2Z2 一 V4 一 (2 二 2zn 2) 一 V2 一 Zn 2 一 an 1， 


可 知 级 数 收 敛 . 
解 2 (概要 ) 


是 就 可 以 用 达 明 贝尔 比值 判别 法 , 同时 利用 习题 81 的 结论 lim_ zw = 2, 得 到 


《习题 
的 解 4 中 的 方法 . 这 时 有 


lim 二 


7 有一 co CQPm 即 一 co 化 7 十 1 2 


集 》 对 本 题 有 提示 : V3 = 2cos 寺 . 实际 上 这 相当 于 习题 81 


Zn 一 2+V2+…+VI= cos ( 邑 一 12…)， 


一 一 


然后 可 用 达 朗 贝尔 比值 判别 法 或 柯 西根 值 判别 法 ,从 略 . 


习题 2590 


于 是 就 得 到 本 题 的 级 数 通 项 为 


QQ7m 一 


则 CQm 一 0o(9T)， 


T 91 > 


亿 


一 lim (2 柱 .于 ) = im oa 工 _ 4 


重 根 号 


VI 一 7 = 2sin 5 (人 人 一 2,3,，…)， 


证 明 : 若 


d. 


工 


d1 Qm 7 一 co 。 Qm d1 d1 


所 以 根据 达 朗 贝尔 判别 法 知道 级 数 》 如 收敛 , 因此 其 通 项 趋 于 0, 即 有 


这 就 是 un = o(o) (mn 一 co). 


注 一 小 


5 
lim 刀 = lim 一 一 0， 
了 肥 一 co ?一 co d1 
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习题 2592 (广义 达 朗 贝尔 比值 判别 法 ) 证 明 : 若 in 人 =dU<1(o > 0)， 


则 级 数 》` an 收 化 


、 Re | 1 1 1 
逆 命 题 不 成 也 ,下 克 仙 了 坟 相 本 十 二 

注 ， 本 题 是 达 衣 贝尔 比值 判别 法 的 一 种 推广 , 证 明 可 参考 教科 书 中 该 判别 法 的 证 
明 方 法 . 逆 命 题 不 成 立 的 例子 也 已 见于 习题 2585(b). 
注意 这 只 是 达 上 朗 贝 尔 比 值 判别 法 在 导出 收敛 结论 时 的 推广 . 对 于 发 散 情况 , 则 其 推 
广 形式 为 : 当 lim 一 +L 一 g > 1 时 级 数 》 an 发 散 . 


也 一 OO 


1 


光一 


习题 2593 证 明 : 若 对 于 级 数 >》 an (an > 0) 存在 极限 im 下 =d4(A), 则 
有 一 工 人 
lm VY 呈 =d(B) 也 存在 . 


逆 命 题 不 成 立 : 若 极 限 (B) 存在 , 则 极限 (A) 可 以 不 存在 . 研究 例子 
3 二 ( 一 D" 
4 
下 


注 “如 本 小 节 开 始 所 说 , 本 题 的 前 半 题 已 经 包含 在 81.2.7 的 习题 141 中 ， 


习题 2594 (广义 柯 西根 值 判别 法 ) 证 明 : 若 Ti Ya = 4 (on > 0), 则 (a) 当 
d<1 时 级 数 >》， an 收敛 ; (b) 当 > 1 时 该 级 数 发 散 . 


何 三 于 


注 ， 证 法 与 原来 类 似 . 由 于 上 极限 总 是 存在 的 , 因此 只 要 g 关 1, 问题 就 解决 了 . 


忒 


习题 2597 (b) 研究 级 数 》 (也 士 cos 几 ) ” ”的 收敛 性 
也 一 


COS 作 


解 ”本 题 要 直接 用 达 朗 贝尔 比值 判别 法 或 者 柯 西根 值 判别 法 都 有 困难 , 因为 其 中 
的 极限 是 否 存在 都 很 不 清楚 . 然而 用 习题 2594 提供 的 广义 柯 西根 值 判别 法 则 相当 方便 ， 
因为 上 极限 总 是 存在 的 , 何况 只 要 给 出 它 的 估计 就 可 以 了 . 
由 于 cosn e (-2D), 利用 函数 flz) = 5 二 业 在 (-LD 上 严格 单调 递增 (从 
jz)= 一 工 ， >0 可 知 ), 因此 就 有 


人 


(2 十 Z) 
工 十 cos 刀 2 
ss 2 十 coOS 风 3 
又 利用 2 - 也 于 > 1, 就 有 
2 卫 忆 
na (1 十 cos 见 的 1 十 cosm -2 
人 机 = (二 os ) 8 


可 见 Ta Vs< 子 ， 忆 此 级 数 收 敛 . 
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5.1.4 拉 比 判别 法 和 高 斯 判别 法 (习题 2598-2606) 

这 两 个 判别 法 是 达 上 朗 贝 尔 比 值 判别 法 的 发 展 . 实际 上 在 高 斯 判别 法 中 ( 见 本 节 开 始 
的 列表 ), 如 果 an > 0 (” = 1 2,…), 且 有 以 下 分 解 式 : 

作 , On | 
了 = 和 + 郊 +Es (其 中 lb < Ce>0)， 

则 当 入 > 1 或 入 < 工时 就 是 达 朗 贝尔 判别 法 , 而 当 入 = 工时 ,在 4 > 工时 或 凡 < 工时 就 
是 拉 比 判别 法 . 高 斯 判别 法 所 额外 提供 的 是 在 入 = 风 = 工时 , 级 数 发 散 巴 . 前 提 是 能 够 作 
出 满足 以 上 条 件 的 分 解 , 即使 得 = > 0, 且 包 有 界 ， 

这 里 可 以 补充 一 点 , 即 除了 在 不 少 情况 可 以 利用 沃 利 斯 公式 或 斯 特 林 公式 之 外 , 下 
一 个 命题 所 提供 的 结论 在 许多 问题 中 也 是 很 有 用 的 . 


证。 一 1 
Re 2 ) = 0 人 (二 7 (m” 一 co) (5.4) 
证 若 p = 1, 则 左边 是 1, 已 成 立 . 对 其 他 情况 , 可 分 析 如 下 : 
取 正 整数 mm, 使 得 当 大 > 几时 有 | 元 了 | < 1， 则 当 呈 > mm 时 有 
DZ 十 区 四 二 有 一 划一 人 一 功 一 由 一 风 .一 代 一 中 | 
721 下 爷 
E 人 1 三 浊 也 1 二 多 
=II 本 2) =c TI 加 站) 
大 一 二 天 一 7m 
一 C1 exp ln ll 一 
ep[ 半 mn(0- 挟 
=Cremp|-(0-a > 天 二 > o( 忘 )， 
友 二 请 天 
?70 一 工 
其 中 当 站 = 工时 取 Ci = 1 否则 取 Cy = 了 (1 - -元 也), 它 是 与 无 关 的 常数 
蚊 三 十 
利用 In(1 下 + 一 三 仁 一 0), 可 见 指数 中 的 第 二 个 和 式 中 的 Oo( 吉 ) 与 1/ 忆 
之 比 是 与 居 无 关 的 有 界 量 , 由 于 级 数 》， -5 收敛 , 又 利用 》 无 与 茵 m 之 差 为 有 界 量 
泡 三 注 天 二 
( 见 81.2.3 的 关于 欧 拉 常数 的 习题 146), 这 样 就 可 从 上 式 得 到 : 
外 二 -= Cue[-(- 梧 nm Co 二 o0)] (其 中 Cs 为 常数 ) 
~ -7 (其 中 C 为 非 零 常数 ) 
注 “命题 5.3 的 公式 (5.4) 是 个 很 有 用 的 结果 , 由 此 即 可 得 到 二 项 式 系数 C" (其 中 


7 不 是 0 和 正 整数 ) 的 相应 公式 : 


@ 高 斯 判别 法 的 这 一 部 分 的 证 明 见 85.9.3 的 习 
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7 
主 到 0 外 -| (7 一 co)， 
公式 (5.4) 的 证 明 方 法 很 多 , 上 述 证 明 取 自 [34] 的 例题 13.3.2. 在 该 书 的 例题 13.4.1 
和 13.4.4 还 给 出 了 两 个 证 明 , 其 中 的 工具 即 本 书 85.9 的 无 穷 乘积 和 伽 马 函 数 的 无 穷 乘 
积 定义 ( 见 后 面 的 85.9.3 的 习题 3105 及 其 注 2)， 


习题 2598 研究 级 数 (于 ) + (二 宇 ) + (到 宇 二 ) 十 :… 的 收 生性， 


解 ] 由 通 项 as = ( -和 Oo 一世 2，… 可 对 比值 ov/ansa 分 析 如 下 : 


an _ (27 二 22 1 卫 
amn+1 = (各 二 ) = (1+ 机 ) 


由 高 斯 判别 法 可 见 , 当 P > 2 时 级 数 收敛 , 而 当 P 乏 2 时 级 数 发 散 ， 
解 2 利用 沃 利 斯 公式 (5.2) 就 有 


0 二 (2) ~ ( 遍 ) =2:( ) (7 一 co)， 
即 可 得 到 与 解 1 相同 的 答案 . 


十 .…， 的 收敛 性 , 其 中 


习题 2599 研究 级 数 人 二 oa 二 
ab,d 均 大 于 0. 


解 ] 出 通 项 an = 人 0 二 仆人 和 二 由 ,可 对 比值 ov/anil 分 析 如 下 ; 


an + 0- :证 ， 了 工 
an+1l 二 下 0 浊 下 Q 二 +O( 方 ) 中 一 oo)， 


由 高 斯 判别 法 可 见 , 当 ( 尼 -oj/d > 工时 级 数 收敛 , 而 当 (2 - a)/d 冬 1 时 级 数 发 散 . 
解 2 利用 命题 5.3 的 公式 (5.4), 存在 非 零 常数 C; 和 Ca，, 使 得 成 立 


_ _ 本 
人 0 


即 可 得 到 与 解 1 相同 的 答案 . 


习题 2600 研究 级 数 > ms- 的 收敛 性 


刀 了 十 了 


解 1 对 比值 an/an+l 可 分 析 如 下 : 
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作 
由 高 斯 判别 法 可 见 ， 乞 时 级 数 收敛 ， 而 当 了 芝 号 时 级 数 发 艇 ， 
解 2 用 命题 5.2 Rs (5.3) 就 有 
本 1 
an 人 V2Tm ， 7 2 . (m 一 co)， 
即 可 得 到 与 解 1 相同 的 答案 . 


习题 2606 证 明 : 对 于 正 项 级 数 CQ7m， (an 之 0)， 若 在 和 一 时 成 立 条 件 
壮 灿 


Q7m =1+ 芋 +o( 士 ) (7 一 co)， 
Q7m 十 1 包 包 


] 
mm=o( (7 一 oo)， 
其 中 <s > 0 是 任意 小 量 ; 并 且 若 p > 0, 则 当 交 一 co 时 an 0, 即 从 呈 > mo 开始 , an 单 
调 递减 , 且 在 允 一 co 时 ao， 一 0. 


解 ”只 要 证 明 ann2-= 一 0 (nm 一 co). 采用 命题 5.3 的 证 法 , 有 


其 中 
刀 一 [e-aem(1+ 去 ) 昌 | 
3 
9) 


由 =s > 0 和正 项 级 数 的 等 价 量 判别 法 可 见 有 如 一 -co (m 一 co), 即 em 一 0 (一 co)， 
ee im an72 = 一 0. 
当 p > 0 时 ， 当 郊 充分 大 时 有 an > an+l, 即 单调 递减 . 又 
由 于 s > 0 可 取 任 意 小 ， 二 光 一 0. 
注 “ 对 本 题 的 s > 0 为 任意 小 量 作 一 些 解释 . 这 与 81.6 的 习题 651(e) 的 
nm =olms) (mn 一 oo) 
相同 , 即 其 中 <s > 0 无 论 取 什么 正 数 总 是 成 立 的 , 但 若 对 so > 0 成立 , 即 可 推出 对 = > so 
也 成 立 , 因此 要 强调 的 是 = 可 为 任意 小 量 , 但 不 为 0. 
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5.1.5“ 正 项 级 数 敛 散 性 的 其 他 判别 法 (习题 2614-2615, 2622,， 2624-- 


2625) 

为 方便 起 见 , 将 《习题 集 》 中 以 习题 的 形式 提供 的 其 他 判别 法 集中 在 这 个 小 节 内 ， 
又 为 了 解释 这 这 些 判别 法 如 何 使 用 , 在 每 一 个 判别 法 后 举 一 个 例题 , 其 中 只 用 两 个 简单 的 
级 数 : 》 -二 和 》 二 注意; 对 于 它们 来 说 , 达 妆 贝尔 比值 判别 法 和 柯 西根 值 判别 法 

芍 一 下 人 九 一 1 

都 失效 . 

下 面 的 判别 法 可 以 看 成 是 柯 西根 值 判别 法 的 进一步 发 展 . 

习题 2614 ( 热 梅 判 别 法 ) 证 明 : 对 于 正 项 级 数 >》， an (an > 0), 若 当 兄 > mo 时 

也 一 
(一 Vam)T 亲 之 DP > |， 
则 此 级 数 收敛 ; 若 当 m”> mo 时 
(1- Yi 二 第 

则 此 级 数 发 散 ， 

解 ”对 前 半 题 , 可 以 直接 估计 通 项 如 下 : 

六 (1 一 了 2 一 exp | (1 一 2]] 

2 
一 exp [ (= 二 十 0( 卫 玫 ) )| 一 exp[-DpIn7m 十 ol()] ~ 十 (7 一 co)， 

可 见 级 数 浊 mw 收 伍 

对 后 半 是 用 相同 方法 得 到 

5 一 了 于 . 一 exXp [mm (1 一 -| 
[ 2 
一 exp 区 | 一 了 十 0(- 卫 ) 一 exp[ 一 In7m 十 of)] ~ 过 (7 一 co)， 
可 见 级 数 》、 on 发 艇 
和 三 出 


例题 1 用 热 梅 关 


解 ”对 通 项 on = 1/m2， 
1 人 
二 (=- 局 ) nz 
可 见 级 数 > 收 伍 


天 二 二 


| 法 讨论 级 数 世 - 志 和 》 二 的 剑 散 性 . 


将 离散 变量 几 we Z, 可 计算 如 下 : 

2 和 2] 洲 
人 
-0 


85.1 ， 数 项 级 数 ， 同 号 级 数 收敛 性 的 判别 法 (习题 2546-2655) 


对 于 通 项 on = 过, 利用 不 等 式 1 一 er-* <z 于 z > 0 时 成 立 , 即 有 
1 一 卫 2 加 
人 和 
可 见 级 数 》` 过 发 散 . 


到 二 


习题 2615 (对 数 判 别 法 ) 证 明 : 若 存 在 w > 0, 使 当 m > mo 时 
1 


251 
mm 二 
作 
一 Qn > 
本 允 安 汗 二 


a (an > 0), 则 级 数 >》， an 收敛 ; 若 风 > mo 时 一 生 入 1, 则 此 级 数 发 散 ， 


多 
入 去 出 


解 利用 对 数 函 数 的 单调 性 , 当 m > no 时 , 对 前 半 题 即 有 an < 一 直 <， 因 此 级 数 


收敛 ; 对 后 半 题 则 有 an > 本， 因此 级 数 发 散 ， 
注 “对 数 判别 法 不 要 求 级 数 通 项 单调 , 这 与 柯 西根 值 判 


别 法 相同 . 此 外 , 对 数 判 


别 法 与 拉 比 判别 法 的 关系 恰 如 柯 西根 值 判 别 法 与 达 衣 贝尔 比值 判别 法 的 关系 ( 见 [34] 


813.2 的 练习 题 12). 


例题 2 用 对 数 判别 法 讨论 级 数 》' - 访 和 》 十 的 剑 散 性 . 
玫 注 六 


和 二 


1 
]n 2 Co 
解 对 通 项 an = 1/n2, 有 -下 oa = 下 2 一 2 可 见 级 数 》` - 访 收敛 ， 
卫 亿 了 7 | 作 
mn 一 1 5 村 
对 通 项 os = 1/m 有 -下 和- = 也 中 = 1 可 见 级 数 》 十 发 散 . 
了 人犯 也 作 亿 


冤 二 时 


习题 2622 ( 柯 西 凝聚 判别 法 ) 证 明 : 设 正 项 级 数 》' an 的 通 项 单调 递减 , 则 级 数 


到 = 并 


》、on 与 级 数 》` 2"aa。 同时 收敛 或 同时 发 散 


全 = 汪 九 一 0 


解 ”利用 通 项 on 单调 递减 , 对 于 天 >1 有 不 等 式 


Qo2k 所 Q2k-1+1 十 Qo2k-1+2 十 … 十 Qo2k 所 2 


(例如 , 对 于 有 = 1,2,3 即 是 oa 入 az 冬 ali，2a4 芝 aa 十 o4 过 2a2，4as 入 aa5 十 a6 十 


Qa7 十 Q8 所 4a4.) 


取 天 从 工 到 7 将 所 得 的 不 等 式 相 加 , 就 得 到 


也 也 一 荆 
读 》 2*ax Q2 十 Q3 十 :十 Q2n 称 >》 24aok， 
大 一 1 一 0 


太 
可 见 题 中 的 两 个 正 项 级 数 的 部 分 和 同时 有 界 或 者 同时 无 界 , 因此 结论 为 真 . 
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注 “这 个 判别 法 的 一 个 特点 是 不 需要 用 比较 级 数 . 在 [29] 中 就 是 以 这 个 判别 法 为 
基础 来 导出 许多 基本 结论 . 


例题 3 用 柯 西 凝聚 判 另 


涯 


洲 讨 、 后 | 忆 | A 杂 其 人 有 - 
法 讨论 级 数 》' -二 和 》` 二 的 敛 散 性 . 


放生 汗 ME 寺 


解 ” 对 通 项 on = 1/z2, 有 


2 a2" 二 区 ， 到 方 ， 


灼 击 


是 收敛 的 几何 级 数 , 因此 推出 级 数 > 六 收敛 . 


对 通 项 on = 1/m, 有 


因此 级 数 》 二 发 散 
多 一 工 
习题 2624 ( 叶 尔 马 科 夫 判别 法 ) 证 明 : 若 f(z) 为 单调 递减 的 正 值 函 数 , 且 
efle") _ 


zteo 7] 


则 级 数 》` jn) 在 和 < 1 时 收敛 , 在 入 > 1 时 发 散 . 


)》 


解 不 护 设 函数 /(z) 在 区 间 [1, +co) 上 满足 题 设 的 条 件 . 于 是 从 柯 西 积分 判别 法 
知道 , 级 数 语 Fn) 与 广义 积 4 | jz) dz 同 伊 散 ， 
我 一 革 工 


取 zl = 一 1, Za 一 6 2Zn 一 el ， 则 数列 {zn} 严格 单调 递增 趋 于 正 无 穷 大 . 
积分 的 变量 代 换 , 就 有 
[站 7Oaz= 人 yaz (人 EK 换 = 四 

加 | je et dt. 


作风 一 工 


利 


se 


着 和 < 1 则 有 入 < 二 寺 ^ < 1. 根据 题 设 条 件 , 存在 M > 1, 当 t > M 时 , 成 立 


erj(eb < J 二 1 


因此 当 ? 充分 大 时 就 有 
隆 (zj)dz < jz)dz， 


仑 mm 


这 就 证 明了 级 数 》、 人 j(z] dz 收敛 (根据 达 朗 贝尔 判别 法 ). 由 于 /为 正 值 函数 , 因 


的 = 


此 上 述 级 数 收 敛 已 经 保证 了 广义 积分 人 jz)dz 收敛 
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若 和 > 1, 则 从 题 设 条 件 知道 存在 Mai, 当 z > Mi 时 , 成 立 ez Fez) > jz). 因此 从 
前 面 的 积分 代 换 所 得 的 等 式 可 推出 当 交 充分 大 时 有 
jz)dz> 卜 jz)dz， 


仑 人 亿 史 一 1 


当然 发 散 


了 I 际 


因此 正 项 级 数 2 ”ffz) dz 的 通 项 当 普 充分 大 时 为 单调 递 


例题 4 用 叶 尔 :利夫 判别 法 讨论 级 数 2 上 和 人 的 敛 散 性 . 


解 ”对 通 项 un = 1/m2, 取 jz) = 1 于 是 有 


， 达 
lim = 一 lm =， 
Z 一 十 co 1 2 一 十 co 6 


可 见 级 数 收 伍 ， 
对 通 项 au = 1/m 取 ftz) = 1/z, 则 有 


lim 一 lm z = 三 十 oo， 
2 一 十 co 本 : ZT 一 十 co 


可 见 级 数 》 二 发 散 . 


习题 2625 ( 罗 巴 切 夫 斯 基 判 别 法 ) 证 明 : 若 正 项 级 数 》' an 的 通 项 单调 趋 于 0， 


约 二 者 


则 此 级 数 与 级 数 》 pm 277 同时 收敛 或 同时 发 散 , 其 中 pw 是 满足 不 等 式 


70 一 0 


an 之 2 (0 二 由 ) Dm ) 
的 项 an 的 最 大 的 序号 . 


解 首先 要 考虑 数列 pm (m = 0,1,2,…) 的 定义 是 否 合理 . 从 题 设 条件 可 见 , 如 果 
> 则 pm 从 肥 =0 起 就 有 定义 . 但 无 论 如 何 至 少 从 某 个 非 负 整数 mo 开始 , pw 有 


定义 . 若 mo > 0, 则 级 数 演 Zr:2 在 mm < mo 时 的 项 可 以 认为 都 是 0. 为 简单 起 见 ， 
和 
以 下 设 pm 从 普 = 0 起 就 有 定义 . 此 外 , 可 看 出 pm 单调 递增 , 但 未 必 是 严格 单调 的 . 


从 定义 可 以 看 出 ， 当 宛 和 Dm 时 ， 0 而 当 7 > DA 时 ， 有 a，< 2 一 也 于 是 对 
于 pmr < pm+i 的 情况 , 在 两 个 级 数 之 间 存 在 下 列 不 等 式 


mm 二 1 一 Dm 1m 二 1 一 少 
0 科 Qpm+l1 十 Qpm+2 十 十 QpmHi 0 


为 了 利用 上 述 不 等 式 , 对 于 级 数 》 pm : 2 的 部 分 和 作 如 下 变换 : 


70 一 0 
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QI 
70 一 0 2 2 
=2po+(pi po) 上 +22 二 D 22 一 DT2 一 下 Pvx 一 Pr-l Prv 
0 业 0 2 不 2M-1I 2 ) 
人 的 不 等 式 关系 . 一 方面 有 : 
了 AM 


帮 + (apo+1 十 :十 api) 十 和 …: 


半 (ap ,+1 十 … 十 apv) 


一 Di 一 Dv- 
< + 


- 症 -2+ 器 + 


另 


于 风 人 2(al 十 ， 


十 Qpo) 十 2(apo+l1 十 :十 ap) 十 


十 2(ap ，,+1 十 … :十 ap v) 三 :2 >》， 人 
可 见 两 个 级 数 的 敛 散 性 是 


和 


党 价 的 
例题 5 用 罗 巴 切 夫 斯 基 判 别 法 讨论 级 数 》 -一 


nn 


和 》 二 的 伊 散 性 


也 一 工 交 三 于 


解 ”对 通 项 on = 1/n2, 要 使 得 


1 1 
). 二 一 7 之 
Q 2 5 
则 m” 的 最 大 值 可 从 mn2 和 2m 解 出 , 即 得 到 pw = [2 2 ]. 于 是 可 见 有 
辟 2 卫 1 本 
淮南 
因此 》 pm : 2-” 收敛 , 从 而 推出 》， - 坊 收 生 
70 一 0 基 
对 通 项 on = 1/m, 要 使 得 


则 ? 的 最 大 值 可 从 郊 冬 


等 于 1 的 级 数 , 从 而 推出 》 二 发 散 . 


5.1.6” 杂 题 (习题 2607-2613, 2616-2621,， 2626-2654) 


这 些 习 题 主要 是 级 数 敛 散 性 的 判定 , 其 


所 用 的 方法 除了 达 上 衣 贝 尔 比 值 判别 法 和 


85.1 ， 数 项 级 数 ， 同 号 级 数 收敛 性 的 判别 法 (习题 2546-2655) 


255 


柯 西根 值 判别 法 之 外 , 更 多 的 是 使 / 


j 本 节 开 始 的 判别 法 列表 中 的 比较 判别 法 I 工 , 即 用 

(俗称 为 了 级 数 的 ) 》` 证 为 比较 级 数 . 这 就 是 以 羡 一 co 时 的 十 为 一 
也 一 工 

后 求 出 级 数 通 项 的 无 穷 小 量 的 阶 数 . 此 外 , 还 有 不 少 使 ) 

下 面 举 一 些 例子 , 有 的 只 给 


提示 . 


阶 无 穷 小 量 , 然 


j 柯 西 积分 判别 法 的 例子 . 


习题 2612 研究 通 项 为 o, = |e- (1+ 二 ) | 的 级 数 的 收敛 性 . 


提示 “利用 $2.9.1 末 的 习题 1359, 令 民 
表达 式 当 交 一 co 时 为 


中 的 z = 1/m 即 可 确定 本 题 的 方 括号 内 的 


阶 无 穷 小 量 , 于 是 on 就 是 了 阶 无 穷 小 量 , 从 而 当 > 1 时 级 数 
收敛 , 而 当 P < 1 时 级 数 发 散 . 
习题 2617 研究 通 项 为 un = 


人 (> 1) 的 级 数 的 收敛 性 ， 


解 若 将 通 项 的 分 母 写 为 wz(, 于 等 式 nz = (ninm)zn” 两 边 取 对 数 即 有 zlnm = 
nm .nmlnmn, 于 是 得 到 z(z) = nininm. 这 样 就 将 通 项 改写 为 


an 三 一 一 一 一 一 . 
力 InIn Ina7 
FE 


虽然 这 个 指数 z 


ztn) 与 六 有 关 , 但 可 以 利用 当 交 -oo 时 ztm) 赵 
存在 N, 使 得 当 交 > NV 时 , 有 z(n) > 2, 从 而 使 得 on < 


于 正 无 穷 大 , 可 见 
记 ， 此 级 数 收敛 . 


六 


习题 2619 (a) 利用 柯 西 积 分 判别 法 , 研 


完 通 项 为 ou = 一 二 (n > 1) 的 级 数 的 
1]n 7 
收敛 性 . 
解 1 当 7 一 oo 时 已 知 对 任何 s > 0 都 有 lnm = o(lns), 因此 这 里 不 能 确定 通 项 
an (一 12,…) 趋 于 0 的 确切 阶 数 ， 然而 用 柯 西 积 分 判别 法 却 可 以 将 本 题 的 级 数 的 敛 
歼 性 等 价 地 转换 为 广义 积分 | qd2 ”的 敛 散 性 . 
2 Zn 7 
当 2= 工 时 , 有 
攻 _dz 一 _ lim | _dz 三 minz|， 一 十 co， 
2 2Zmnz t+coj zlnz 2 
可 见 积 分 发 散 , 从 而 级 数 于 p = 工时 也 发 散 . 
当 关 1 时 , 有 
En 0 dz |: | 人 
| 民 ]D2 并 =, 匣 |. 化 ]n2 并 人 人 匡 撕 


即 可 知道 当 z > 1 时 积分 收敛 , 而 当 p < 1 时 积分 发 散 , 从 而 级 数 也 是 如 此 . 
解 2 用 85.1.5 的 习题 2624 的 叶 尔 马 科 夫 间 


we 


站 别 法 . 这 时 /lz) = 一 二 一， 因此 有 


Zn 7 
GZ 四 | 
erjer) erlln(er)j2 In2zz 
jz) _ 1 了 
Zn27 
于 是 就 知道 当 


> 工时 级 数 收 敛 , 而 当 p 入 工时 级 数 发 散 . 
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生 , 其 中 x(p) 为 数 冯 的 位 数 ， 


习题 2620 (b) 研究 级 数 》 的 收 化 


提示 “主要 是 如 何 表达 v(p)， 对 于 m” 的 十 进位 制 表示 ( 取 其 他 进位 制 也 一 样 ) 有 
10Z(z) 一 1 云 刀 去 107(n)， 
于 是 即 可 得 到 zw(n) = [lgm 十 直 . 以 下 从 略 . 


习题 2621 设 和 (2 = 12,…) 依次 是 方程 tanz = 2 的 各 个 正 根 , 研究 级 数 
>》 》) ”的 收敛 性 , 


多 和 汪 


提示 观察 正切 函数 y = tanz 的 图 像 ( 见 第 一 册 附 录 一 的 习题 239 和 378) 
与 直线 y = 2z 的 交点 , 可 见方 程 tanz = 2 的 从 小 到 大 的 第 内 个 正 根 和, 在 区 间 


[2 一 .DT (n 二 于) 咯 内 这 样 就 可 以 得 到 估计 和 zx 2” < 证 (一 2.3,….)， 


习题 2630 研究 级 数 二 汪 ) 的 收敛 性 . 


解 1[6] 在 上 > 3 时 有 卫 有 > 1, 因此 有 不 等 式 
见 一 1 和 甩 nl=m2 二 mm3 二 十 7 拟人 (一 1 上 7. 


若 a < 2, 则 用 左边 的 不 等 式 就 有 卫 公 > 也 去 2 可知 原 级 数 发 散 . 


九 2 


若 u > 2, 则 用 右边 的 不 等 式 就 有 也 唱 < 人 -Di 可 知 原 级 数 收 伍 


刀 2 
解 2 (概要 ) ” 因 通 项 的 分 子 可 写 为 m2 十 ,… 十 nm, 可 以 用 施 托 尔 茨 定理 ( 见 81.2.7 
之 习题 143) 分 析 极 限 


可 证 明 当 aw -2 冬 工 时 为 非 正 常 极限 +co, 而 当 a -2 > 1 时 极限 为 0. 然后 用 比较 判别 
法 开 推 出 当 a 冬 2 时 级 数 发 散 , 而 当 a > 2 时 级 数 收 敛 . 


2 1 
习题 2633 研究 级 数 》( 交 一 1 的 收 生性. 


色 三 工 


提示 “将 通 项 写成 为 em 站 _1， 然后 用 ez -1~z(z 一 0). 


习题 2636 研究 级 数 》` (cos 对) 的 收 全 性 . 


和 


提示 若 u = 0 则 通 项 等 于 1. 对 于 0 尖 0, 可 将 Wan 写成 为 e "om ,然后 计算 
它 在 允 一 co 时 的 极限 口 
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习题 2638 研究 级 数 》 -已 的 收敛 性 
宙 二 求 全 


, 利用 Ya、 蕊 ( 见 81.2.7 之 习 题 142 或 用 85.1.3 的 命题 5.2 
ln 7 


提示 “对 通 项 的 分 了 
1 
之 斯 特 林 公式 ), 又 对 通 项 的 分 母 有 ee =m 人 =-evw 一 1 (一 oo). 
的 收敛 性 . 


习题 2639 研究 级 数 ee 


]n 刀 
一 ee 多 


j 柯 西根 值 判别 法 , 对 分 子 有 mr 


注 
引 | 


本 和 利用 az =1+zma+ 瑟 In? a 二 O(z3) (z 一 0) 等 泰 


提示 “对 于 a 
勒 公式 . 


习题 2641 研究 级 数 2 


1) 的 收敛 性 . 


0. 将 通 项 写成 为 e"” mm" 一 1, 然后 用 er -1 ~ 


提示 “只 有 当 a < 0 时 通 项 趋 


Z (2Z 一 0). 


习题 2643 研究 级 数 》` aomntenm m (a > 0) 的 收 全 
禾 三 二 
在 wa 夭 1 时 , 将 oa 写 为 em?", 就 可 以 将 通 项 改写 为 
(-bmna-cmalnm) 一 1 
JIna+climnaln7m 


ln 7 (一 


an 一 ee 
然后 分 c=0 和 c 尖 0 讨论 即 可 . 也 可 用 85.1.5 的 习题 2615 的 对 数 判别 法 等 解决 . 


解 (概要 ) 


注 ， ln2 大 
甬 项 为 ww， 二 全 
施 托 尔 茨 定理 研究 其 


的 级 数 的 收敛 性 . 


习题 2652 研究 通 
通 项 分 子 的 表达 式 可 考虑 用 


级 数 的 余 项 估计 (习题 2623，2655) 
部 分 和 来 近似 级 数 的 和 . 设 级 数 》` an 收 


双 = 


5.1.7 


对 于 收敛 级 数 来 说 , 理论 上 总 可 以 用 其 部 分 
mw 它 与 级 数 和 的 差 就 是 余 项 


得 到 部 分 和 8 


敛 , 取 其 前 ”项 相 加 得 
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从 定义 可 见 , 余 项 已 只 对 收敛 级 数 才 有 意义 , 而 且 必 定 有 lim Ron = 0 
问题 是 在 给 定 精度 要 求 时 需要 计算 多 少 项 数 . 为 此 要 对 余 项 作 尽 可 能 确切 的 估计 . 


习题 2655 (a) 对 于 级 数 》'- 方 ,大约 应 取 多 少 项 来 求 级 数 的 和 方 可 精确 到 10- 5? 
二 下 


解 1 本 题 的 余 项 可 估计 如 下 : 


如 二 次 5 外 1 
天 一 你 十 1 天 一 你 十 工 


- 吉 立 -人 -CT 天 


| 
z 8 
ON 
3 | 一 

| 
守 - 
sc 

| 
3| 呈 


于 是 为 了 忆 。< 10-5, 需要 取 m > 105. 
用 Mathematica 可 计算 出 本 题 的 级 数 和 的 前 7 位 精确 数字 为 1.644934, 而 取 级 数 
的 前 105 项 得 到 的 部 分 和 为 1.644924, 可 见 上 述 余 项 估计 是 比较 准确 的 . 


解 2 利用 flz) = 误 严格 单调 递减 (参见 示意 
图 ), 对 于 天 > 1 有 
上 dz 了 工 <| dz 


所 
2 天 2 
取 下 从 即 十 1 到 无 穷 大 , 并 将 这 些 积分 相 加 , 就 得 到 
余 项 尺 ,， 的 积分 估计 : 


959 说 帮 忆 1 cS9 dz 
0 CS 
大 一 m 十 1 习题 2655(a) 解 2 的 示意 图 
也 就 是 有 一 上 < 及， < 工 . 以 下 从 略 . 
勾 十 工 也 


注 “本 题 的 级 数 求 和 在 数学 史上 以 巴塞 尔 问题 著称 . 当时 的 许多 著名 数学 家 , 其 
包括 莱 布 尼 茨 和 雅 各 布 . 伯 努 利 等 , 都 尝试 过 求 其 和 . 巴塞 尔 问题 最 后 为 欧 拉 解决 . 

下 面 按照 [10] 简要 地 介绍 与 此 题 有 关 的 历史 . 如 前 所 述 , 级 数 的 部 分 和 当 闪 增加 时 
收敛 的 速度 非常 慢 . 可 以 计算 出 Sio 闪 1.54977，591oo 六 1.63498,，51ooo 六 1.643 93, 其 
中 最 后 一 个 也 只 有 准确 到 小 数 点 后 的 两 位 . 由 此 可 见 , 要 从 这 样 的 数值 计算 来 猜测 级 数 
和 究竟 等 于 什么 是 太 困 难 了 . 
欧 拉 也 从 数值 实验 开始 . 他 利用 了 函数 项 级 数 逐 项 积分 的 方法 求 出 了 上 述 级 数 
和 的 另 一 个 无 穷 级 数 表达 式 ， 只 需 计 算 其 14 项 就 得 到 9 交 1.644934， 然 后 欧 拉 又 
利用 类 比 法 求 出 了 级 数 的 准确 和 为 9 = T 这 样 一 个 看 似乎 凡 的 级 数 的 和 居然 会 
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与 圆周 率 有 关 , 实在 是 谁 也 没有 想到 的 . 虽然 欢 拉 当 时 所 用 的 方法 还 不 严格 , 但 由 于 
T2/6 s 1.644934067, 前 7 位 与 欧 拉 的 数值 实验 完全 相同 , 因此 其 正确 性 是 无 人 怀疑 的 . 
还 值得 提 到 的 是 , 欧 拉 本 人 在 当时 还 不 能 将 他 的 方法 完全 严格 化 , 于 是 他 在 后 来 又 想 出 
计算 该 级 数 和 的 其 他 较为 严格 的 方法 , 得 到 相同 的 结果 . 
从 欧 拉 的 上 述 工 作 可 以 联系 到 欧 拉 的 下 列 名 言 : 
“数学 这 门 科 学 , 需要 观察 , 还 需要 实验 ”， 


它 应 当 是 我 们 学 习 数 学 的 座右铭 . 


习题 2655 (b) 对 于 级 数 人 


, 大 约 应 取 多 少 项 来 求 级 数 的 和 方 可 精确 到 


10-57 
解 ”利用 8$1.2.3 的 习题 72 中 的 余 项 估计 方法 , 就 有 
四 2 22 
二 让 医 下 [二 机 下 人 CT 和 ) 
27 十 上 2 22 
和 
四 1 2rfl 7 十 3 
”全 员 21 下 -二 2 人 十 2 十 工 : 
九 十 3 
由 此 即 可 计算 出 当 m” = 10 时 有 RU <5x10-5 < 10-5. 因此 取 级 数 的 前 10 项 即 可 满 
足 要 求 . 

学 过 泰勒 级 数 的 读者 不 难看 出 本 题 的 级 数 和 为 去 (e? - 3), 其 7 位 精确 数字 的 近似 
值 为 2.194528, 而 取 级 数 前 10 位 计算 得 到 的 近似 值 是 2.194523, 因此 上 述 误差 估计 是 
比较 准确 的 . 

注 对 比 以 上 两 个 题 , 可 以 看 到 在 部 分 和 数列 收敛 速度 很 快 的 情况 下 , 只 需要 计算 
级 数 中 不 多 的 前 ee 寺 于 所 要 求 的 级 数 和 得 到 相当 精确 的 近似 值 . 对 于 习 


题 2655(c) ( 即 关 于 级 数 二 5 


r 的 和 的 近似 计算 


算 ) ) 


j 同 样 的 方法 可 以 知道 ,只 


和 八 


E 


要 取 级 数 中 的 前 4 项 就 可 0 10-5 的 好 结果 . 
这 里 顺便 可 以 提 到 ， 在 写 给 学 生 的 科普 读物 [19] 中 介绍 了 不 少 无 穷 级 数 求 和 的 
知识 , 其 中 的 最 后 一 节 “ 级 数 > 的 渐 近 值 ? 所 讨论 的 问题 就 是 前 面 的 习题 2655(a) 
和 一 十 

中 的 近似 计算 . 

外 关于 欧 拉 所 用 的 类 比 法 可 以 参看 [34] 的 例题 13.4.3, 在 其 注 3 中 介绍 了 欧 拉 当时 的 思路 .在 本 书 的 
85.4.5 的 例题 2 中 给 出 了 巴塞 尔 问题 的 一 种 解法 . 此 外 , 还 可 以 利用 传 里 叶 级 数 展开 式 求 得 巴塞 尔 问题 的 解 ， 
见 85.6.1 的 习题 2942，2961(a) 等 . 
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级 数 


85.2 变 号 级 数 收敛 性 的 判别 法 (习题 2656-2705) 


Pa Ac 


内 容 简 


二 小 节 则 是 与 条 人 
习题 , 有 的 题 对 于 第 一 小 节 的 伊 散 局 


5.2.1 
2700) 


如 果 石 


介 本 节 的 习题 分 为 两 个 小 


股 项 级 数 ， 


收敛 级 数 所 


本 


有 有 的 特性 


户 ) 


别 问题 上 与 同 号 
又 有 无 
如 教科 书 


见 , 将 这 个 级 数 


级 数 无 差别 . 
限 多 个 负 项 的 级 数 . 又 将 相 邻 项 为 一 
所 说 , 这 里 需要 考虑 将 级 数 
称 为 原 级 数 的 绝对 值 级 数 . 


大 


世 . 


判定 有 指导 人 性 


的 每 一 


只 有 有 限 个 正 项 , 其 余 均 为 非 正 项 , 或 者 相反 , 则 在 敛 散 性 


此 本 节 所 关心 的 变 号 级 数 主 要 是 指 既 有 无 限 多 个 正 
E 一 负 的 变 号 级 数 称 为 交错 级 数 . 
到 的 新 级 数 . 为 方便 起 
收敛 , 就 称 原 级 数 为 绝对 收敛， 


项 取 绝 对 值 后 得 


和 


已 


如 果 


第 一 小 节 是 对 于 变 号 级 数 的 敛 散 性 判定 , 第 
E 有 关 的 习题 ， 其 中 包括 证 明 题 和 近似 计算 的 


意义 , 还 有 一 些 题 有 相当 的 难度 . 


变 号 级 数 的 敛 散 性 判定 (习题 2659-2661，2664-2689，2691-- 


判 
项 


绝对 收 和 敛 的 级 数 必 定 收敛 , 这 是 一 个 基本 定理 (希望 初学 者 能 够 写 出 其 证 明 ). 

在 判定 一 般 项 级 数 是 否 绝对 收敛 时 , 考虑 的 是 绝对 值 级 数 , 因此 可 以 对 它 应 用 85.1 
中 的 所 有 判别 法 . 

如 果 绝 对 值 级 数 的 通 项 不 趋 于 0, 或 者 用 达 朗 贝尔 比值 判别 法 和 柯 西根 值 判别 法 判 
定 绝对 值 级 数 发 散 , 则 同时 就 知道 该 级 数 的 通 项 不 趋 于 0, 因此 原来 的 级 数 必 定 发 散 . 然 


而 除 此 之 外 , 若 用 85.1 中 的 某 个 方法 判定 绝对 值 级 数 发 散 时 ,并 不 能 推出 原 级 数 是 发 散 
还 是 收敛 (这 时 若 收敛 就 是 条 件 收敛 ). 

判定 一 般 项 级 数 收 敛 的 方法 , 在 多 数 教 科 书 上 , 除了 柯 西 准则 之 外 , 主要 是 莱 布 尼 
茨 判别 法 名 、 阿 贝尔 判别 法 和 狄 利克 雷 判 别 法 . 

在 判定 一 般 项 级 数 敛 散 性 时 , 要 注意 两 点 : (1) 不 能 随便 使 用 同 号 级 数 的 等 价 量 判 
别 法 (参见 85.2.1 的 习题 2670, $5.2.2 的 习题 2701 等 ); (2) 在 判定 某 级 数 为 收敛 后 , 不 
能 贸然 断定 它 为 条 件 收 敛 . 

应 当 注 意 , 在 一 般 项 级 数 中 , 绝对 收敛 的 级 数 和 条 件 收敛 的 级 数 有 许多 根本 性 的 差 


异 , 见 85.2.2 的 习题 2702.1. 又 可 以 对 比 $5.1.7 的 习题 和 85.2.2 的 习题 2703, 这 表明 在 


近似 计算 的 余 项 估计 方面 , 绝对 收敛 级 数 和 条 件 收敛 级 数 是 完全 不 同 的 . 因此 对 于 收敛 
的 一 般 项 级 数 来 说 , 判定 它 究 竟 是 绝对 收敛 还 是 条 件 收敛 是 个 重要 的 问题 . 

除了 上 述 几 个 判别 法 之 外 , 在 一 般 项 级 数 的 收敛 性 判定 中 往往 还 需要 其 他 的 方法 
和 技巧 , 例如 加 法 结合 律 的 使 用 等 . 

回顾 85.1.1 中 的 习题 2554-2556, 可 见 对 于 收敛 级 数 的 加 法 结合 律 成 立 . 反之 , 在 
加 括号 后 的 级 数 收 敛 时 , 对 于 同 号 级 数 来 说 , 原来 的 级 数 也 一 定 收敛. 然而 , 对 于 一 般 项 
级 数 , 则 原 级 数 未 必 收 和 敛 . 这 时 下 列 命题 (以 及 习题 2657) 往往 有 用 . 
。 @ 又 常 称 满足 莱 布 尼 茨 判别 法 条 件 的 级 数 为 莱 布 尼 欧 型 级 数 ， 这 也 就 是 通 项 绝对 值 单调 递减 趋 于 0 的 交 
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命题 5.4 如 果 级 数 》` un 的 各 项 重新 组 合 后 得 到 的 级 数 》` 4 收敛 , 目 每 一 个 


入 天 让 侯 一 工 


4 所 包含 的 原 级 数 的 各 项 同 号 , 则 》 ,an 也 收敛 ， 
亲 三 于 
证 记 原 级 数 的 部 分 和 数列 为 {9,, 又 设 po = 0, 记 
4 二 Opk_i+1 十 "… 十 Qpx (5 = 2 


i 是 原 部 分 和 数列 {9} 的 一 个 子 列 {9p。}w>1 


则 组 合 后 的 级 数 》、 4， 的 部 分 和 
放下 

于 是 从 组 合 后 的 级 数 收 和 敛 可 知 数列 {9,} 有 一 个 子 列 收敛 . 又 由 于 每 一 个 4 中 所 

包含 的 原 级 数 的 项 同 号 , 因此 当 7m = 1 2,…… ,pl 时 , 部 分 和 9 处 于 0 与 95。 之 间 , 而 当 


.> D1 时 , 则 5 处 于 子 列 的 相继 两 项 之 间 . 由 此 可 见 数列 {5} 收敛. 


习题 2659 证 明 级 数 1 也 邯 志 F .…… 收敛 并 求 其 和 ， 


yn-lron 
提示 “从 通 项 on = -了 Ci 一 切 可 证 明 它 满足 业 布 尼 欧 判别 法 的 条 件 , 因此 


收敛 . 其 求 和 可 参考 85.1.1 的 习题 2548 中 的 方法 . 
习题 2661 证 明 级 数 1 一 却 十 于 一 于 十 于 一 吉 十 :… 收敛 并 求 其 和 . 


j 莱 布 尼 茨 判 别 法 即 知 其 收敛 . 利用 与 欧 拉 常 数 有 关 的 调和 级 数 部 分 和 的 公 


解 1 ) 
式 ( 见 81.2.3 的 习题 146): 
1 十 计 十 十 二 一 nmn+TC+o() (7 一 co)， 
就 有 
人 
(二 1 机 ) -2 人 + 二 + 二 


三 ]n(27) 一 In7 十 ol) 一 了 2 (7 一 oo)， 


解 2 求 和 的 另 一 个 方法 是 利用 卡 塔 兰 恒等式 , 即 从 解 1 的 推导 中 可 得 到 


1 站 二 用 | 于 
2 ”21 到 
本 工 工 工 工 工 ..， 1 工 of( 工 工 . .了 - 工 
= (1+ 刘 十 这 十 开 二 +3T+ 起 ) 2( 序 十 去 + 二 
二 
7 十 37， 
这 样 就 将 问题 归结 为 84.2.2 的 习题 2220, 也 就 是 81.2.3 的 习题 147. 


习题 2665 (b) 研究 级 数 1+ 二 十 二 一 村 一 二 一 二 十 二 十 吉 十 村 一 … 的 收敛 性 . 


解 1 将 每 项 取 绝 对 值 后 的 级 数 发 散 , 因此 本 题 的 级 数 不 可 能 绝对 收敛， 
可 以 将 这 个 级 数 看 成 为 下 列 三 个 莱 布 尼 茨 型 级 数 之 和 : 
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此 本 题 的 级 数 收敛 , 且 为 条 件 收 敛 . 
于 始 将 每 三 项 加 括号 得 到 一 个 新 级 数 ,然后 用 莱 布 尼 茨 判 
命题 5.4 (或 85.2.2 的 习题 2657) 推出 原 级 数 收敛 . 


DA 


大 


日 于 其 中 每 一 个 级 数 都 收敛 ， 
解 2 (概要 ) ”本题 可 从 头 开 
别 法 推出 其 收敛 . 最 后 可 以 用 


Oo 


习题 2666 设 在 》`'(-1" 因 中 必 > 0, 且 当 
凶 三 二 
级 数 收 敛 ? 考察 例子 


风 .一 oo 时 如 一 0. 由 此 是 否 可 知 该 


趋 于 0 的 条 件 不 能 减弱 为 
通 项 的 如 下 分 解 : 


解 ”本题 的 


仅仅 是 如 一 0 (一 s 站 册 a 机 它 
(一 切 ” 。 2 十 (一 ])” 
作 


2 收敛 和 调和 级 数 发 散 推出 该 


就 可 以 从 三 


100 刀 刀 元 


]n 
Sin 一 一 
4 


习题 2667 研究 级 数 》、 的 收敛 性 . 


也 一 | 


解 1 将 各 项 取 绝 对 值 , 且 只 


4 看 其 中 史 = 4 十 2 的 项 , 则 有 


lnl00(45 十 2) 


就 可 见 原 来 的 级 数 不 可 


4K 十 2 


能 绝对 收敛 . 


由 于 允 为 4 的 倍数 时 的 级 数 项 为 0, 因此 


(45 十 2)T = 对 
一 了 |= 


nl00(4K 十 2) 


1 


45 十 2 ” 45 十 2) 


ln 


一 1) 


以 将 该 级 数 看 


成 为 下 列 三 个 级 数 之 和 : 


4 十 1 


然后 对 Flz) = 
个 级 数 都 可 用 莱 布 尼 茨 判别 法 
解 2 (概要 ) 


半 


如 上 利用 /zx 


100 
卫 一 全 求 导 得 到 /(z) = 


小 三 


意 到 第 二 个 基 


递减 趋 于 0, 注意 
就 可 以 | 


子 关 于 


风 充 分 大 时 上 述 


了 20100 _inz), 可 见 当 
定 为 收 伍 ， 人 
也 二 全 证 明 通 项 的 第 一 个 
刀 为 周期 8 的 


且 为 


条 件 收敛 . 


刀子 当 
数列 , 且 在 一 个 周期 


j 狄 利克 雷 判别 法 知道 级 数 收 敛 . 然后 利用 


解 1 的 方法 或 者 


贱 充 分 大 时 单调 
上 的 和 为 0, 这 样 
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2 _ 1 工 7 区 
sin 2| > sm 丰 二 林 C08 -7  ， 


就 可 以 证 明 本 题 的 级 数 为 条 件 收敛 (参见 本 小 节 后 面 的 习题 2696(a)). 


习题 2668 研究 级 数 》 (1)” si 的 收 生 性 


也 一 | 
解 先 利用 
(一 1)” 3 罗 二 人 cos 27， 
将 原 级 数 分 解 为 条 件 收 伍 的 级 数 寺 》` -全 ”与 级 数 寺 》` 全 二 cos2n 之 和 
工 也 一 | 


对 第 二 个 级 数 , 可 以 证 明 池 lj cos28 关于 风 有 界 . 为 此 只 要 仿照 82.1.4 中 的 习 


j= 
题 1024(a) 的 方法 , 利用 2coslcos2K = cos(25 十 1) +cos(25 一 1), 就 有 
2cos]1[ 一 cos2 十 cos4 一 …: 十 (一 "cos27m] 


三 一 [cos1 二 cos3] 二 [cos3+cos5| 一 …… 十 (-1)7"[cos(2m 一 1) 十 cos(27 十 工 )] 
三 (一 ”cos(27 十 1 一 cos 1 


亿 


可 见 | > (-D*cos2h| < - 熙 T. 于 是 从 狄 利克 雷 判别 法 知道 第 二 个 级 数 收敛, 从 而 原 
mu 曙 
将 原 级 数 的 各 项 取 绝对 值 后, 可 利用 2 守 = 元 (1 一 cos2m), 将 绝对 值 级 数 分 解 


为 发 区 级 数 广 2， 六 与 另 一 个 级 数 却 2 29 9 之 和 , 然后 用 类 似 的 方法 证 明 第 二 
多 一 工 
个 级 数 收敛 , 从 而 知道 原来 的 级 数 为 条 件 路 状 


1)” 人 多 性 
3 是 2670 研究 级 履 > -DT [的 收 全 性. 
解 1 由 于 将 通 ee 于 是 可 作 分 解 如 下 : 


人 
这 时 右边 第 二 on 从 比较 判别 法 的 等 价 量 形式 知道 它 与 调和 级 数 一 
样 是 发 散 的 , 因此 本 题 的 级 数 发 散 ， 


解 2 从头 开始 对 每 两 项 加 括号 , 则 得 到 一 个 新 级 数 


1 1 1 1 
(二 7 ) (人 JR ) 
其 通 项 为 
ee 1 V2KTT-V2 一 2 


V25+1  V28+TI-1 本 林道 本 开本 放下 本 
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因此 是 同 号 级 数 . 从 
网 
可 知 该 级 数 发 散 , 从 而 (根据 85.1.1 的 习题 2554) 原 级 数 也 一 定 发 散 . 


解 3[6] 将 通 项 的 分 子 分 母 同 乘 以 ee 就 可 将 原 级 数 分 解 如 下 : 


CDnv 克 
0 之 泡 交 和 


由 于 第 二 个 级 数 发 散 而 又 可 用 菜 布 尼 淆 判别 法 知道 第 “个 级 数 收敛 从 而 知道 原 级 煞 


注 本 题 的 级 数 通 项 显然 等 价 于 和 二 ) 再 基 由 )” 却 是 收敛 级 数 ， 
可 见 对 于 变 号 级 数 不 能 随意 使 用 85.1 中 的 等 价 量 判 别 法 . 


习题 2671 研究 级 数 ysin (rzV 现 二 三 ) 的 收敛 性 . 
沁 王 上 
解 (概要 ) 利用 sin(z - nzr) = (-1)"sinz, 可 对 通 项 作 如 下 分 析 : 

sin (TVn2 十 12) = (一 "sin (FrVm2 十 2 一 mnT) 

立 从 和 (- 去 玫 一 一 )， 
然后 利用 sinz 当 |z| 充分 小 时 单调 , 可 见 当即 充分 大 时 可 以 用 莱 布 尼 欧 判别 法 知道 级 
数 收敛 . 将 通 项 取 绝 对 值 后 , 可 以 从 比较 判别 法 的 等 价 量 形式 知道 级 数 发 散 . 因此 本 题 
的 级 数 为 条 件 收敛 . 


TD)Ca 
习题 2672 研究 级 数 3 ~-- ”的 收敛 性 . 


有 二 下 


解 (分 析 法 ) 从 级 数 的 第 一 项 起 , 将 相继 的 同 号 项 组 合 ( 即 加 括号 ) 而 得 到 新 级 数 


帮 王 于 


2 三 二 
4 年 = -1- 二 - 雪 名 = 半 + 二 十 二 十 村 十 二， 
4 公 = (Di( 误 ce 一 
人 


如 果 能 够 证 明 |4x| 单调 递减 趋 于 0, 则 就 可 以 用 莱 布 尼 茨 判别 法 知道 新 的 级 数 收 敛 . 然 
后 再 用 命题 5.4 就 推出 原 级 数 收敛 . 它 当 然 是 条 件 收敛 . 
利用 积分 估计 (参见 85.1.7 的 习题 2655(a) 的 示意 图 ), 就 有 
(KE 二 1)2 有 (KE 十 1)2 一 1 dz 
| 鸭 全 全 1 台 


因此 为 了 建立 1481| 反 45， 上 
(KE 十 2)2 一 1 (KE 十 1)2 
从 加 <)| 8 | 衬 (< hl) 


(KE 二 1)2 一 1 们 12 


这 
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求 出 中 间 的 两 个 定 积分 , 并 利用 下 列 等 价 关 系 : 


(人 HT) <m( 人 让 ) 


< 全 2[(E+2)2 一 I< (TID2ET+ID2 一 车 
所 全 夺 二 4853 十 312 < 夺 十 453 十 512 十 2 


可 见 关于 >》 ,47x 为 莱 布 尼 欧 型 级 数 的 猜测 成 立 , 因此 本 题 的 级 数 收敛 ， 


大 一 1 


习题 2675 研究 级 数 》' 全 了 的 绝对 收敛 性 和 条 件 收敛 性 . 
也 一 工 
解 (概要 ) 这 是 一 个 基本 题 . 容易 看 出 , 当 六 > 1 时 级 数 绝对 收敛, 而 当 忆 < 0 时 级 
数 通 项 不 是 无 穷 小 量 , 因此 发 艇 
对 于 余下 的 情况 , 即 0 < p < 1, 从 菜 布 尼 欧 判别 法 知道 级 数 收 化 , 而 取 通 项 的 绝对 
值 后 , 可 知道 级 数 发 散 , 因此 原 级 数 为 条 件 收敛 


习题 2677 研究 级 数 》 Im [1 + -与 直 | 的 绝对 收敛 性 和 条 件 收敛 性 . 


九 一 2 


解 只 有 当 p > 0 时 级 数 的 每 一 项 才 有 意义 , 因此 不 需要 讨论 p 和 0. 

从 |mG+z|~|lzl(z 一 0) 可 知 p> 工 是 级 数 绝 对 收敛 的 充 要 条 件 . 

对 于 0<2 冬 1 可 以 采用 组 合 方法 . 记 级 数 通 项 为 au, 从 即 = 2 起 将 每 两 项 加 括号 ， 
则 对 于 m= 25 有 


ao 十 azk+l 一 mn [ 十 ] 十 ]m 1 一 El 


到 (OK+Dz (2 一 1 
= 了 [+ [22GRT17 |， 


Ooe 


于 是 当 Pp = 工时 aok 二 azk+l = 0, 可 见 >》 (oa 十 aak+i) 收敛 . 用 85.2.2 的 习题 
2657 的 结论 可 见 原 级 数 条 件 收 伍 . 全 

由 于 在 0<D< 工时 ， 

2 二 (bp2 = bz[ 人 + 广 ) -直人 一 oo 
因此 它 是 无 穷 小 量 . 于 是 对 于 郊 = 25 有 


mm+awv -和 一 oo)， 
儿 


因此 级 数 》 (aa 十 a2k+l1) 是 同 号 级 数 . 于 是 当 六 <DP<1 时 收 全 ， 而 当 0 < 2 和 亏 时 


2 
K 一 1 


发 散 . 从 习题 2657 可 推出 当 二 < 了 < 1 时 原 级 数 条 件 收敛 , 而 从 85.1.1 的 习题 554 可 
推出 当 0 < p 芯 六 时 原 级 数 发 散 . 
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习题 2683 研究 级 数 》 (一 ])” 本 


运 求 
oo 
全 


妈 王 


解 用 莱 布 尼 茨 判别 法 知道 级 数 


界 , 就 可 以 用 阿 贝 尔 判别 法 知道 本 题 级 数 收 敛 . 若 记 通 项 为 an, 则 有 |an| ~ 


此 该 级 数 为 条 件 收敛 


一 一 的 绝对 收敛 性 和 条 件 


收敛 性 . 


1)” 
1 


九 一 工 
3 


收敛 . 然后 利用 基 单调 


| 
双 而 ，。 


习题 2691 研究 级 数 》 sin mn2 的 收敛 性 , 


狼 宇 江 


解 (与 85.1.1 的 习题 2553 类 似 .) ) 
这 时 也 有 im sin( 十 1)2 = 0. 于 是 就 有 


sin(27 十 1) 一 sin[(2 十 J)? 
= 一 sin(m 十 1)2cosm2 一 


sin2 一 sin[(27 十 1 一 (272 一 车)] 


由 此 可 见 也 有 Jim sin(2n 一 J)=0， 于 是 又 可 推 


用 反 证 法 . 若 级 数 收敛 , 则 有 lim sinm2 = 0. 


人 一 性 人 


cos(m 十 sinmn2 一 0 (nm 一 co)， 


出 


一 Sin(27 十 1)cos(27 一 1) 一 cos(27 十 1)sin(27 一 1 一 0， 


原 级 数 发 散 . 


这 与 sn2 尖 0 相 矛 盾 . 因此 
习题 2692 设 


0Z 十 al12Z2P 开 十 :十 ap 
人 
为 有 理 函 数 , 其 中 ao 尖 0, 8 夭 0, 且 当 z > mo 时 |bozz 十 iz2 1 十 … 十 加 | > 0. 研究 
级 数 
>》 (-1D7"R(n) 
的 绝对 收敛 性 和 条 件 收敛 性 . 
解 “ 用 等 价 量 判别 法 , 从 |R(o)| ~ men 一 oo) 可 见 当 9 一 P > 1 时 级 数 绝 


对 收敛 , 而 当 g 一 p 入 0 时 级 数 发 散 . 

由 于 分 子 分 母 都 是 多 项 式 , 余下 
如 上 所 述 , 这 时 绝对 收敛 是 不 可 能 的 . 

正明 当 z 充分 大 时 函数 RR(z) 严格 单调 ( 见 


证 


只 有 do=2p+LIL 需 


要 讨论 . 
由 g =p+1 可 见 有 尽 (+eoo) = 0.， 又 可 以 
82.7.1 的 习题 1282), 因此 数列 尺 


m) (7 一 


70, 70 十 了 


道 级 数 


也 一 刀 0 


…) 当 交 充分 大 时 严格 单调 
m) 收敛 , 且 只 


(递增 或 递减 ) 趋 于 0, 从 而 用 莱 布 尼 蕊 济 


是 条 件 收敛 


上 别 法 知 
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习题 2693 研究 级 数 方 一 方 二 页 二 证 十 遍 一 识 十 … 的 收敛 性 


解 ”容易 看 出 当 min{z,q} > 工时 级 数 绝 对 收敛 , 而 当 min{fp,qa} 入 0 时 级 数 的 通 项 
不 是 无 穷 小 量 ， 二 
级 数 写 为 > NTT 产 与 于 本 7 了 之 和 , 就 可 以 看 出 当 0 < 9 < 1 < 2 或 


0<2p<1<d 时 ， ， 5 0 因此 原来 的 级 数 发 散 . 


余下 的 是 0< 2g 科 1 的 情况 . 又 不 难 发 现 , 当 0<2=4 乞 1 时 级 数 为 条 件 收敛 . 
冬 1 但 pz 夫 4 的 情况 , 可 以 直接 计算 级 数 的 前 2 项 之 和 . 将 它 


最 后 , 对 于 0 < P,d 
记 为 9 则 有 
工 工 工 工 
Sn=(1+ 击 + 人 


不 难 用 积分 来 估计 这 两 个 和 式 : 
1 d 有 /全 下 三 
人 中 (7 一 co)， 
1 1 1 | 宇 
yp 了 ee (7 一 co)， 


可 见 在 了 了 夭 d 时 ， im Son 为 无 穷 大 量 , 因此 级 数 发 散 . 


注 对 干 不 可 和 E 绝 对 收敛 的 变 号 级 数 来 说 , 它 能 否 收 敛 取 决 于 级 数 中 的 正 项 之 和 
量 . 参见 85.2.2 人 2702.1 及 其 证 明 . 


三 


与 负 项 之 和 是 否 是 等 价 的 无 穷 大 量 . 


习题 2696 (al) 证 明 : 级 数 


Sin Z 十 
在 区 间 (0,T) 内 收敛 而 不 绝对 收敛 . 


解 ”利用 恒等式 ( 见 82.1.4 的 习题 1024(b)) 
COS 本 一 cos(7 十 广 )z 
Sinz 十 Sn22 十 .… 十 Sinm2Z 一 -一 
2sin 广 


Sin 22Z Sin 32Z 
2 二 3 十 


| 


E (0,T) 时 关于 即 有 界 , 于 是 用 狄 利克 雷 判 别 法 知道 级 数 收敛 . 


可 见 这 个 和 在 (固定 ) z 


利用 
0 > sin270 1 cos277 
”0 27 2 
又 与 前 述 便 等 式 美 似 地 可 以 建立 全 等 式 
0 sin(27 十 ]) 二 
2Sin 2Z 


coS27 十 coS47 十 … 


明 它 在 ze (0,r) 时 收敛 ， 


狄 利克 雷 痢 别 法 证 


于 是 对 于 级 数 》` .os20 可 以 同样 用 
也 一 工 放 


此 可 知 级 数 》、 -mn 发散 , 于 是 原 级 数 为 条 件 收 全 


抽 生 疙 
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习题 2699 对 于 级 数 


Oo 


>》 .(-D?" 代 本 四 )( 


二 


定 出 : (a) 绝对 收敛 域 ; (b) 条 件 收敛 域 . 


解 1 若 7 是 负 整 数 , 则 级 数 只 有 有 限 个 非 零 项 , 当然 绝对 收敛 . 


对 其 他 情况 可 以 用 85.1.4 的 


可 见 当 g >2+1 时 级 数 绝 对 收敛 , 而 当 
对 于 p <g 乞 D 二 1 的 情况 , 昌 


项 5.3, 这 样 就 可 以 对 于 
0 ( 训 7) 和 一 oo) 


级 数 的 通 项 on 得 到 


4 乏 刀 时 级 数 通 项 不 是 无 穷 小 量 , 因此 发 散 . 


Q7m 十 1 本 
Qm 


三 江平 
因此 用 莱 布 尼 茨 判别 法 就 推 


公 十 1 十 妨 m 


解 2 (概要 ) 可 以 用 高 斯 关 


5.2.2 条 件 收 和 敛 级 数 的 性 质 


2705) 


对 于 一 般 项 级 数 , 首先 要 
》 an 为 绝对 收敛 或 条 件 收敛 是 按照 每 一 项 取 其 绝 


息 改 敛 还 是 发 散 来 定义 的 


日 于 当 冯 充分 大 时 级 数 为 交错 , 且 有 
D 十 1 TEN 
下 
一 全 十 o( 三 ) 7 一 co) 
4 级 数 收 人 而 且 是 条 件 收敛 级 数 . 
5.3 给 出 另 一 个 证 明 . 


(习题 2656-2658，2662-2663，2701 一 


绝对 收敛 概念 的 意义 . 收 义 级 数 


了 值 后 得 到 的 非 负 项 级 数 》 lan| 


也 一 | 


注意 条 件 收敛 级 数 的 一 些 特点 .(T) 在 这 样 


必定 既 存在 无 限 多 个 正 项 , 又 


存在 无 限 多 个 负 项 . (2) 若 将 上 述 无 限 多 个 正 项 和 无 限 多 个 信 负 项 分 别 组 成 两 个 无 穷 级 


数 , 但 不 改变 各 项 之 间 原 来 的 次 序 
2702.1 所 示 , 它们 (在 取 绝 对 值 后 
oo -co 型 的 不 定式 . (3) 如 
( 即 更 序 ) 后 的 部 分 和 数列 可 忆 


瑟 


闻 ， 则 人 而 且 如 下 面 的 习题 


量 . 原 级 数 的 部 分 和 必定 是 


本 


里 所 示 , 条 件 收敛 级 数 在 重 排 


达到 “要 什么 人 人 和, 的 地 为 读者 方便 起 见 , 下面 列 出 


在 较 一 般 意 义 上 的 这 个 定 到 


命题 5.5 ( 黎 曼 定理 ) 设 》 an 条 件 


有 下 列 性 质 : 


,其 证 明 可 在 很 多 教科 书 


收敛 , 则 对 于 给 定 


> 


的 c 和 6, 只 要 满足 条 


三 


-co 乏 a 和 8xX 和 +co, 就 必定 存在 一 个 重 排 级 数 》 af 使 得 


Jim 3, 一 ww 所 Im 31 =0. 


它 的 部 分 和 数列 {S?} 有 具 
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习题 2656 证 明 : 可 把 非 绝 对 收敛 级 数 的 各 项 在 不 变更 其 顺序 的 情况 下 分 别 组 合 
起 来 , 使 所 得 的 新 级 数 绝对 收敛 . 


解 关键 是 利用 级 数 的 部 分 和 数列 概念 , 特别 是 如 何 从 部 分 和 数列 恢复 出 原来 的 
级 数 . 加 
若 级 数 为 》 am 记 其 部 分 和 数列 为 {S*}, 则 在 组 合 后 的 新 级 数 的 部 分 和 数列 就 


是 {5,} 的 子 列 ( 参 看 85.1.1 的 习题 2554)， 若 将 这 个 子 列 记 为 {S,，}, 则 从 这 个 子 列 即 
可 确定 新 级 数 的 各 个 项 为 5, 5 - 3 ，…. 于 是 新 级 数 的 绝对 值 级 数 就 是 
19m| | 19m Spa| | 15ms Spa| 2 13 灵 一 9p。 ij| 0 (5.5) 
于 是 问题 就 成 为 ， 是否 能 够 找到 部 分 和 数列 {S*} 的 一 个 子 列 {5。》 使 得 级 数 
(5.5) 收敛 . 

以 下 对 数列 {Sn*} 用 柯 西 收敛 准则 . 由 于 该 数列 收敛 , 对 s = 1/2, 存在 正 整 数 i， 
当 m, 妹 >Dl 时 ,有 |Swm -Sn < 1/2. 这 时 无 论 pz > 7 如 何 取 , 总 能 保证 在 (5.5) 中 的 
第 二 项 |S5。 -Sn | < 1/2. 

然后 对 s = 1/4, 存在 正 整 数 pz > pl, 当 m,m > pa 时 , 有 15， - Su,| < 1/4. 这 时 无 
论 pa > pa 如 何 取 , 总 能 保证 (5.5) 中 的 第 三 项 |S。。 - Sn,| < 1/4. 

如 此 继续 , 就 可 以 取出 子 列 {S。), 使 得 (5.5) 中 的 第 郊 项 |S。 -9 ,| < 1/27 一 1 
. 一 2,3,…. ,从 而 (5.5) 是 个 收敛 级 数 ， 

这 表明 , 只 要 在 原 级 数 》 an 中 按照 {pn} 


末 二 击 


I 吧 
bi 


新 组 合 , 得 到 新 级 数 为 


(6 于 小 沪 珊 尖 二 人 @ 交 于 下 下 写 二 的 让 二 二 人 (07 下 下 二 全 基 二 2 ) 
则 该 级 数 绝对 收敛 . 
注 _ 本 题 的 结论 对 任何 收敛 级 数 都 成 立 , 只 是 对 绝对 收敛 级 数 不 必 重 新 组 合 了 . 


习题 2657 设 有 级 数 >》 an， 若 (a) 当 守 一 co 时 , 此 级 数 的 通 项 an 趋向 0; (b) 


说 二 中 


在 不 变更 其 顺序 的 情况 下 分 别 组 合 该 级 数 的 各 项 , 所 得 级 数 》 4n 收敛; (c) 在 项 


0 


Dm 二 1 一 工 


生 = 》 mL = 站 < 三 <…) 中 相 加 项 mi 的 数目 是 有 界 的 , 证 明 : 级 数 》` ov 是 
是 乱 二 并 
收 伊 的 


解 ”由 级 数 >》， 4 的 定义 可 知 , 若 记 汪 an 的 部 分 和 数列 为 {9"}, 则 问题 即 是 从 
也 一 工 天 二 寺 
{S。)} 的 一 个 子 列 {S。 1) 收敛 如 何 能 够 推出 数列 收敛 . 设 上 述 子 列 的 极限 为 S, 则 只 
要 证 明 9 一 9 (” 一 co). 
将 条 件 (c) 中 的 项 数 上 界 记 为 M, 则 对 给 定 的 s > 0, 从 条 件 (a), 存在 Wi, 当 
> Vi 时 有 |an| < s/2M. 
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然后 从 条 件 (b), 存在 Nz, 当 


第 五 章 ”级 数 


大 > Na 时 ， 成 也 
| 而 十 二 三 引 = 局 


KE 二 1 一 1 


玉 
5| < 三. 


于 是 只 要 取 N = max{pwi -1 Nij}j, 对 于 mn > N 的 3, 就 存在 上 > Na, 使 得 
Dh+1 入 见 和 pp+2 一 1 这 样 就 有 
[2o 一 引 二 | 二 十 几 一 可 芝 la 二 十 op- 一 避 二 loopsa 十 二 an| 
世 
么 155 一 | 十 MI 了 ij7 < 


这 就 证 明了 lim 5S， = 5. 
人 一 CO 


注 如 果 》 ， an 为 同 号 级 数 , 则 j 
就 可 以 从 其 一 不 子 列 收敛 推出 部 分 和 数列 收敛 


其 部 分 和 数列 单调 , 因此 只 要 利用 


81.2.6 的 习题 90 


忆 此 本 题 结 论 主要 用 于 交错 级 数 . 
于 原 有 的 位 置 不 超 


习题 2658 证 明 : 若 将 收 和 敛 级 数 的 各 项 重新 排列 , 使 每 一 项 离 3 
过 7m 个 位 置 (mm 为 预先 给 定 的 数 ), 则 级 数 的 和 不 变 . 


解 设 原 级 数 为 》 an, 其 部 分 和 数列 为 8 (mn = 1,2,…:). 又 将 重 排 后 的 级 数 的 


天 一 并 
部 分 和 数列 记 为 90 (mn = 1 2,……)， 


根据 条 件 , 当即 > 冯 时 ,在 S =ai 十 十 an 中 的 前 半 一 mm 项 , 即 ai ,an mm 
一 定 在 3' 的 被 加 项 之 中 , 即 没有 被 更 换 . 
不 妨 设 5 中 的 其 余 mm 项 在 重 排 后 为 原 级 数 中 的 au ,an 项 所 更 换 , 且 有 
<71<.…<7m: 这 是 在 3， 中 的 后 mm 项 完全 被 更 换 的 情况 . 于 是 可 以 估计 
185 一 5 和 甩 lan -mil 十 :十 on 十 |om| 十 :十 |anm|， 


则 就 得 到 |S。_ 5"| < 2me. 


由 于 on 一 0 (人 一 co), 对 给 定 的 s > 0, 存在 N， 


AI 


除了 上 述 极端 情况 之 外 , 另 一 个 极端 是 在 5n 中 


变更 ), 此 外 还 有 介 于 两 个 极端 之 间 的 情况 . 可 
估计 式 仍 然 成 立 . 这 样 就 证 明了 两 个 部 分 和 数列 的 极限 相同 . 
牛 收敛 级 数 有 惊人 的 黎 曼 定理 , 但 级 数 的 和 在 “有 贡 
制 ? 的 重 排 千 扰 下 仍然 保持 不 变 . 换言之 , 能 够 改变 级 数 和 的 重 提 


注 本 题 表 明 , 虽然 对 于 条 


有 > 时 有 |akl < <. 令 风 > NT 


的 后 mm 项 没有 更 换 (但 可 以 有 次 序 


以 看 蝇 


,对 于 所 有 其 


他 情况 , 上 面 所 得 


各 项 在 重 排 前 后 的 位 置 之 间 的 距离 无 界 . 上述 记 


(2003), 57 页 ( 


三 AR (12 和 
习题 2662(a) 已 知 》， 和 =Jn2. 将 该 级 数 
从 二 水 
人 


求 此 级 数 的 和 . 


朋 , 288 页 ). 


了 


的 


所 必须 满足 的 条 件 是 : 
FE 明 参考 了 美国 数学 月 刊 的 第 110 卷 
译文 见 数学 译 林 的 第 23 卷 (2004), 第 3 


的 各 项 重 排 , 得 到 下 列 级 数 : 
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解 1 分 析 重 排 级 数 的 前 3n 项 之 和 593. 观察 从 头 开始 的 每 三 项 一 组 , 就 可 以 看 出 
其 规律 ; 


己 人 
53n 一 1 十 可 一 王 + 十 而 -3 机 2T -有功 
人 
= (1+ 言 + + +) ( 坦 + + 到 
47 
一 二 
二 之 -天 去 (1+ 计 : 二) 于 (1 元 十 下 
和 一 二 
若 记 1 十 二 十 … 十 二 = cn, 则 从 题 中 提供 的 已 知 级 数 和 ( 见 85.2.1 的 习题 2661) 有 
ER ee 
1 一 记 十 可 一 : 2TT+ 及 
二 于 1 于 二 考 EE 
(1+ 去 + + 翅 ) 2( 计 + 于 + + 翅 ) 


| 


oo2n 一 an 一 2 (7 一 oo). 


0m 


93n 二 0O4m 一 总 ozm 一 字 


二 (adn 一 aon) 朱 半 (cz 二 on) 二 六 号 In2 (7 二 oo). 


解 2 可 以 直接 用 关于 欧 拉 常数 的 公式 ( 见 81.2.3 的 习题 146): 


1 十 可 十 … 十 二 一 mmaTC+o0) (2 一 co)， 


则 就 有 


0m 


工 
2 
一 jn(47m) 一 了 ln(27) 一 过 In7 十 ol) 


93n 二 04m 一 总 oon 区 到 


一 In4 一 到 上 n2 二 ofl) 一 号 jn2 (7 一 co). 
注 _ 由 于 本 题 中 的 重 排 前 和 重 排 后 的 级 数 和 不 同 , 因此 如 习题 2658 的 结论 所 示 ， 
如 果 将 原来 处 于 第 交 位 置 的 项 在 重 排 后 的 位 置 记 为 /nm), 则 |m - mo)| 一 定 是 无 界 的 . 


一 1)25 一 
例如 , 对 于 本 题 的 m = 状 位 的 项 已 , 有 tn) = 3k, 可 见 In 一 (oj| 一 太 它 确 
实 是 无 界 的 


习题 2701 知 级 数 an 收敛 且 im 各 一 1 则 可 和 否 断定 级 数 >》 加 也 收敛 ? 
也 一 工 的 
[(-D" 1 


汪汪 


鸡 三 冰 


研究 例子 : 》， -元 
天 二 直 


解 ”如 本 节 开始 所 述 , 对 一 般 项 级 数 的 回答 是 不 能 . 为 此 只 要 举 出 反例 .除了 本 是 

提供 的 明显 例子 之 外 , 在 《习题 集 》 中 还 提供 了 其 他 例子 , 例如 85.2.1 的 习题 2670， 

其 通 项 为 -一 全 芒 ” (mn > 3), 级 数 发 散 , 而 用 与 这 个 通 项 等 价 的 -全 芯 ” 为 通 项 构成 
CE 万 


的 级 数 却 是 收敛 的 (用 莱 布 尼 茨 判别 法 ). 


4 
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注 “ 再 次 指出 , 对 于 一 般 项 级 数 不 能 随意 使 用 
这 是 初学 者 最 容易 犯 的 错误 之 一 . 
习题 2702.1 设 》' an 是 非 绝 对 收敛 级 数 ， 
二 
过 |oi| + ai [oj| 
证 明 
lim 一 ”一 1 


亿 


85.1 中 对 同 号 级 数 的 等 价 量 尖 


六 


解 ”从 定义 可 见 , 疡 , 就 是 题 设 级 数 的 前 交 项 ， 


的 非 负 项 之 和 ，Nn 就 是 级 数 的 前 刀 


项 中 的 非 正 项 之 和 再 乘 以 -1, 因此 它们 与 级 数 的 育 
on 一 局 一人， 
由 于 题 设 级 数 为 条 件 收敛 , 因此 就 有 


1 7 项 之 和 95" 有 以 下 关系 : 


十 Nm) = 十 oo， 


三 | 
大 上 ER 


lim ( 忆 一 Mn)=59，lim(P 
其 中 S 是 级 数 的 和 . 
由 此 可 见 , 当 ?7 一 co 时 , 已 和 N， 都 是 正 无 穷 
im 疡 ,= lim 二 [(P, + Na)+(P 一 Nnj]= +oo 
5 
然后 就 可 以 得 到 
人 


习题 2702.2 证 明 : 对 于 每 一 个 p > 0, 级 数 


(一 1)?2+1 


7 
和 三 小 


的 和 在 亏 与 工 之 间 . 


| 


解 1 

2n-1 三 92n-3 

可 见 {192_1} 严格 单 
现在 考虑 


记 级 数 通 项 为 an， 
十 Q2m 


芽 


2 


大 


于 91 = al 三 1 


Ooe 


im 于 [(P,+N) (PN = +oo， 


一 记 


了 分 和 数列 为 S。 (2 = 1 2,…), 则 对 每 个 风 有 
十 an 1 三 92 3 一 (|azn 2z| 一 |azn il) < 592 3， 
此 级 数 和 0 一 lim 5921<< 工 . 


六 


二 


亿 


Q1 十 >》 (aak-2 十 Q4K_1 十 ad4K 十 Q4k1). 


开 一 1 


记 jz) 
F(z) 为 严格 凸 函数 . 于 是 对 大 = 1,2,……: 有 
上 1 


访 ， 则 有 庆 (z) = -pz-z-1 jz) = p(D 十 1)Z-P2， 


] 
人 


2 


> 《7 
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这 样 就 有 
于 1 | 2 人 二 EL 
Sotl>1l+(- 达 + 而 )+( 65 页 ) F( 人 
1 
令 刀 一 co, 得 到 
1 2 
>1 一 更 ?全 7> 用 TT 
由 于 最 后 一 个 表达 式 是 p (> 0) 的 严格 单调 递增 函数 , 因此 只 要 令 p = 0 代入 即 得 到 
1 
9 > 万 . 
解 2[31] 记 级 数 和 为 S, 则 有 
四 | 
一 工 ( 遍 玉 ) (于 清和 ) 
可 见 9 < 1 
另 一 方面 有 


1 1 1 1 1 
人 
与 解 1 一 样 利 用 /z) = 1/z2 为 严格 凸 函 数 , 于 是 就 有 27(2n) < 727 一 1 二 2 十 1)， 
也 就 是 F(27 -1) - /2m) > 2m) -2m 十 1 


这 样 就 得 到 
1 1 1 1 1 1 1 
二 更 > 更 豆 , 本 -> 页 
1 二 1 有 
(27 一 1J1)Z (27m)2 (27m)2 (27. 十 1)2 
因此 有 
ER 1 1 
5 3 一 订 让 (机 一 训 证 人 De 
=1-5， 
所 以 得 到 S > 可. 
本 人 人 
习题 2703 (a) 在 级 数 2 本 应 取 多 少 项 来 计算 级 数 的 和 , 方 可 使 其 精 


度 达 到 =s = 10-5? 


解 对 于 革 布 尼 获 型 级 数 》`(_1)"-1b。( 即 满足 彝 布 尼 欧 判别 法 的 条 件 的 级 数 ) 
{} 是 单调 递减 趋 于 0 的 非 负 逆 列 , 因此 从 
局 一 (一 oa 十 br 一] 
= (一 1)"+1[b 1 一 (2 一 ps) 一 …] 
一 (一 DJP?+I[( 一 Do) 十 (ps 一 加 十 
由 此 可 见 有 0 < (一 "+1R。 < jn4a 特别 是 有 |Ru| < 加 +. 这 表明 : 余 项 的 符号 与 其 
所 含 的 第 一 项 相同 , 而 其 绝对 值 不 超过 该 项 的 绝对 值 . 于 是 对 本 题 就 有 


274 第 五 章 级 数 


六 相 妥 二 
( 另 十 1)2 十 1 
可 见 取 多 一 105 即 可 使 得 |Raioe| KR 10-6. 


本 
人 


注 “由 这 个 例子 可 见 , 对 于 条 件 收 和 敛 级 数 来 说 , 有 可 能 要 取 非 常 多 的 项 相 加 才能 得 
到 合乎 精度 要 求 的 近似 值 . 对 本 题 的 级 数 来 说 , 用 计算 机 得 到 以 下 三 个 结 
5S104 六 0.4408675，5Sios 0.440 9125，5S106 0.440 9170. 


与 用 Mathematica 得 到 的 0.440917474 比较 , 可 见 RR < 1]n 的 估计 是 比较 准确 的 . 


习题 2703(p) 在 级 数 2， 各 中 应 取 多 少 项 来 计算 级 数 的 和 , 方 可 全 
到 = =10-5? 0 


六 
浊 
作 


解 ”本 题 是 非 莱 布 尼 茨 型 的 变 号 级 数 , 其 误差 估计 可 以 / 


了 阿 贝 尔 变换 来 得 到 ，( 阿 
贝尔 变换 是 教科 书 中 导出 阿 贝尔 判别 法 和 狄 利克 雷 兴 


j 别 法 时 所 用 的 主要 方法 .) 
首先 要 估计 4 = sin(m 十 1 十:… 十 sin(m 十 丰 ). 仿照 对 》， sin 大 的 求 和 方法 , 有 


[ 


K=1 
2sin 方 :处 =2sin 广 .in 二 ID) 十 十 sn 十 人 
1 3 1 1 
加 (cosn | ) cos(m 艺 )) 村 ( cos 上 天 本 cos( 几 十 开 二 )) 
一 cos(7 十 到 ) - cos(m 十 大 十 )， 
因此 有 |4i| 乏 一 上 = M s 2.086 
Sin 广 
记 级 数 通 项 为 an, 然后 就 可 以 用 阿 贝尔 变换 估计 如 下 : 
sin(2 十 1) ，sin(n 十 2) sin(7 十 D) 
an 1 十 .十 an = 一 -一 一 十 一 -一 一 十 .十 一 -一 一 一 
汪 V 了 十 工 V 了 十 2 V 隐 十 了 
二 4 站 
V 了 见 十 工 岂 .十 2 V 隐 二 了 
1 1 | 1 人 4 
=4i( 妆 ) + 4 汪 )+ 一 全 
多 十 工 九 十 2 人 V1 十 D 一 工 V1 十 2 你 十 2 
F 是 就 有 
ZI 
|a 加 5 am 十 p| vVmTT 
最 后 令 P 一 co, 就 得 到 |Rn| < 下， 
为 了 满足 题 设 的 精度 要 求 , 从 一 妾 一 < 10-5 即 可 解 出 彤 > M2 .1012 六 435 x 
V 了 十 | 
1012. 


注 为 了 观察 上 述 余 项 估计 与 实际 误差 之 间 的 差距 如 何 , 不 妨 将 精度 要 求 改 为 
10-&, 其 中 取 天 = 1,2,3, 然后 作 一 些 实际 计 算 . 这 时 不 难 用 m 交 4.35 x 102 计算 出 级 数 
的 部 分 和 分 别 为 
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1.015 25，1.046 10，1.043 55， 
可 见 上 述 余 项 估计 还 是 比较 准确 的 . 


习题 2704 证 明 : 若 把 级 数 
下 
2 
的 各 项 重 排 , 使 依次 P 个 正 项 的 一 组 与 依次 g 个 负 项 的 一 组 相交 替 , 则 新 级 数 的 和 为 


mn2 十 二 卫 . 
2 9 


解 将 重 排 后 的 级 数 再 作 重 新 组 合 ( 即 加 括号 ): 将 前 p + dg 个 项 之 和 记 为 41, 然后 


Ooe 


将 接 下 来 的 p 二 个 项 之 和 记 为 42, 如 此 继续 下 去 , 则 只 要 求 出 》 4 的 和 (同时 证 


排 后 的 级 数 收敛 , 中 有 相同 的 和 (参见 习 


运 


| 中 


了 收敛 性 ), 然后 用 前 面 的 习题 2657 就 知道 
题 2657 的 证 明 ). 

气 有 

由 于 4 十 ，… 十 4 就 是 重 排 前 的 级 数 》` 忆 芒 


也 


正 项 和 前 ma 个 


到 
亚 
号 
人 
蕊 


也 一 1 
负 项 之 和 , 因此 就 可 以 计算 如 下 (其 中 记 om 为 调和 级 数 的 前 双 项 之 和 ) 
兰 二 1 本 本 
三 人 
= (1+ 计 十 言 二 到 + | 0 志 ) 
(到 + 并 : + 元) 
2 2mrg 


1 
二 0O2mp 一 了 了 np 了 cna 
一 In(2mp) 一 部 ln(mp) 一 本 Imn(nzd) 十 of]) 
2 
其 中 利用 了 on = In +TC+old) (2 一 co)，C 是 欧 拉 常数 , 但 并 不 需要 知道 它 的 数 
值 . 


一 m2 十 广 也 全 (7 一 oo)， 


习题 2705 证 明 : 若 改 变调 和 级 数 
1 1 1 
1 十 三 十 可 十 下 十 …，' 
的 部 分 项 的 符号 , 使 得 p 个 正 项 之 后 跟随 着 g 个 负 项 (p 夭 q), 但 不 变更 原来 的 顺序 ， 


可 


虽 此 级 数 仍 是 发 散 的 . 仅 当 ?> = 9 时 得 到 收 和 敛 级 数 . 


演 


解 首先 作 重 新 组 合 ( 即 加 括号 ), 将 前 ?+ ad 个 项 相 加 记 为 41, 将 接 下 来 的 pP+q 
个 项 相 加 记 为 4, 如 此 继续 , 则 得 到 新 的 级 数 》 4,. 其 通 项 为 


芒 二 下 
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5 1 1 
” -DO+gT+1 人--1D+9dq 二 DP 
1 1 
-DO+O+D+L mL(P 十 9) 
了 一 co) 
D 二 9 7 


可 见 当 头 9 时 , 以 4 为 通 项 的 级 数 是 同 号 级 数 , 从 而 上 述 等 价 关 系 即 可 推出 该 级 
数 发 散 . 然后 从 85.1.1 的 习题 2554 (的 逆 否 命题 ) 推出 在 重新 组 合 之 前 的 级 数 发 散 . 
对 于 p = 9, 可 用 狄 利克 雷 判别 法 . 由 于 级 数 


下 刺 于 填写 和 于 于 二 二 二 二 三 二 生平 5 二 
一 一 一 一 
2 项 2 项 


的 部 分 和 有 界 , 又 因为 当 一 co 时 , 二 单调 递减 趋 于 0, 可 见 级 数 收敛 
注 对 于 = 4 的 情况 , 从 级 数 的 第 一 项 开始 将 相继 的 p 项 组 合 在 一 起 , 就 可 得 到 
一 个 莱 布 尼 茨 型 的 级 数 , 因此 收敛 


5.2.3 ” 补 注 (习题 2690) 
由 于 此 题 有 特殊 困难 , 因此 放 在 这 里 讨论 


习题 2690 研究 级 数 》 3 有 LS 的 绝对 收敛 性 和 条 件 收敛 性 . 


和 


解 1 对 通 项 的 分 子 用 积 化 和 差 公 式 得 到 
sinm sinn2 一 村 [costna 一 D) 一 cos( 人 +Dm 
于 是 即 可 知道 关于 7 成 立 不 等 式 : 
|sinl.sn1 十 sn2.sin2 十 十 snn sn sl 
因此 用 狄 利克 雷 判别 法 知道 级 数 收敛 ， 
为 了 判定 上 述 收敛 完 竟 是 绝对 收敛 还 是 条 件 收敛 , 可 以 对 绝对 值 级 数 作 如 下 讨 


论 吕 . 


取 6 > 0 充分 小 , 使 得 f-25 > 3. 于 是 对 每 个 正 整数 忆 , 区 间 (Er 二 0 (E+1)r 一 0) 的 
长 度 大 于 3, 因此 其 中 至 少 有 三 个 整数 (至 多 也 就 有 四 个 整数 ). 将 它们 记 为 mm 一 1,m,m 十 1， 
则 |sin(” - 1 |sinm|, | sn(m + DTT)| 均 大 于 sin 6. 

接 下 来 可 以 证 明 在 |sin(nz - 1)?|, | sinm2l,， |sin(n 十 1)2 中 间 至 少 有 一 个 大 于 sin 0. 
用 反 证 法 , 若 这 三 个 数 均 小 于 等 于 sin 6, 则 就 有 三 个 整数 操 , Ka, ja, 使 得 
人 -12 有 On2 一 jx (二 12 一 ja 十 0， 
有 |51| < 6, |0z| < 5, |03| < 6. 这 样 就 有 
2 一 (人 一 1 十 (2 十 一 202 一 (Ki 十 ja 一 262) 工 十 (01 十 603 一 202). 
。 @ 在 新 版 的 《习题 集 》 中 特别 指出 本 题 不 必 讨论 其 绝对 收 剑 性 , 但 这 样 一 来 也 就 不 能 判定 级 数 的 收 钱 是 
否 是 条 件 收敛 了 . 实际 上 这 个 问题 早 在 [6] 中 就 解决 了 , 即 解 1. 
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由 于 |6: 二 63 一 202| < 46, 而 6 > 0 充分 小 , 因此 上 式 右 边 或 者 是 个 绝对 值 充 分 小 的 数 
( 若 入 十 ja 一 2k2 =0), 或 者 是 与 区 的 某 个 整数 倍 充分 接近 的 数 ( 若 后 十 ia 一 252 天 0)， 
从 而 等 式 不 可 能 成 立 . 

于 是 就 可 以 对 每 一 个 正 整数 上 找到 级 数 中 相继 的 三 项 , an 1，an， an+l, 使 得 它们 
的 下 标 在 区 间 (Er 十 5,(E+ITr- 0) 中 , 而 且 满足 


lo 1 二 az| 十 |an+ 


由 此 可 见 , 对 于 正 整 数 NW, 就 有 


INV 
>》， on| 人 Sin2 二 


mm<(N 二 1)T 7 一 工 
可 见 绝对 值 级 数 发 散 . 因此 本 题 的 级 数 为 条 件 收敛 . 
解 2 只 证 明 绝对 值 级 数 发 散 到 . 
在 平面 的 单位 圆周 上 考虑 4 段 短 弧 , 它们 的 角度 为 (一 5 种 十 下 = 0.12,3， 
其 中 取 5 满足 0 < 5 < 工 了 羡 . 
考虑 绝对 值 级 数 中 的 下 列 6 项 之 和 : 4x = |a6ki| 十 |a6ek+al 十 … 十 |aek+6|. 将 它 
们 的 下 标 妈 等 同 于 单位 圆 上 的 点 (cosm,sinm), 则 可 看 出 , 如 果 有 一 个 下 标 妈 落 在 上 述 
4 段 短 弧 内 , 则 接 下 来 的 三 个 下 标 一 定 不 会 落 在 这 4 段 短 弧 内 了 . 于 是 可 见 在 6 个 下 标 
或 者 前 三 个 下 标 都 不 在 这 4 段 短 弧 内 , 或 者 总 有 接连 的 其 他 三 个 下 标 不 在 这 4 段 短 弧 
内 . 将 它们 记 为 于 -1 mw, 允 十 1. 这 时 就 有 
|sin(m 一 1 >6, |sinz|>0, sin(m 十 1 立 0, |cosm| 过 0 


sin20 
(上 十 1)T 


V 


F 是 有 


0 ， 分 。 2 机 全 
4 之 请 TEIlsin 一 必 | 二 |1sin7m | 十 |sin(m 十 1 上 ， 
取 数 wo > 0 充分 小 , 使 得 满足 = V1--a2cosl--asinl > 0, 则 或 者 |sinm2| > w， 
或 者 | sn mn?| < a. 对 于 后 一 种 情况 , 有 


|sin( 人 一 1 十 |sin(m 二 13 >|snm 一 1 一 sin( 人 十 1 三 2|cos(22 二 1)sin27m| 


> 4(|cosn2|l .cos1 一 |sinm2| .sin1) :|sinm| :|cosm| 


令 C =minfa6,4062}, 则 就 有 4 
证 明了 绝对 值 级 数 发 散 . 


. 由 于 这 对 每 个 正 整 数 丰 成立 , 这 样 就 已 经 


@ 这 个 解法 是 刘 嘉 茎 教授 提供 的 . 


278 第 五 章 ”级 数 


85.3 级 数 的 运算 (习题 2706-2715) 
内 容 简介 “本 节 是 级 数 之 间 的 求 和 运算 与 求 乘积 运算 . 
级 数 > 与 级 数 > 的 和 定义 为 逐 项 求 和 得 到 的 级 数 | an 十 如 ), 在 前 两 
个 级 数 均 收 伍 时 ,作为 它 行 的 和 的 第 三 个 级 数 也 收敛 , 且 成 立 下 列 等 式 : 


> om 十 》 有 一 > 十 b). 
和 一 小 诉 一 二 郊 一 芋 


关于 级 数 > ou 与 级 数 ”bn 的 科 积 则 要 复杂 得 多 . 它 有 多 种 定义 方式 但 在 本 
节 中 上 只 考虑 柯 机 乘 积 即 定义 


ooe ooe ooe 
> an ， > on 一 > Cn， 
钴 宝 狂 三 二 旦 盖 沁 


其 中 
cn 一 Qlb 十 ab 1 十 … :十 anbl. 
根据 梅 尔 滕 斯 定理 , 当 两 个 收敛 级 数 中 至 少 有 一 个 为 绝对 收敛 时 , 它们 的 柯 西 乘积 
级 数 收 敛 , 上 且 上 述 等 式 成 立 (参见 [15] 第 二 卷 的 389-392 小 节 ). 


习题 2706 若 两 个 级 数 ，(a) 一 个 收敛 , 而 另 一 个 发 散 ; (b) 两 个 都 发 散 , 则 关于 这 
两 个 级 数 的 和 可 下 何 种 断言 ? 


解 (a) 这 时 可 以 肯定 : 两 个 级 数 的 和 是 一 个 发 散 级 数 @. 
用 反 证 法 . 例如 设 》` an 收敛 , 》` in 发 散 , 而 它们 的 和 》 `(an 十 加) 收敛 , 则 就 有 


区 省 站 二 于 9 斌 汗 


中 二 二 [二 的) 二 和 十 (十 加 一 (二 十 on， 


然后 令 一 co, 由 于 右边 的 两 个 部 分 和 分 别 有 极 限 , 因此 就 导致 级 数 》 pw 收敛 的 结 


的 天 二 
论 , 这 与 条 件 矛 盾 . 


(b) 这 时 它们 的 和 可 以 发 散 , 也 可 以 收敛 . 
前 者 的 例子 是 级 数 
二 江 玉 和 三 和 于 2 
与 自身 相 加 , 所 得 的 和 是 级 数 2 -2 十 2 一 2 十 .… ,仍然 发 散 . 
后 者 的 例子 是 级 数 
1 一 1 十 1 一 1 二 与 -1+1 一 1+1 
它们 的 和 是 0+0 上 +0+0+.…, 即 每 一 项 等 于 0 的 收敛 级 数 . 


@ 这 在 85.2 中 已 多 次 使 用 (例如 见 85.2.1 的 习题 2666 等 ). 
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7 


本 Ce Oo _1n 
习题 2711 证 明 : 方 :》 性 1 
效 冯 由 久 = 修 


过 


解 根据 级 数 的 柯 西 乘积 定义 , 有 co =1.1=1 而 对 风 > 0 则 有 


CE 人 2 
一 了 困 人 
三 [Cg 一 C 二 二 (DC 十 二 ( 一 DC 
于 (1 一 1)”，, 就 可 以 知道 cv = 0. 于 是 柯 西 乘 积 级 数 为 1+0 二 0 二 …: = 1. 
注 根据 81.5.7 之 4 的 习题 611(b), 本 题 的 级 数 乘积 等 式 就 是 e.e-1 = 1. 


习题 2713-2714 涉及 两 个 莱 布 尼 茨 型 级 数 的 柯 西 乘积 . 这 方面 有 下 列 的 一 般 性 命 
( 兄 辐 ) 


用 二 项 式 定 青 


五 
洋 


命题 5.6 ( 普 林 斯 海 姆 定理 ) 设 {c*} 和 {o} 均 为 单调 递减 趋 于 0 的 数列 , 记 级 


数 》`(-UD"-la = 4 和 (-D"-lbn = 了 的 柯 西 乘积 级 数 为 》`(-1)"-lcw, 其 


我 = RS 


禾 三 二 


cn 一 olbu 十 oa 1 十 十 onb 则 >》 (-D” ren 收敛 等 价 于 下 列 的 两 个 条 件 的 每 一 


六 二 革 
个 : 


(a) lim cn = 0; 


(bj lim an(i 十 :十 tr)=0 和 1jlin (ai 十 … 十 an)pn =0. 


解 条 件 (a) 显然 是 柯 西 乘 积 级 数 收敛 的 必要 条 件 . 下 面 证 明 它 也 是 充分 条 伯 
将 题 中 的 三 个 级 数 的 部 分 和 分 别 记 为 4 Ba。 和 Cn, 则 有 


Cu 一 cl 一 cz+cs 一 … 十 (-1D7" lcn 
一 alb1 一 alb2 十 alb3 十 …: 十 (一 1 aibn 
一 Qa201 十 Q202 十 :十 (一 ]” abn 1 
十 a3sb1 十 …， 1) ”aaspn -2 
十 (一 1 anbl 
一 aiB -aoB，1+asB 一 … 十 (1 IanB1. 
于 是 有 
IC -4BI=|(aiBn 一 apB +asB， 一 … 十 (-D" ianBI) 
(al 一 aa 十 as 一 …: 十 (-17" lan)B| 


=|ai(B, 一 ) 一 aa(B 1 一刀) 二 十 (-D" Ian(Bi 一 互 )|. 


上 于 级 数 》 (- JTJ" -1bn 是 莱 布 尼 茨 型 级 数 , 因此 其 余 项 估计 满足 下 列 不 等 式 @ 


站 


Q@ 参见 85.2.2 的 习题 2703(a). 
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[Ri 三 上 辐 一 Bi 和 甩 多 1 所 及 (=1 2 
从 而 就 有 
IC 一 .47 呈 世 ait 十 ab 1 十 .十 anbl 一 cn， 
因此 若 有 条 件 cu, 一 0 (” 一 co), 则 就 得 到 
lian_ 台 站 一 in_ 4) 忆 = 4B. 


对 于 条 件 (b), 只 需 ;要 证 明 它 与 条 件 区 ,) 等 价 即 可 . 

若 条 件 (a) 成 立 , 则 利用 {a,} 和 {b} 为 单调 递减 的 非 负数 列 , 就 有 
0 芯 an( 人 (bo 十 十 :十 加 ) 世 anbl 十 an lb 十 .十 albn 一 cn 
0 芯 (al 二 aa 十 :十 an)bon 所 alpn 十 ap 1 十 .十 anbl 一 cn， 


可 见 条件 (b) 成 立 . 
反之 , 若 条 件 (b) 成 立 , 则 有 


0 芯 c2n 三 Qlbon 十 azbon 1 十 :… 十 anbn+l 十 anlpn 十 :十 ao2nb1 
过 (al 十 :十 am) 十 an(D 十 十 加 )， 
0 科 czn+1 三 Qlbon+1 十 Q2b2n 十 … 十 Qnpn+2 十 Qn+lbon+l 十 an+2p0n 十 :… 十 Q2n+lpl 
入 (al … 十 an)pn 十 an+lgn+Hl 二 an(bl 十 .十 pp)， 
可 见 当 一 co 时 就 有 cn 一 0. 
习题 2713 证 明 : 收敛 级 数 


的 平方 是 发 散 级 数 . 


证 明 这 时 柯 西 乘积 级 数 的 通 项 不 趋 于 0. 


焊 


解 从 命题 5 6 的 条 件 (a) 知道 , 只 


写 出 》 cv 的 通 项 为 
洒 二 二 
一 (_Tn=i 1 人 
人 。 RE + -下 )， 


然后 用 平均 值 不 等 式 , 对 于 大 = 1 … 几 有 VR (R 二 T 二 朵 < 工艺 上 , 因此 得 到 


|cn| 郊 -一 之 1， 
可 见 级 数 》` cn 发 散 
入 
习题 2714 证 明 : 下 面 两 个 收敛 级 数 
ce9 刀 一 1 
aw>0) 及 0 (GO > 0) 


上 


的 乘积 当 aw 十 O > 1 时 是 收敛 级 数 , 而 当 w 十 < 1 
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命题 5.6 的 条 件 (b) 较为 方便 
对 于 
1 1 1 
若 8 > 1 则 上 式 括号 内 的 和 式 有 上 界 , 因此 当 亲 7 一 co 时 的 极限 为 0 
若 8 芝 1 则 由 于 
n+1 dz 人 dz 
ea 
因此 有 
1 1 水 
和 + 方 =O 人 RE) 一 oo) 
于 是 得 到 


1 1 1 1 
京 4+ 证 +…+ 方 )=0( 到) (7 一 co)， 
综合 以 上 ， 可 见 w+B>1I 和 是 lim 


au 二 (1+ 十 + + 上 矶 ) =0 的 充分 必要 条 件 
7 
由 对 称 性 可 见 ，a 十 8 > 1 也 是 lim 三 (1+ 志 +…+ 忘 ) =0 的 充分 必要 
条 件 
于 是 从 命题 5.6 的 条 件 (b) 就 知道 当 aw+6 > 工时 柯 
时 柯 西 乘积 级 数 发 散 . 习题 2713 就 是 a = 8 = 


乘积 级 数 收 全 ,而 当 a 十 
二 的 特例 ， 
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85.4 函 数 项 级 数 (习题 2716-2811.2) 


内 容 简 介 ”本 节 的 习题 可 分 为 以 下 部 分 : 函数 项 级 数 的 收敛 域 计 算 , 函数 序列 与 函 
数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 及 其 应 用 . 在 补 注 小 节 中 介绍 一 些 理论 问题 和 黎 曼 引 理 的 应 用 . 


了 


5.4.1 ”函数 项 级 数 的 收敛 域 计 算 (习题 2716-2740) 


这 里 的 习题 仍然 是 讨论 逐 点 收敛 问题 , 因此 与 85.1 和 85.2 中 的 习题 在 方法 上 没有 
区 别 , 只 是 在 观念 上 有 所 不 同 . 这 里 的 级 数 通 项 是 茶 个 或 几 个 变量 的 函数 , 在 收敛 的 情 
况 下 , 级 数 的 和 就 成 为 变量 的 函数 . 因此 本 小 节 的 问题 就 是 确定 用 无 穷 级 数 表示 的 函数 
的 定义 域 . 这 与 85.1 和 85.2 中 含有 参数 的 级 数 题 实际 上 是 一 样 的 , 只 是 在 函数 项 级 数 的 
通 项 中 也 还 可 以 含有 参数 . 


习题 2717 求 函数 项 级 数 》`- 导 了 (于 二 全 】 的 绝对 收敛 域 和 条 件 收敛 域 
也 一 
解 当 z = 一 1 时 级 数 通 项 无 意义 , 不 必 讨 论 


记 级 数 通 项 为 ov 令 v= 了 了 于, 则 当 |w| < 工时 有 


2 


lim 
可 见 当 lu < 工时 级 数 绝对 收敛 , 而 当 |v| > 工时 级 数 通 项 不 是 无 穷 小 量 , 因此 发 散 . 容 
易 看 出 v = -1 是 不 可 能 的 , 而 必 = 工 对 应 于 z = 0, 这 时 级 数 为 条 件 收敛 


将 不 等 式 |u| = 1 < 1 改写 为 上 ~ z| < |L+z|, 然后 两 边 平方 , 就 可 解 出 
z > 0. 因此 就 得 到 结论 : (1) zx > 0 时 级 数 绝对 收敛 ; (2) zx = 0 时 级 数 条 件 收敛 ; (3) 其 


他 情况 级 数 发 散 . 


am| 二 上， 


习题 2723 求 函 数 项 级 数 》 刀 Sm 02 (9g > 0,0 < z < 如 的 绝对 收敛 域 和 条 件 
也 一 工 
收敛 域 


解 ” 本 题 除 了 变量 z 之 外 , 还 含有 两 个 参数 p 和 9. 

记 通 项 为 ww(z). 当 g >2p+I 时 , 从 lun(zj| 和 二 ,可见 级 数 在 0 < z << 元 上 乡 
对 收敛 . 

当 d 乏 pp 时 lun(z)| ~ mn2-9sinnz|l (2 一 co)j, 不 是 无 穷 小 量 , 因此 级 数 发 散 (参见 
8$5.1.1 的 习题 2553). 

当 D < 和 D 二 1 时 , 可 以 仿照 85.2.1 的 习题 2696(a) 的 方法 证 明 级 数 为 条 件 收敛 ， 
只 是 需要 证 明 本 世 7 关于 wm 为 单调 递减 . 从 P < 4 可 见 当 ” 一 co 时 它 趋 于 0 是 没有 
问题 的 . 


为 证 明 上 式 的 单调 性 , 定义 函数 f(i) = 工 全 亲 ,t > 二 则 有 


[CH 


一 
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1 二 0) 友 1 坟 2 
了 (的 > +t2 


利用 dg > 0, 因此 当 上 充分 大 时 上 式 的 分 子 中 的 第 j. 又 因 有 2 < 9 可 见 
当 上 充分 大 时 有 卢 信 < 0, 因此 当 ? 充分 大 时 关于 允 为 严格 单调 递减 . 


让 


习题 2724 ( 兰 绝对 收敛 域 和 条 件 收敛 域 . 


解 当 |z| = 1 时 级 数 无 意义 
本 lz| > 1 | 7 一 co 时 不 是 无 穷 小 量 , 因此 级 数 发 散 . 
人 |22| (nm 一 co), 因此 级 数 绝 对 收敛. 


1) 


习题 2732 求 函 数 项 级 数 (z> 0y > 0) 的 绝对 收敛 域 和 条 件 收 和 敛 域 . 


解 ”这 是 正 项 级 数 , 有 两 个 变量 z 和 W, 当 级 数 收 敛 时 其 和 为 二 元 函数 . 
由 于 通 项 关于 z,y 对 称 , 因此 不 妨 设 z > 思 即 y = minfz,y. 

荐 5 一 乡 > 0 则 通 项 为 un = 基 = 奴 ， 因 此 当 4 < 1 时 级 数 收 剑 , 而 当 y > 1 
时 级 数 发 散 . 

若 0<yY< z, 则 通 项 wn = 


亿 


~ 名 @@ 一 co), 因此 当 y < 工时 级 数 收 伍 ， 


而 当 y > 1 时 级 数 发 散 . 
综合 以 上 , 可 见 当 0 < min{fz;,y} < 工时 级 数 收敛 , 其 他 情况 级 数 发 散 . 
十 co 
习题 2737 ( 洛 朗 级 数 ) 证 明 : 若 级 数 》 anz 当 zz 一 2 和 7z= za (zil < lzal) 


时 收敛 , 则 此 级 数 当 |zi| < |z| < |za| 时 也 收敛 . 
解 若 级 数 通 项 的 系数 on 于 下 标 为 负 整 数 时 全 为 0, 则 就 得 到 寡 级 数 ( 见 85.5). 应 
用 教科 书 中 宕 级 数 的 基本 定理 ( 阿 贝尔 第 一 定理 ), 当 》' anz" 于 zz 天 0 收敛 时 , 级 数 


了 一 0 
对 于 满足 |z| < |za| 的 z 均 为 绝对 收敛 虽 . 
除了 上 述 情况 外 , 当 变 量 z 坟 0 时 级 数 的 通 项 才 有 意义 . 


十 co 


洛 朗 级 数 》，anz” 收敛 的 定义 是 以 下 两 个 级 数 


A) 和 anzZ"” 和 (了 B) Q_PZ 
郑 过 闲 我 辣 直 


@ 为 读者 方便 起 见 ， 这 里 简 述 其 证 明 ， 从 z = za 时 的 级 数 收敛 , 可 知 anz& -0 (n -co), 从 而 存在 
M > 0, 使 得 对 一 切 史 成立 |anz2| < M. 于 是 有 |anzn| = |anz2| | 蕊 | 和 < M| 衬 | . 在 |z| < lza| 时 ， 


M| 志 | 是 收敛 的 几何 级 数 ， 从 比较 判别 法 知道 级 数 >》 ”|onz"| 收敛. 


庆 二 全 


284 


第 五 


级 数 


同时 收敛 . 因此 洛 衣 级 数 的 收 和 敛 域 是 上 述 两 个 级 数 的 收敛 域 之 


区 级 


于 是 当 以 上 两 个 级 数 在 z = zl 和 z = z2 同时 收敛 且 0 < 


全 


Z1| < |z2| 时 ， 


前 述 肾 


级 数 基本 定理 可 知 , 当 z 满足 |z| < |zz| 时 级 数 (A) 收 和 敛 , 又 将 级 数 (了 B) 看 成 为 变量 1/z 


的 震级 数 , 则 就 知道 当 


习题 2739 (牛顿 级 数 ) (a) 求 》” 忆 的 绝对 收敛 域 和 条 件 
po-1I@. 


解 若 z 为 0 或 正 整 数 , 则 级 数 只 有 有 限 项 , 因此 乡 
主 , 就 有 等 价 量 公式 


2Z(Z 一 1)…， 


对 于 其 他 情况 , 用 
zm 
本 


可 见 当 z > 0 级 数 绝对 收 和 敛 , 而 当 


对 于 -1<z<0， 
散 , 而 级 数 通 项 当 


7 一 


一 


可 见 此 时 


过 汪 


5.4.2 ”函数 序列 的 一 致 收敛 性 (习题 2741-2766) 
一 致 收敛 性 是 整体 性 概念 


中 


区 间 而 言 的 . 这 与 函 


例如 , jz) = 二 在 区 间 (0,1]) 


Z 满足 |z| > |z| 时 级 数 (B) 收敛 , 因 
时 这 两 个 级 数 都 收敛 , 从 而 洛 朗 级 数 收敛 . 


了 一 | 


85.1.4 的 命题 5.3 及 其 沪 
2(Z 一 1)(Z 一 十 二 
7 


牛顿 级 数 为 交错 级 数 ， 


Z 过 -1 时 级 数 通 项 于 


0 


工 十 代 


从 上 述 等 


此 当 


名 对 收敛 . 


2 满足 |z| 去 


收敛 域 ， 


) 7 一 oo) 


co 时 趋 于 0. 又 从 级 数 的 后 项 与 前 项 之 比 为 


Qm 十 1 
Vm 


因此 用 莱 布 尼 茨 


函数 项 级 数 或 函数 序列 
数 的 有 界 性 (和 一 致 连续 


有 界 , 然而 却 在 (0， 站 


从 无 穷 级 数 与 其 部 
一 致 收敛 性 方面 也 有 密切 联系 . 然而 从 具体 下 
比较 容易 . 这 在 很 大 程度 上 依赖 于 本 小 节 下 面 的 第 一 个 习题 所 提供 


习题 2741 证 
的 充分 必要 条 件 是 


明 : 


式 中 m(z) = | Jo) 一 


Q@ 这 个 记号 相当 


闻 (ob) 上 处 处 收敛 ( 
内 闭 一 致 收敛 ), 然而 却 在 (w, W) 上 不 一 致 收敛 . 

分 和 数列 的 联系 出 发 ,可见 函数 项 级 数 与 其 训 
完 来 看 , 函数 序列 的 一 致 收敛 性 讨论 往往 


于 81.1.1 的 习题 5 中 于 户 = 工时 所 


p 逐 点 收敛 ), 且 在 (a, 晶 


上 处 处 有 定义 , 而 


判别 法 知道 级 数 收敛 , 上 且 为 条 件 收敛 . 


的 一 致 收敛 性 必定 是 对 于 指定 
性 等 ) 概念 相 类 似 ， 
在 (0,1) 内 的 每 一 个 闵 子 


2Z| |za| 


其 中 zx 四 一 


风 .一 co 时 不 是 无 穷 小 量 , 因此 


价 量 公式 可 知 其 绝对 值 级 数 发 


区 间 上 


无界. 与 此 类 似 , 一 个 函数 项 级 数 或 函数 序列 也 可 能 


内 的 每 


序列 户 (z) (全 =12…， 


lim { 


记 (Z)]| (mn 二 2 


SUD mm 人】 一 0， 


的 记号 . 


个 闭 子 区 间 上 一 致 收敛 ( 即 所 谓 


的 方法 . 


分 和 函数 序列 在 


在 菜 个 区 
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) 在 集合 X 上 一 致 收敛 于 极限 函数 /lz) 
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解 ”分 两 部 分 来 证 明 . 
充分 性 记 o = 人 sm (= 1 2……) 则 有 lim an = 0. 因此 对 于 给 定 
的 往 意 二 si 站 乔 外 达 当 克 六 六 时 友 二 避 这 也 就 是 | 三 让 国 | 三 页 网 二 二 种 
ZEX 上 都 成 立 , 因此 广 (z) 在 X 上 一 致 收 公 于 /zz)， 
必要 性 若 序 列 户 (z) 于 和 上 一 致 收敛 , 则 有 极限 函数 fz), 且 对 给 定 的 任意 
s > 0, 存在 N, 使 得 对 于 即 > N 和 所 有 的 ze 和 成 立 | jz) 一 廊 (z)| < =s. 于 是 就 有 
二 | oO) 一 态 () 科 se， 


也 就 是 lim | SUD 访 ( 克 | 三 :0 
mo9 、ZEX 

注 对 于 给 定 的 集合 X 和 在 其 上 有 定义 的 函数 序列 { 记 (z)},， 要 用 本 题 的 结论 

来 验证 它 是 否 一 致 收 得 ,一般 的 做 法 是 ; (1) 求 出 极限 函数 Fa)，() 求 由 rn = 

jz) 一 亡 (z) 在 X 上 的 上 确 界 , 如 果 这 个 确 界 能 够 达到 , 则 就 是 最 大 值 . 本 小 节 的 习题 

大 多 数 都 是 用 这 个 方法 来 解决 的 . 

习题 2746 研究 序列 户 (z) = Zn (2 = 1 2 …) 在 下 列 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : (a) 


0<z 芝 可; (b)0 芝 xz 苹 1 


解 (a) 在 区 间 [0， 忆 上 , 函数 序列 {fzz?} 的 极限 函数 为 flz) = 0. 因此 就 有 


on 一 Sup ol= 击 一 0 (7 一 co)， 
ZE[0,1/2] 


即 可 见 mm 二 0 在 [0, 广 ] 上 成 立 ， 


0，0 乏 2Z< |， 
1 攻 王 : 
因此 在 [0,1) 上 rn(z) = lz 一 0| = 2 而 在 zx = 1 时 有 
rn(1) = 0. 于 是 有 


(b) 在 区 间 [0,1] 上 极限 函数 为 f(z) = 


an 一 SuUD 2Z7”. 
ZE[0,1) O 1 
对 每 个 固定 的 正 整 数 w”, 都 有 an = 1, 因此 不 满足 习题 2741 “ 
的 条 件 . 这 表明 序列 {z?} 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 . 习题 2 
注 1 本 题 有 明显 的 几何 意义 . 如 附 图 所 示 , 阴影 区 是 {(z,gJ|0 乏 z<10 入 y < 
s}. 由 于 在 z = 1 处 户 () = /1) = 了 因此 rn(1) = 0, 从 而 不 需要 考虑 zx = 1 这 一 
点 . 然而 问题 恰恰 就 出 在 这 个 点 的 左 侧 邻 近 . 
从 图 上 可 见 , 无 论 浆 取 多 大 , 只 要 固定 mw, 当 z 趋 于 点 1 人 mu(z) 必定 趋 于 
1. 因此 对 每 一 个 正 整数 mw 只 要 0 < s < 了 户 (z) = 妃 的 图 像 就 一 定 会 越 出 阴影 区 . 这 
表明 序列 {z?} 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 , 尽管 在 点 z =1 工 处 rn(1) = 三 0. 
类 似 的 情况 也 发 生 在 其 他 的 非 一 致 收敛 函数 序列 中 . 例如 84.3 的 习题 2326.1(b)， 
用 这 里 的 语言 来 说 , 序列 {fsin” z} 在 区 间 [0,r/2] 上 不 一 致 收敛 (参见 该 题 的 附 图 ). 


746 的 附 图 


上 
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注 2 利用 连续 函数 序列 的 一 致 收敛 的 极限 函数 必定 连续 的 定理 ( 见 教 科 书 ), 因此 
从 极限 函数 /zz) 在 点 z = 工 左 侧 不 连续 就 可 推出 访 (z) 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 . 

注 3 函数 序列 {fz?} 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 即 可 推出 该 序列 在 [0,1) 上 也 不 一 至 
收敛 . 用 反 证 法 , 若 对 任意 给 定 的 s > 0, 存在 N, 使 得 当 m”> N 时 对 所 有 z e [0,1) 成 
立 |z?"| < s. 那么 由 于 在 [0,1] 上 的 极限 函数 F(z) 在 [0,1) 上 等 于 0, 在 z = 1 处 等 于 1， 
而 刀 在 z = 1 处 恒 等 于 1, 从 而 同时 对 ze [0,1] 成 立 
| 一 jc) < se， 


这 与 (b) 的 结论 矛盾 . 


习题 2752 研究 序列 户 (z) = 本 二 和 (= 1 2,…) 在 下 列 区 间 上 的 一 致 收 全 
性 : (al)0 入 z 芯 1; (b)1<z< ++co. 


解 ”可 以 看 出 在 区 间 [0,+co) 上 的 极限 函数 fz) = 0. 于 是 有 rn(z) = | 亡 (z) 一 
jz)| = 户 ( 人 2 见 王 12 
(a) 在 区 间 [0, 上 , 利用 平均 值 不 等 式 就 有 
nz = VTS 十 汪 一 ， 
于 1 = nz 时 成 立 等 号 , 可 见方 (zZ) 乞 1, 且 于 z = 1 时 达到 最 大 值 1. 在 下 面 的 附 图 
中 作出 了 7 = 1 2,4,8 的 户 (z) 的 图 像 . 从 图 中 可 见 , 每 一 个 户 (z) 的 图 像 都 有 一 个 峰 ， 
其 高 度 相同 都 是 1. 当 7 增 大 时 , 这 个 峰 左 移 . 然而 这 个 峰 的 存在 不 影响 序列 { 亡 (z)} 
在 每 个 点 ze [0, 上 +co) 处 收敛 于 0. 


272 
nm(7Z) 一 IT， 一 1)2，， 


习题 2752 的 附 图 
于 是 在 区 间 [0,1 上 对 每 个 妹 都 有 mu(L/m) = 1 因此 序列 户 ( 站 = 一 227 (= 


1 十 7272 


1,2,….) 在 [0,1 上 不 一 致 收敛 
(b) 在 区 间 (1 +eo) 上 的 情况 则 不 同 . 如 图 所 示 , 访 (z) 在 这 个 区 间 上 是 z 的 单调 递 
减 函数 . 这 可 以 通过 


如 (Z) = 
而 得 到 证 明 . 这 样 就 可 以 计算 出 


2 刀 
7 一 也 他 | ) 
ostpm 人 mm 一 记号 


从 而 当 m -ceo 时 有 on -一 0. 因此 函数 序列 记 (z) = 一 227_ ， (nm = 1,2,….) 在 区 间 
(L +co) 上 一 致 收 化 


85.4 函数 项 级 数 (习题 2716-2811.2) 287 


注 “由 于 每 条 曲线 的 峰 左 移 趋 于 z = 0 的 右 侧 , 可 以 证 明 , 对 任何 5 > 0, 本 题 的 函 
数 序列 在 达 +eo) 上 均 为 一 致 收敛, 而 在 [0, ] 或 者 (0, 5] 上 均 不 一 致 收 伍 


习题 2758 研究 序列 户 (z) = er (nm = 12….) 在 下 列 区 间 上 的 一 致 收敛 
性 : (a) -1! <z < 由 其 中 ;7 为 任意 正 数 ; (b) -co < z < 十 co. 


解 ” 对 每 个 z 均 有 lim er-(c-?) ”= 0, 因此 极限 函数 f(z) 三 0,， -oo < z < 上 +oo。 
(a) 给 定 ! > 0, 则 当 交 > 7 时 就 有 


sup | 万 (z)- False 一 0 一 co)， 
一 [<Z<1 


因此 函数 序列 {fe-c-} 在 (一 ,7D) 上 一 致 收敛 . 
(b) 这 时 对 每 个 mw | 户 (z) -zj = ec- 在 zx=m 处 达到 最 大 值 1, 因此 函数 序 
列 {fe-Ge-o} 在 (-oo, 二 oo) 上 不 一 致 收敛 . 


习题 2760 研究 序列 记 (z) = (1 十 宇 ) 九 王 1 2) 在 下 列 区 间 上 的 一 致 收敛 
性 : (a) 在 有 限 的 区 间 (we, 上 ; (b) 在 区 间 (一 co, +co) 上 . 


解 如 8$1.5.7 之 4 的 习题 611(a) 所 示 , 极限 函数 /z) = ez. 
(a) 利用 习题 611(a) 和 (b) 中 的 结果 , 就 有 


也 也 2 也 

1 十 世 ) -ez| 和 (1L+ 三 1+ZzZ 二 3 十 十 二 

几 7 21! 几 ! 
02 也 
+|(L+z+ 村 + 二 ) -。 

2! 7 
22 cl， 必 十 2 
2 ( 十 1)! 到 十 2 一 |z|” 


其 中 假设 ”已 充分 大 使 得 风 十 2 一 |z| > 0. 
由 此 可 见 , 对 于 任何 给 定 的 有 界 区 间 (a, 已 , 总 可 以 取 到 正 数 MX, 使 得 上 式 右边 不 超 
过 - 汪 ， 从 而 证 明了 函数 序列 (1+ 莹 ) (mn 一 耳 2…) 在 区 间 (o, 芒 上 一 致 收敛 

(b) 在 区 间 (一 oo,+eco) 上 的 情况 则 不 同 . 实际 上 户 (z) = (1 二 人) 是 于 次 多 项 式 ， 
当 z -二 co 时 , 多 项 式 的 性 态 与 指数 函数 ez 的 性 态 完 全 不 一 样 . 

用 反 证 法 ， 若 函数 序列 户 (z) = (1 + 全】 在 (-oo,+eco) 上 一 致 收敛, 则 对 于 
co = 1 存在 N, 使 得 当 m > N 时 对 于 每 一 个 实数 z 都 成 立 不 等 式 

人 + 到 -= 

然而 只 要 用 z = m” 代 入 , 上 式 就 成 了 |2n - en| < 1 而 这 在 郊 充分 大 时 就 不 能 成 立 ， 

注 “也 可 以 用 习题 2741 的 方法 估计 sup | 访 (z) - /zj|. 由 于 zx 的 多 项 式 P(z) 在 

DGEX 

2 一 co 时 必 为 无 穷 大 量 ( 见 81.5.3 的 习题 408), 同时 又 有 P(z) = oflez) (z 一 十 co), 医 
此 就 不 仅 可 以 得 到 (b) 中 的 结论 , 而 且 还 可 以 证 明 该 函数 序列 在 [o, +oco) 和 (一 co, 中 上 
都 不 一 致 收敛 


<< 1. 
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习题 2765 设 函 数 ftz) 在 区 间 (, 昌 内 有 连续 的 导 函 数 普 (z)， 
户 (o] = 驯 j(z+ 款 ) -Fo 


上 


证 明 : 在 闭 区 间 a 和 z 和 DB 上 (其 中 ao<a<8<D 户 (z) 汉 万)， 


解 从 访 (z) 的 表达 式 可 见 在 (a 区 上 的 极限 函数 为 产 (z). 

取 5 满 足 0<6<2-6 则 当即 充分 大 时 , 对 于 z e [a,D], 必 可 使 得 z+1/m e 
[a6E+6c (wI). 然后 在 区 间 [z,z 二 Im 上 用 拉 格 明日 微分 中 值 定 理 于 访 (z), 就 有 
0 e (0,1), 使 得 成 立 

态 四 -Pol=|P(z+ 全 ) -Fa 

利用 户 (z) 在 [a,8 二 5 上 连续 , 从 而 一 致 连续 , 因此 对 于 给 定 的 s > 0, 存在 7 > 0， 
使 得 当 zl,zz E[aB+9 且 lz -zal <7 时 , 就 有 | 万 (zi) = 六 (za)j| < cs. 
最 后 对 于 上 述 刀 和 5, 取 N, 使 得 当 m > N 时 有 二 < min{5,7， 则 就 对 于 所 有 
E [oa, 相 成 立 


| 记 (O) 一 大 < se， 
这 样 就 证 明了 在 区 间 [8 上访 (z) 冯 万 (z). 


习题 2766 设 户 (z) = 》 二 jz 十 二) 其 中 jz) 为 (co,+eo) 上 的 连续 函数 
证 明 : 序列 Co) 二 工 2 .了 在 任何 有 限 闭 区 间 [lw 中 上 -一致 收 伍 
解 从 户 (z) 的 表达 式 和 上 连续 可 见 极限 函数 为 r(z) 二 | Frz 二 上 dt 这 样 就 可 
0 
估计 如 下 : 


凡 四 -al=| 并 二 (e+ 三) | 7e+bd 
< 立 广 + 习 -Aesala 


然后 利用 三 在 区 间 [wp 十 1 上 连续 , 从 而 一 致 连续 , 于 是 对 于 给 定 的 = > 0, 有 6 > 0, 当 
Zl1)Z2 E [ap+H 且 lz 一 zal<56 时 ,成 立 |fzi) -za)| < <. 
最 后 取 N, 使 得 当 m” > N 时 有 1 < 5 于 是 对 ze [wo 外 在 区 间 上 te [z 十 
2 一,z 十 二 ] 时 , 就 有 (e+ 二) 一 jz+Hi<ei 一 2 ,mm 从 而 就 得 到 
lo) 一 gz < es， 
即 已 经 证 明 在 [w 中 上 户 (z) 二 gz 


5.4.3 ”函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 (习题 2767-2791) 


设 函 数 项 级 数 昌 wa(z) 在 集合 X 上 有 定义 , 又 记 其 部 分 和 函数 序列 为 Su(z) (mn = 
)， 则 根据 定义 ， 该 函数 项 级 数 在 X 上 一 致 收敛 等 价 于 上 述 部 分 和 函数 序列 在 飞 


85.4 


函数 项 级 数 


(习题 2716-2811.2) 
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上 一 致 收敛 . 于 是 上 一 人 小节 的 习题 2741 提供 的 方法 也 有 可 能 用 于 判定 函数 项 级 数 在 飞 


上 的 一 致 收敛 性 . 本 小 节 开 

然而 对 于 大 多 数 函数 
论 来 判定 原来 的 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 
4， 即 习题 2741, 这 里 首先 需 


回 


和 函数 


数 的 余 项 序列 丸 s(z) = 
上 的 函数 序列 


出 在 和 


顾 85.4.2: 
5S(z), zeX (如 果 函 数 项 级 数 在 和 
不 是 初冬 


和 
用 


项 级 数 来 说 , 我 们 很 难 通 


始 的 几 个 习题 2767-2773 就 是 这 方 


的 主要 


看 的 练习 题 . 


上 处 处 收 和 敛 的 话 )， 


2 
二 


因 贞 
判 
少 可 以 对 于 和 
函数 实在 是 不 太 合理 的 ， 
在 《习题 集 》 的 85.7: 
集 》 在 本 节 开 始 
的 是 柯 西 一 致 收敛 判别 法 , 最 为 稼 
正如 级 数 通 项 不 | 


况 下 融 


《 


还 值得 


类 


上 利 ) 


忆 志 


以 本 


大 


习题 


指 了 


目 出 ， 世 


将 专门 


至 根本 不 属 
SUZ) 一 95n(2) 


于 已 知 的 函 
的 封 


|Rn(z)| 的 最 大 值 
8$5.1 和 85.2 忆 
定 函 数 项 级 数 的 一 致 收敛 
函数 作 近 似 计 算 . 因此 在 许多 情况 下 为 了 判 
为 后 者 是 性 质 完全 不 同 的 另 


讨 


列举 了 


或 上 
样 的 一 致 收敛 


本 是 二 相合 


寻 


企 级 数 求 和 问题 . 


X 上 一 致 收敛 即 可 推出 通 项 ~ 


通 项 特 


习题 2767 套 


(bp) lz| 


解 1( 用 习题 2741 的 方法 ) 
Sn(Z) 一 1 二 Z 十 2Z2 十. 


可 上 


性 


un(zZ) 在 X 上 不 一 致 收敛 于 


过 3 


昌 此 得 到 和 函数 S(z) = 
2741 人 性 . 


从 而 可 见 当 呈 一 co 时 就 有 sup |Su(z) 一 


于 是 可 以 用 习题 
(a) 当 |lz| <d(< 3) 时 ,有 


上 一 致 收敛. 


@ 雪 


然 这 并 


闭 形 式 又 往往 是 个 困 
界 , 也 可 能 不 容易 . 
判别 法 , 在 不 需要 求 和 函数 的 


得 到 的 (关于 非 一 致 收敛 性 ) 人 


允 一 自 


|5n(z 


究 级 数 》、zn 在 


锭 


|z|<a 


0 


oo 


列 


去 


oz)| = 


全 本 


非 求 |Rn(z)| 的 上 确 界 或 最 大 值 的 必要 条 件 . 


区 间 上 的 一 致 收敛 性 


.十 Zn 一 


函数 项 级 数 的 和 函 
不 一 定做 得 到 ， 例如 ， 


部 分 和 序列 的 一 致 收敛 性 讨 


数 


人 
作 


次 , 如 何 求 出 函数 项 级 


难 问题 @. 


最 后 , 如 何 求 


青 


里 的 选择 . 实际 上 , 在 一 致 收敛 时 至 
一 致 收敛 性 而 先 要 求 出 和 


一 个 问题 ,而 


函数 项 级 数 的 各 种 一 致 收敛 性 判别 法 ,其 中 最 基 


用 的 则 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ， 也 称 为 强 级 数 


HE 


女 


困难 得 多 . 


往往 


名 别 法 


判别 法 : 


改 敛 于 0 时 的 级 数 必定 发 散 一 相 


在 X 上 一 致 收敛 于 0, 因此 其 逆 


全 由 于 > we 


) 在 X 上 不 一 致 收敛 . 


1 一 民 


包 


4 


1 工 一 0 
S(z)| 一 0, 即 级 数 》 zz 在 


有 一 0 


: (al lz| < 和 ， 


? 


中 gg < 1; 


这 个 几何 级 数 的 收敛 域 为 |z| < 1 在 z 夭 工时 有 


工 一 2 


区 间 lz| < wa (< 1) 
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(p) 当 |z| < 工时 , 在 |9n(z) 一 


5(oj| = | 这 二 | 的 表达 式 中 , 令 z 一 工 - 0 就 只 能 得 


到 无 穷 大 量 ， 可 见 级 数 "mr 在 区 间 (-1,1) 上 不 一 致 收敛. 
7 一 0 


解 2 (用 判别 法 ) (a) 用 强 级 数 的 一 致 收敛 性 判别 法 . 
当 |lz| <9(<1) 时 ,有 lz < go (=12…), 因此 只 要 用 》, 9" 为 强 级 数 , 即 可 


有 一 0 


得 到 函数 项 级 数 》 闷 在 lz| < 9(< 1) 时 的 一 致 收敛 性 
7 一 0 
(b) 利用 通 项 的 特性 . 
由 85.4.2 的 习题 2746(b) 知道 函数 序列 {fz?} 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 , 且 可 由 此 推出 
它 在 [0,1) 上 不 一 致 收敛 于 0 ( 见 该 题 的 注 3). 于 是 它 在 (-1, 1) 上 也 不 一 致 收银 于 0, 这 
样 就 知道 以 z? 为 通 项 的 函数 项 级 数 在 (-1,1) 上 不 一 致 收敛 . 


习题 2768 (b) 研究 级 数 》' 3 在 区 间 (0, +co) 上 的 一 致 收敛 性 


二 和 
解 1 (用 习题 2741) 从 81.5.7 之 4 的 习题 611(b) 知 本 题 的 级 数 和 为 ez. 利用 带 拉 
格 衣 日 型 余 项 的 泰勒 公式 ( 见 82.10.3 的 习题 1394(a)), 就 有 


忌 n(Z) 双 证 着 


赫 


其 中 0<0 < 1. 
由 这 个 表达 式 可 以 看 出 , 在 0 < Z < +eo 上 ,只 要 令 z = 兄 二 1 代入 ,就 有 
尽 n(z) > 1. 因此 根据 习题 2741 可 见 本 题 的 级 数 在 (0, +co) 上 不 一 致 收敛 . 

解 2 (利用 通 项) 可 以 证 明 本 题 的 级 数 通 项 在 (0,+eo) 上 不 一 致 收 勾 于 0, 于 是 
此 即 可 推出 级 数 在 该 区 间 上 不 一 致 收敛 的 结论 . 

用 反 证 法 . 若 级 数 通 项 在 (0,+co) 上 一 致 收敛 于 0, 则 对 于 so = 1, 存在 NW,， 当 
m > TV 时, 对 于 所 有 z > 0 成 立 不 等 式 

2 < 1 

而 这 个 不 等 式 对 于 每 一 个 允 都 不 能 在 (0, +cce) 上 成 立 . 
注 可 以 将 解 2 中 的 方法 用 于 证 明 更 为 一 般 的 下 列 结论 . 
若 级 数 pn(z) 的 通 项 mn(z) 为 多 项 式 (其 次 数 无 限制 ) 则 称 为 多 项 起 级 数 .可 


以 证 明 , 若 一 个 多 项 式 级 数 在 无 界 区 间 上 -一致 收敛 , 则 存在 N, 当 岂 > N 时 总 三 0 
因此 这 样 的 级 数 的 和 函数 只 能 是 多 项 式 ( 见 [84] 816.3.6 的 练习 题 8) 特别 是 可 推出, 含 
有 无 限 多 个 非 零 项 的 索 级 数 在 (oo, oo) 上 一 定 不 一 致 收敛 


Ar 


又 间 上 的 一 致 收敛 


习题 2773 下 究 级 数 2 TO 区 OOT 在 下 丈 


性 (其 中 =s> 0): (al)0 乏 z 冬 si (bl)s 芯 2Z< 十 co. 
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解 (用 习题 2741) 利用 通 项 wn(z) 的 裂 项 分 解 : 

1 1 
(+zE+2z) (+(-lz (+zGE+2z) (1 十 PT)， 

就 可 得 到 部 分 和 函数 序列 的 封闭 形式 : 

on(Z) 一 Wi(Z) 十 :十 Un(Z) 一 工 一 


| 
(1 十 ZJ) 十 2z) (1 十 DO ” 


1 0 
并 得 到 级 数 和 为 S(z) = 由 了 s (0 Te) 
0，2 = 0. 
(a) 在 区 间 [0,s] 上 , 有 
1 E 
站 
可 见 级 数 不 一 致 收敛 . 
(pb) 在 区 间 [e,+oo) 上 有 
本 1 1 
和 


由 于 级 数 > -mr 可 用 达 朗 贝尔 判别 法 知 其 收敛 , 因此 im -Er 一 0 (也 见 81.2.2 
的 习题 61)， 从 而 知 级 数 在 [es, +co) 上 一 致 收敛 . 

注 其 他 方法 : 对 于 (a), 可 以 利用 和 函数 于 点 = = 0 右 侧 不 连续 而 推 知 级 数 不 一 
致 收敛 ; 对 于 (bj, 可 以 用 》 ”un(e) 为 强 级 数 、 


光一 圭 


习题 2774 含 12 个 小 题 , 均 可 以 用 强 级 数 判别 法 . 下 面具 对 其 中 几 题 指出 方法 . 
习题 2774 利用 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 , 证 明 下 列 函数 项 级 数 在 所 指定 区 间 内 的 一 


致 收敛 性 : 
国 > 二 一 co < Z < 十 oo. 
出 写生 
解 (概要 ) 从 0 < < 二 ， 即 可 用 2 为 强 级 数 ， 
(d) 沪 5 于 ，|Z| < 十 oo 


| 


解 (概要 ) 利用 平均 值 不 等 式 即 可 有 n.z = VTTB57 < 卫士 时 2 开 ， 可 见 对 于 


也 化 1 1 
二 | 
芋 十 砚 272 的 


因此 可 以 用 。 为 强 级 数 ， 


了 
九 2 


0 >mfi+ 一 鲍 私 用 
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解 (概要 ) 利用 上 > 关 0 时 有 0 入 In(1l 十 思 忆 就 有 
0 党 
0 冬 In (1 二 < -一 5 一， 
oa 几 .ln2 刀 几 .ln2 刀 
es 2 
因此 可 以 用 》 ' 一 印 一 为 强 级 数 (参见 85.1.6 的 习题 2619(a))， 
5 九 ]na 人 
(k) >》， Z2e-"z，0 乏 Z < 十 oo. 
汽 演 水 
解 (概要 ) 对 函数 zze-?z 求 导 


因此 就 可 以 ) 


总 结 


v 忆 


命题 5.7 


收敛 的 充分 必要 条 件 是 下 丈 


能 够 用 魏 尔 


TDEX 


证 充分 4 
j 作 为 强 级 数 . 


就 可 以 上 


性 是 明显 的 , 上 


必要 性 . 如 果 能 够 用 魏 尔 斯 特 拉 
则 存在 强 级 数 》 bw, 它 是 一 个 收敛 的 


这 就 表明 对 每 一 个 风 有 0 忒 


人 


j] 4e-? 》 -为 强 级 数 ， 
和 


以 上 几 个 例子 , 可 得 到 下 列 命题 ， 


斯 特 拉 斯 判别 法 
1 非 负 项 级 数 收敛 : 


其 中 an = sup |wn(z)| (2 = 1 2,…). 


Qm 
》、on 收 伍 . 
儿 二 二 
注 1 用 强 级 
对 收敛 . 命题 5.7 只 是 给 出 了 强 


项 级 数 在 X 上 绝对 一 致 收敛 的 充分 必要 条 伯 
表明 不 能 用 强 级 数 方法 , 然而 该 级 数 仍然 可 能 在 X 上 绝对 收敛 


题 2786 就 是 如 此 . 
读者 还 可 以 将 命题 5.7 与 85.4.2 的 习题 2741 作 比 较 , 可 以 看 到 它们 在 表面 上 有 相 


似 性 , 但 结论 不 同 . 特别 是 不 能 从 瑶 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 的 不 成 功 推 


因为 它 只 是 充分 条 件 . 


斯 


> Qm， 
这 二 二 


于 非 负 项 级 数 》、an 收敛 , 从 


站 一 于 


它 刻画 


画 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 


交 三 沁 


即 可 知 级 数 通 项 在 [0, +co) 上 的 最 大 值 为 e- 


9 有 效 范 


可 . 


状 定 函数 项 级 数 》` un(z) 于 集合 X 上 一 致 


其 通 项 的 定义 可 见 这 个 级 数 


判别 法 证 明 题 中 的 函数 项 级 数 于 X 上 一 致 收敛 ， 
级 数 , 且 对 每 个 和 xz e X 满足 条 件 : 


和 一 致 收敛 .下面 


此 根据 比较 判别 法 就 知道 级 数 


数 方法 判定 在 X 上 的 级 数 一 致 收 人 时 , 该 级 数 还 必定 在 X 上 处 处 绝 
级 数 方法 能 够 成 功 应 用 的 充分 必要 条 件 , 但 并 不 
F. 若 命 题 中 的 级 数 》, an 发 散 , 则 4 


的 习 


不一致 收敛 的 结论 ， 
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同样 , 在 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 问题 中 常用 的 阿 贝尔 判别 法 和 狄 利克 雷 判别 法 
一 般 也 只 是 充分 性 判别 法 @. 为 了 判定 函数 项 级 数 在 指定 数 集 上 为 非 一 致 收 敛 , 除了 利 
用 通 项 特性 的 (不 是 很 强 有 力 的 ) 方法 之 外 , 主要 的 工具 还 是 柯 西 一 致 收敛 判别 法 . 


习题 2775 研究 函数 项 级 数 0 在 下 列 区 间 上 的 一 致 收敛 性 : (a) se 乞 Z 芯 
让 


2 一 =, 其 中 se>0; (pb)0 芝 zz 世 27. 


解 利用 85.2.1 的 习题 2696(a), 已 知 本 题 的 级 数 在 [0,27xj] 上 处 处 收敛 , 且 在 
2 夭 0,T,2f 时 条 件 收敛 , 因此 不 可 能 用 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 . 
(a) 在 区 间 [e,2r - =] (这 里 要 求 0<s<T 上 有 估计 


sinzZ 十 sin2z 十 … 十 sn7mzZ| 所 


因此 用 狄 利克 雷 判别 法 就 知道 级 数 在 [es, 2r - s] 上 一 致 收敛 . 
(b) 利用 对 偶 法 则 (参见 81.2.5 的 习题 87 及 其 注 或 参考 [34] 的 81.4), 从 关于 函数 项 
级 数 的 柯 西 一 致 收敛 准则 的 下 列 形式 : 
>》 un(z) 于 X 上 一 致 收敛 < 对 任意 给 定 的 = > 0, 存在 N, 使 得 对 ”> N， 


六 >0 和 zeX, 成 立 |unHi(z) 十 十 Unpa(zZ)| < e， 


就 可 得 到 
》 "un(z) 于 瑟 上 不 一 致 收敛 二 > 存在 某 个 so > 0, 对 任意 给 定 的 N, 存在 m > N， 
的 二 测 


D>0 和 zeEe, 成 立 |unri(z) 十 十 un+p(zZ)| >s0. 
由 于 对 每 一 个 给 定 的 N 要 同时 确定 mp 和 zz 是 比较 困难 的 , 以 下 固定 取 z = 7? (参见 
81.2.5 的 习题 88 的 解 1), 于 是 对 于 本 题 就 要 求 成 立 不 等 式 


Sin 十 J)z Sin 2722 
7 人 7 之 50. 
若 取 z = 亚 ， 则 在 上 式 左边 的 绝对 号 内 的 每 一 个 分 式 的 分 子 都 大 于 sin 下 = > 痉 ， 因 
此 这 六 项 之 和 就 夺 m 二 人 硅 - 斌 . 
7 2 和 
根据 以 上 分 析 , 取 定 so = -全 ， 则 对 任意 给 定 的 N, 就 可 取 一 也 = N 1 
z = -区 ， 这 时 就 得 到 
人 
sin( 刀 十 1)Z Sin 270 V2 1 1 V2 7 
| 


四 已 经 证 明 , 在 广义 积分 、 数 项 级 数 和 函数 项 级 数 中 同名 的 这 两 个 判别 法 不 仅 是 充分 条 件 ， 而 且 在 被 积 
数 或 级 数 通 项 存在 所 要 求 的 乘积 形式 分 解 的 意义 上 也 是 必要 条 件 (参见 [34] 的 813.3.1 最 后 的 注 ), 但 目前 还 
没有 看 到 这 样 的 必要 性 在 判定 不 一 致 收 勾 上 的 应 用 . 
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这 样 就 证 明了 函数 项 级 数 》` -nz 在 [0,2 上 不 一 致 收 伍 . 
沪 一 计 


注 _ 今 后 将 会 知道 本 题 的 函数 项 级 数 的 和 函数 于 zx = 0, 2r 处 不 连续 , 从 而 即 可 推 
出 (2) 中 的 结论 (参见 85.4.5 的 例题 1 和 8$5.6.1 的 习题 2941). 


习题 2776 研究 函数 项 级 数 》` 2" sin -在 区 间 0 < z < +co 上 的 一 致 收敛 性 . 


总 人 


人 


解 利用 当 z > 0 时 有 |sinz| < z, 可 见 本 题 的 级 数 通 项 满足 不 等 式 
同 国 | 且 全 
因此 在 区 间 (0,+eco) 上 级 数 处 处 绝对 收敛 . 然而 昌 则 wn(z) 于 (0,+co) 上 处 处 收敛 于 
0, 但 在 该 区 间 上 却 并 非 一 致 收 么 于 0. 利用 85.4.2 的 习题 2741, 只 需 写 上 


RU 2”Sin 5 
就 可 见 对 每 个 固定 的 mw 由 于 zx > 0 可 取 任 意 小 , 此 上 确 界 是 2", 它 当 然 不 趋 于 0. 因此 
本 题 的 级 数 在 (0, +co) 上 不 一 致 收敛. 


上 上 


习题 2777 研究 函数 项 级 数 》 - 忆 z)” 在 区 间 0 < > < +co 上 的 一 致 收敛 性 


全 一 于 


解 ” 由 于 对 每 个 z > 0, 级 数 均 为 莱 布 尼 欧 型 , 因此 在 (0, 上 +co) 上 处 处 收敛 . 又 由 于 

该 级 数 处 处 为 条 件 收敛 , 因此 不 可 能 用 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 . 
记 级 数 的 部 分 和 为 9.(z)， 级 数 和 为 9S(z), 则 可 以 利用 莱 布 尼 茨 型 级 数 的 余 项 
Rn(z) 的 绝对 值 不 超过 |wn+i(z)l, 于 是 就 有 
[Rs(zZ)| 入 二 和 1T， 

可 见 此 级 数 于 (0, +co) 上 一 致 收敛 . 


注 _ 本 题 当然 也 可 以 用 狄 利克 雷 判别 法 或 者 阿 贝尔 判别 法 得 到 相同 的 结论 . 


习题 2786 证 明 : 绝对 收敛 且 一 致 收敛 的 级 数 》, 记 (z) (0 入 zx 入 1), 其 中 


沪 芝 沁 
0， 0 过 工 芯 24+D)， 
户 (2) 三 二 sin2(2?2+172)， 2 一 + < 2 < 2-7， 
0， 2 | 


不 能 用 非 负 项 的 收敛 数 项 级 数 作为 其 强 级 数 . 


解 ”可 以 看 出 对 于 区 间 [0,1 中 的 每 一 个 z, 级 数 中 至 多 只 有 一 项 不 等 于 0. 因此 
级 数 在 [0,1 上 处 处 收 和 敛 . 记 级 数 和 为 S(z) (参见 附 图 中 的 和 函数 的 示意 图 ), 部 分 和 为 
Snu(z), 则 余 项 


有 Rn(Z) 一 9 
具有 类 似 的 性 质 , 即 对 了 


区 


于 又 有 0 入 忆 (z) 


85.4 


工 
人 十 工 ， s 


乏 


F 每 一 个 z, 在 尺 s(z) 的 上 述 和 式 中 


此 可 知 此 级 数 于 [0,1] 上 一 致 收敛 . 


函数 项 级 数 (习题 2716-2811.2) 


2) 了 Sn(Z) 一 亡 +1(7) 十 万 +2(Z) 十 …， 


295 


若 存在 强 级 数 》` an, 则 就 在 [0,H] 上 对 每 个 呈 成 立 


0 芯 户 (z) 芯 an. 


大 


调和 级 数 》 过 已 经 发 散 


可 能 存在 的 
注 “可 以 构造 


区 
了 . 本 题 的 取 法 则 


习题 2788 证 明 : 寡 级 数 》` anzn 在 全 部 位 于 其 收 化 


对 收敛 且 一 致 收敛 


提示 “本题 是 


如 一 个 震级 数 的 收敛 域 是 含 


到 本 题 的 结论 和 所 


全 得 


更 为 简单 的 例子 . 如 附 图 
常数 值 1/m 就 足够 


间 (2-+D)) 2-) 上 


广 ( 站 在 [0H] 


也 一 0 


的 . 


花 二 二 
思 (z7) 的 表达 式 可 见 必 有 an > 1/m， 而 
此 这 样 的 收敛 正 项 级 数 是 不 


所 示 , 只 要 使 级 


上 连续 . 


多 只 有 一 项 不 等 于 0. 


S(z)= 工 户 () 


习题 2786 的 附 图 


震级 数理 论 : 


了 冰 点 的 


用 的 方法 . 


区 间 , 则 该 昊 级 数 太 


区 间 内 的 任何 闭 


又 间 上 是 绝 


5.4.4 和 函数 与 极限 函数 的 性 质 (习题 2792-2811.2) 


本 小 节 的 习题 


函数 的 三 个 基本 性 质 ， 
质 推出 ? 若 可 以 , 则 和 函数 


接触 到 函 


数 项 级 数 的 核心 内 容 , 其 


即 连续 性 、 


可 微 性 和 可 积 性 ， 


到 ? (对 于 函数 序列 也 有 同样 的 问题 , 即 j 
数 序列 所 具有 的 相应 性 质 推出 ? 


由 于 这 里 


习题 2792 订 


其 极限 函 


能 否 从 级 数 的 通 


的 基本 内 容 , 其 证 明 见 教科 书 . 这 里 要 对 初学 者 指出 ， 
端点 上 未 必 绝 对 收敛 . 这 影响 


中 的 主要 问题 是 : 函数 项 级 数 的 和 


项 所 


有 的 相应 性 


的 导数 和 积分 能 和 否 通 过 函数 项 级 数 的 逐 项 求 导 和 求 积 分 得 
数 的 连续 性 、 可 微 性 和 可 积 性 能 否 从 函 


有 较 多 的 理论 问题 需要 讨论 , 我 


法 


若 可 以 , 则 极限 函数 的 导数 和 积分 能 否 通过 函数 序列 的 
求 导 和 求 积 与 求 极限 运算 交换 顺序 得 到 ?) 
历史 上 为 解决 这 些 问 题 曾 经 提出 过 多 种 工 


致 收敛 性 概念 就 是 其 中 之 一 . 


E 明 : 函数 flz) = > -28 在 区 | 
天 二 


一 致 收敛 , 从 而 jz) 在 此 区 间 上 连续 . 


作 介 绍 . 建议 初学 者 在 做 本 小 节 的 习题 前 先 浏览 其 


解 ” 由 于 级 数 的 通 项 wz) 连续 , 且 有 强 级 数 》' -5 ， 因 此 级 数 在 
的 二 工 


门将 有 关内 容 集中 放 在 下 一 个 补 注 小 节 
的 内 容 . 

恒 -co < 2 < +oo 内 连续 并 有 连 

(一 co, 十 co) 四 
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为 研究 /的 可 微 性 , 将 级 数 对 z 逐 项 求 导 得 到 级 数 》， 人 于 这 个 级 数 在 


闪 寺 


Ce +eo) 上 可 bo 有 强人 灼 半 市 保证 其 一 致 收敛 , 且 为 连续 函数 ,从 而 就 知道 对 于 
Fz) 的 求 导数 运算 和 级 数 的 村 和 运算 可 交换 于 是 可 通过 对 级 数 的 逐 项 求 导 得 到 
本 sinmZz AN cosmz 
WO 
从 而 知道 F(z) 在 区 间 (-- co, +co) 上 连续 可 微 . 
注 ， 初 学 者 必须 注意 , 在 教科 书 的 逐 项 可 微 定理 中 , 为 了 级 数 的 和 函数 可 导 且 其 导 
数 可 以 通过 逐 项 求 导 得 到 , 即 有 
Ce Ce d 本 
关键 条 件 是 上 式 右 边 的 级 数 , 即 逐 项 求 导 所 得 : 到 的 级 数 ， 在 所 论 区 间 上 为 一 致 收敛 . 这 
一 点 与 和 函数 的 连续 性 定理 以 及 逐 项 积分 定理 完全 不 同 . 
习题 2796 设 闪 (= 1,2…) 是 区 间 [0,1] 内 的 全 体 有 理 数 , 证 明 函 数 
zj)=》、 了 和 0 和 xz 忒 划 


大 一 1 
kt 有 下 列 性 质 : 1) 连续 ; 2) 在 无 理 点 处 可 微 而 在 有 理 点 处 不 可 微 . 


解 1) 由 于 级 数 的 每 一 项 在 [0,1] 上 连续 2 有 关 训 为 强 级 数 , 因此 从 连续 性 定 
理 可 知 级 数 的 和 函数 fz) 在 [0,1 上 连续 . 


2) 因 级 数 的 各 项 在 点 z = 六 处 不 可 导 , 因此 不 能 用 现成 的 逐 项 可 微 定 理 . 
设 zo e [0, 1] 为 无 理 数 ， 6 > 0, 使 得 邻 域 Os(zo) C [0,1]. 直接 写 出 差 商 


Flzo 十 WE -过 的 区 (5.6) 
并 利用 三 点 不 等 式 ||z| 一 和 一 钾 ， 就 有 
aa |zo 一 re| < 1 


从 而 可 见 (5.6) 右边 的 级 数 有 强 级 数 ， 就， 因此 对 于 满足 0 < In| < 5 的 疡 为 一 致 收 
敛 . 于 是 访 一 0 的 极限 运算 可 以 与 级 数 的 求 和 运算 相交 换 , 这 样 就 有 


Ooe 


lim jzo 十 由) 一 AZo) 芭 lim y、 |zo 十 刀 一 re| 一 |zo 一 rp| 
尹 一 0 用 六 >0 34 记 
K=1 
-人 (im | 
和 3 放 
ES 
开 ) 


85.4 


其 : 
20 过 7K 时 取 正 号 ， 当 TZ0 刀 7 时 取 负 号 . 
由 于 最 后 一 


函数 项 级 数 


利用 了 函数 |z - 天 | 在 无 理 点 zo 处 可 微 . 在 最 后 一 个 级 数 的 各 项 的 分 子 中 ， 
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式 的 级 数 绝对 收 和 敛 , 因此 就 证 明了 jz) 在 点 z = zo 处 可 导 . 
现 设 ze (0,1) 为 有 理 数 , 则 存在 唯一 的 fio, 使 得 z = 7xo: 


这 时 可 以 将 /z) 的 级 数 


表达 式 分 解 如 下 (其 中 设 如 > 1 对 于 如 


1 的 情况 讨论 是 类 似 的 ): 


Ko 一 工 Oo 
jz) = 8 > 罗 ; | + >》， eeL， (5.7) 

天 一 1 大 一 Ko 十 1 
这 时 等 式 右边 的 第 一 个 和 式 只 有 有 限 项 , 且 在 点 z = rk 处 均 可 导 , 而 第 二 个 和 式 则 与 
前 面 zo 为 无 理 数 的 情况 一 样 可 以 证 明 在 点 z = rkw 处 可 导 . 然而 (5.7) 右边 的 第 一 项 在 
点 z = rhe 处 不 可 导 . 这 样 就 证 明了 jf(z) 在 (0,1) 内 的 有 理 点 处 均 不 可 导 . 用 相同 方法 
可 见 jz) 在 点 z=0 和 >z=11 存 在 单 侧 导 站 

习题 2797 证 明 : 黎 曼 5 函数 
oO= 六 二 
也 一 工 


区 间 z > 1 内 连续 , 且 在 此 
解 ”由 正 项 级 数 的 柯 西 积 分 判别 法 (或 其 他 


判别 法 ), 可 知 C(z) 在 z > 工时 有 定义 . 


对 任意 点 zo > 1 取 65 > 0 充分 小 6= (1+zo)/2), 使 得 有 [zo 一 0 zo 十 9] C 
(1 二 co). 在 这 个 闭 区间 上 有 强 级 数 人 一 = ,因此 从 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 知道 级 数 
在 [zo -0,zo 十 ] 上 一 致 收敛 ， 人 点 zo 处 连续 . 由 于 zo E (1, +eo) 的 任意 
性 , 可 见 5(z) 在 其 定义 域内 处 处 连续 . 
对 级 数 逐 项 求 导 得 到 
-1 
对 任意 点 zo > 1， 与 前 而 同样 地 取 5 > 0, 使 得 [zo - 5 zo 十 6] C 十 co), 则 在 这 个 团 
区 间 上 有 强 级 数 六 四 2 2 ,因此 从 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 知道 上 述 逐 项 求 导 得 到 的 级 
数 在 [zo - 5, z0 + > 致 收敛 , 从 而 知道 C(z) 在 点 zo 处 可 导 , 且 成 立 
4(zo) = >》， 一 。 
二 浊 


由 于 zo E (1 二 ceo) 的 任 ; 
的 级 数 逐 项 求 导 得 到 . 
以 下 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 6(z) 在 其 定义 域内 处 处 有 任意 阶 导数 . 从 略 . 
注 _ 由 于 以 上 出 现 的 所 有 函数 项 级 数 都 在 z = 1 处 发 散 , 因此 它们 在 (1 +eo) 或 任 
何 有 界 区 间 (1, 4) 上 均 非 一 致 收敛 . 由 于 连续 性 和 可 导 性 都 是 函数 的 局 部 性 质 , 因此 只 
要 用 一 个 充分 小 的 区 间 将 所 讨论 的 点 zo 包含 于 其 内 部 , 然后 就 只 需 对 这 个 小 区 间 来 验 
证 所 需要 的 一 致 收敛 性 条 件 即 可 . 本 题 的 讨论 在 这 方面 


有 典型 意义 . 


性 , 可 见 6(z) 在 其 定义 域内 处 处 可 导 , 且 其 导数 可 以 从 原来 
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< 


或 并 研究 它 的 可 微 性 . 


习题 2799(b) 确定 函数 JJ) = 》 -5 的 存在 


解 1 级 数 在 点 z = 0 处 显然 收敛 , 且 f0) = 0. 当 z 夭 0 时 , 通 项 wn(z) = 
0"( 方 ) (一 co), 因此 收敛 . 于 是 函数 ffz) 的 定义 域 是 (一 oo,+oo)， 


由 于 /为 偶 函 数 , 以 下 先 研 究 在 z < (0, 十 co) 时 的 可 微 性 ， 


2 
在 z > 0 范围 内 对 级 数 逐 项 求 导 , 由 于 (一 2 了 ) = -本 二 写本 ,上 且 有 
702 十 22 (2 十 Z) 
m2 一 22 | 2 十 Z2 过 1 7 
(02 十 22)” (22 十 Z2) 12 十 22 2 


可 见 逐 项 求 导 得 到 的 级 数 在 (0,+ceo) 上 一 致 收 公 ， 对 点 zo > 0 可 作 一 个 闭 区 间 
[wa c (0,+co), 使 得 zo E (ao, 包 .对 于 此 区 间 [ww 如 用 逐 项 可 微 定 理 , 就 知道 ffz) 在 点 
z0 可 导 . 由 于 zo > 0 的 任意 性 , 可 知 f(z) 在 (0,+eo) 内 处 处 可 导 , 且 有 
2 2 2 
矿 (z) = 浊 2 Z E (0, 十 co). 


由 于 上 式 右边 的 级 数 于 z = 0 收敛 , 且 于 [0,+co) 上 一 致 收敛 , 因此 取 z 一 +0 的 
极限 可 以 与 级 数 求 和 交换 顺序 , 这 样 就 求 出 了 导 函 数 /z) 在 点 z = 0 处 的 右 侧 极限 : 


/ 7 刀 一 一 粳 
/+H0) = im )= 二 吕 和 冯 林 = -6 


其 中 最 后 一 个 等 式 见 85.1.7 的 习题 2655(a) 及 其 注 . 

由 于 jz) 在 z = 0 处 连续 , 根据 单 侧 导 数 极限 定理 ( 见 82.6.4 的 习题 1258.1), 即 有 
者 @= PHO= 瑟 -， 

最 后 , 由 于 /为 偶 函 数 , 因此 也 就 知道 它 在 (--co, 0) 内 处 处 可 微 , 且 有 


1@- -二 伟 reCoo0) 
又 由 于 了 是 偶 函 数 , 因此 就 有 卢 (0) = -及 (0)@, 于 是 从 卢 (0) 径 0 就 知道 Flz) 于 点 
z = 0 处 不 可 微 , 即 在 该 点 存在 两 个 不 相等 的 单 侧 导数 ， 
解 2 (概要 ) 可 能 更 为 简单 的 方法 是 将 级 数 各 项 的 共有 因子 |z| 提出 到 求 和 前 , 得 
到 函数 f(z) = lz| .9g(z), 其 中 g(z) = 》 -二 ,然后 分 别 讨论 两 个 因子 即 可 得 到 与 
也 一 工 


2 十 22” 
解 工 相同 的 结论 . 


习题 2802 试 确定 参数 w 取 何 值 时 下 列 命题 为 真 : (a) 序列 户 (z) = nezer"a (一 
1,2,….) 在 闭 区 间 [0,1] 上 收敛 ; (b) 该 序列 在 [0,1] 上 一 致 收敛 ; (e) 可 在 积分 号 下 取 极 


lim | 万 (z) dz 


人 包 一 OO 0 


@ 这 里 可 以 参考 82.1.4 的 习题 1027, 即 当 /为 可 微 偶 函数 时 ，j 必 是 奇 函数 . 
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解 (a] 在 z=0 处 总 有 访 (0) = 0, 因此 函数 序列 收敛 于 0. 在 0< xz 过 1 时, 若 
科 0, 则 也 有 im 户 (z) = 0 若 a > 0, 则 从 81.2.2 的 习题 60 ee 0. 医 

让 所 给 的 函数 序列 对 参数 a 的 任何 值 在 0,1 上 都 收敛 于 极限 函数 /z) 三 
(b) 通过 求 导 不 难 确定 亡 (z) 在 点 1/m 达到 极 大 值 
CQ 一 1 _ 一 | 


=， 


因此 只 要 用 85.4.2 的 习题 2741 中 的 充 要 条 件 , 就 知道 于 ze [0,H 上 访 (z) 己 0 的 充分 
必要 条 件 是 a < 1 


(c) 由 于 已 知 极限 函数 f(z) = 0, 因此 若 m 一 co 的 极限 运算 能 通过 积分 号 , 则 结果 


直接 计算 积分 得 到 
工 工 Q 一 2 Q 一 1 
| oaz=m| ze dz=n 2 人 
0 0 e 
可 见 成 立 


的 充 要 条 件 是 a < 2. 
注 当 ass[l2) 时 , 本 题 的 函数 序列 { 访 (z)} 在 [0， 虽然 并 不 一 致 收敛 , 但 积 
分 与 即 一 co 的 极限 顺序 却 仍 可 交换 (参见 后 面 85.4.5 的 命题 5.8). 


习题 2811.1 设 jz) (-oo < zx < +oco) 是 无 穷 多 次 可 微 的 函数 ， 且 其 导数 
Jo(z) (mn = 12,……) 的 序列 在 每 一 个 有 限 区 间 (w, 访 上 一 致 收敛 于 函数 wp(z). 证 明 : 
2(z) = Ce*,， 其 中 C 为 常数 ， 


六 | 


解 这 时 在 每 一 个 区 间 (w 中 上, 序列 {j(o(z)} 和 {Jo+0(z)} 都 是 一 致 收敛 ， 
此 就 知道 对 每 一 个 z 成 立 


草 (j 加 = 加 羡 1O= my 


这 样 既 有 jw)(z) 王 p(z), 又 有 jn+D(z) 汪 p(z), 因此 上 式 就 是 
到 人) =- olo) 


由 此 即 可 得 到 o(z) = Ce (参见 84.10 的 习题 2528). 


习题 2811.2 设 函 数 户 (z) 人 = 站 2…) 在 (一 co,+oco) 上 有 定义 且 有 界 , 在 任 人 
区 间 [ww 上 方 (z) 过 2(z). 由 此 能 否 可 知 


lim sup 户 (Zz) =sSupwo(zZ)7 


考察 例子 记 (z) = em ， 几 一 12 


避 | 


下 


解 ”不 一 定 . 若 取 户 (z) 三 c (2 = 1 2,….)) 则 也 有 ol(z) 三 c, 于 是 题 中 所 考虑 的 等 
式 当然 成 立 . 


300 


然而 对 于 题 中 提出 的 例子 来 说 , 从 85.4.2 的 习题 2758 可 知 ，p(z) 三 0， 
sup olz) = 0. 然而 , 对 每 个 靖 均 有 sup ee- = 1 因此 当 郊 一 oo 时 其 极限 只 
从 而 得 到 


1= lim sup{fere-1} supf lin ere-o]=0 


5.4.5“ 补 注 


这 个 小 3 
其 若干 应 用 . 


及 了 


第 五 


节 包 含 两 个 内 容 : (1) 对 本 节 内 容 的 理 ; 


1. 关于 函数 项 级 数 和 函数 序列 的 补充 


函数 项 级 数 和 函数 序列 是 数学 分 析 ， 
要 手段 . 这 里 不 仅 有 


许 多 


黎 曼 5 函数 ), 就 以 初等 函数 来 说 , 除了 有 理 函 
项 级 数 这 个 工 
作为 基础 , 本 节 只 涉及 如 


愉 


数 的 基本 性 质 . 


下 面 只 


对 于 无 穷 级 数 


到 函数 序列 上 去 是 容易 的 | 
对 无 穷 级 数 三 


(1) 对 于 
求 和 是 否 


这 里 要 指 


在 wn(z) (7 一 1)2,…. 
如 教科 书 中 所 说 , 如 
一 致 收敛 性 


级 数 


何 利 用 函数 


的 情况 分 别 列 出 主要 


) 而 言 百 ， 设 该 级 数 在 


全 设 它 是 克 的 聚 点 ， 则 问题 是 : 对 也 


了 可 交换 顺序 ? ; 


lim 9(z 


Z 一 Z0 


) 均 


LIH 
LI， 


供 了 这 方面 的 例子 , 即 习题 


收敛 性 的 著名 结果 , 它 可 从 通 项 


术 级 数 的 通 项 均 为 区 间 X = 
是 否 是 [w, 如 上 的 可 积 昌 


(2) 设 前 述 


寺 右边 


4 是 


这 也 就 是 问 下 列 等 


一 lim 六 nm(Z 
0 


平 点 00 处 过 


习 此 


能 十 |， 


在 微 积分 的 基础 上 发 展 出 来 的 研究 函数 的 重 
用 函数 项 级 数 定义 的 非 初 等 函数 (例如 


85.4.4 的 习题 2797 的 


数 之 外 , 其 他 函数 的 计算 也 都 离 不 开 函 数 


项 级 数 与 函数 序列 来 


其 和 


究 其 和 函数 与 极限 函 


结果 ,jj 


你 


上 收敛 , 其 和 函 
[函数 取 z 一 zo 时 的 极限 与 级 数 


> lim un(Z 
0 


吕 


/AN 


是 充分 条 件 ， 
2794. 在 [34 的 31 


4.2.3 了 


是 一 个 数 项 级 数 . 


连续 性 条 件 保 证 


连续 


条 件 . 


赤 时 也 就 是 问 和 函数 9(o) 于 点 m 处 是 
E 级 数 于 X 上 一 致 收敛 时 ， 上 述 两 和 
并 不 是 必要 条 
介绍 了 将 一 


极限 的 顺序 交换 是 正确 


致 收敛 | 


需要 注意 之 处 . 将 它们 转移 


数 记 为 S(z)， 


否 连续 . 
的 . 
《习题 集 》 的 85.4 中 提 
减弱 为 准 一 致 


车 


An 
> 得 到 ? 这 也 就 是 问 下 列 等 式 是 


5 ( 袜 caj 


ee) 
生 
dz 一 > 


由 


口 


二 各 疙 it 页 二 十 作 了 玉芝 估 
[ww 引 上 的 可 积 函数 , 则 问题 是 : 
J 积 , 则 殿 


其 和 函数 


职 分 能 否 通过 对 级 数 逐 项 


上 Un(Z) qz 
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按照 教科 书 中 的 定理 , 当 上 述 级 数 在 [a, 引 上 一 致 收敛 时 ,以 上 两 个 问题 的 答案 都 
是 正面 肯定 的 . 

然而 这 也 只 是 充分 条 件 . 在 《习题 集 
必要 的 . 例如 上 一 小 节 的 习题 2802(c) 等 . 
在 这 方面 , 相当 一 般 的 充分 性 条 件 是 由 下 列 著名 定理 给 出 的 . 


命题 5.8 (阿尔 泽 拉 定 理 ) 设 级 数 六 wn(zZ) 在 区 间 [co 中 上 收敛 , 其 通 项 ww(z) 和 


级 数 的 和 函数 S(z) 都 在 [w, 中 上 可 积 ， 旧 级 数 的 部 分 和 函数 序列 {5.(z} 在 [aa 上 一 
致 有 界 , 即 存在 M > 0, 使 得 对 每 个 和 每 个 ze [ww, 包 ,同时 满足 135。(z)| 入 AM, 则 成 立 


| se tr- (二 mw )ae= 二 aa 


注 在 如 (z) 和 3(z) 均 为 [wa 上 的 连续 函数 时 , 命题 也 称 为 奥 斯 古 德 定 理 . 在 
[34] 的 814.2.3 中 收入 了 命题 5.8 的 较为 容易 理解 的 证 明 (还 可 参考 [15] 的 第 二 卷 的 
3814.4). 


SS 


中 举 出 了 多 个 例子 表明 一 致 收敛 条 件 不 是 


(3) 设 前 述 级 数 的 通 项 均 为 区 间 X = (wb 上 的 可 微 函 数 , 则 问题 是 : 其 和 函数 
S(z) 是 否 是 (wb) 上 的 可 微 函 数 ? 又 问 : 如 果 它 可 微 , 则 其 导数 能 否 通过 对 级 数 逐 项 求 
导 得 到 ? 这 也 就 是 问 下 列 等 式 是 二 


2 - dr 上 [二 we )| : 王 症 wo 


交 二 二 


按照 教科 书 , 这 里 的 一 致 收敛 性 条 件 是 加 在 过 簿 项 求 导 得 到 的 级 数 上 的 . 这 就 是 说 ， 
要 求 上 式 最 右边 的 级 数 


>》 au 人 z) 
绢 二 二 
在 (ab) 上 一 致 收敛 . 注意 在 条 件 满足 之 前 , 我 们 并 不 知道 这 个 级 数 收敛 或 一 致 收敛 , 更 
不 知道 它 的 和 函数 是 否 等 于 S'(z). (参见 85.4.4 的 习题 2792, 2796 等 .) 
可 以 证 明 , 只 要 上 述 逐 项 求 导 得 到 的 级 数 在 (w ) 上 一 致 收敛 , 且 又 已 知 原来 的 级 
数 在 (a, 中 的 其 一 点 处 收 钱 ， 就 可 以 推出 它 在 (ww W) 上 一 致 收敛 . 初学 者 容易 犯 的 一 个 
错误 是 只 去 验证 ea ) 的 一 致 收敛 性 , 而 不 知道 这 既 非 必要 , 也 不 充分 . 仅仅 这 一 个 


条 件 满足 并 不 能 保证 其 和 函数 可 微 , 在 可 微 时 也 不 能 保证 可 微 与 求 和 这 两 个 极限 运算 
的 顺序 可 交换 . 

在 《习题 集 》 的 85.4 中 举 出 了 这 方面 的 例子 , 如 习题 2800, 2801 等 . 

与 (1) 和 (2) 类 似 , 这 里 对 逐 项 求 导 级 数 的 一 致 收敛 性 条 件 也 是 充分 而 非 必要 的 . 
例子 见 [15] 的 第 二 卷 的 435 小 节 ， 


2. 黎 曼 引 理 及 其 应 用 
下 面 看 几 个 例子 . 它们 可 以 说 明 很 多 问题 . 在 此 之 前 先 列 出 其 中 所 用 的 一 个 


册 
H 
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黎 曼 引 理 . 由 于 在 绝 大 多 数 教科 书 的 傅 里 时 级 数 音节 中 都 有 它 的 证 明 , 这 里 只 列 
为 下 列 命题 证 明 从 咯 . 


命题 5.9 ( 黎 曼 引 理 ) 设 函 数 Flz) 在 区 间 [oj 上 可 积 与 绝对 可 积 , 则 有 
lim fo)sinpzdz=0， im | jzycospzdz = 0. (5.8) 


了 一 Oo 


例题 1 ”研究 函数 S(z -二 党 玫 mnZ 的 可 微 性 , 并 求 S(z)， 


解 从 8$5.2.1 的 习题 696(a 己 知 级 数 处 处 收敛 , 因此 和 函数 S(z) 在 (-co, +eco) 
上 有 定义 . 又 可 见 S(z) 是 周期 2r 的 周期 函数 . 
为 研究 其 可 微 性 , 将 级 数 逐 项 求 导 得 到 


De 
法 
10 人犯 
> | Ce 一 COSZ 十 coS27 十 :十 coSmTZ 十 …: 


闪 二 寺 
可 以 证 明 这 个 级 数 处 处 发 散 . 为 此 只 要 证 明 对 每 个 z， lim cosnz 一 0 不 能 成 立 . 
对 于 z 是 区 的 整数 倍 的 情况 , 有 | cosnz| = 1. 对 于 其 他 z, 可 以 用 反 证 法 . 若 对 某 
个 不 等 于 区 的 整数 倍 的 点 zo, 有 


T 


lim cos7mZo 三 0， 


也 一 OO 


则 也 有 lim cos(” + 1l)zo = 0. 于 是 就 有 


sin Zo 一 Sin[(m 十 1)zo 一 2Z0] 
一 Sin(7 十 1)zZocosm20 一 cos( 了 十 1)zosin7m2o 一 0 (7 一 co)， 

这 与 sin zo 夭 0 相 矛 盾 (参见 85.1.1 的 习题 2553). 

然而 逐 项 求 导 得 到 的 级 数 处 处 发 散 并 不 表明 原 级 数 的 和 函数 一 定 不 可 导 . 

实际 上 , 我 们 即将 证 明 , 本 题 的 函数 5(z) 有 非常 简单 的 表达 式 , 从 而 可 以 直接 看 出 
它 在 z 不 等 于 2r 的 整数 倍 的 所 有 点 上 的 导数 恒 等 于 一 
由 于 395(z) 有 周期 2r, 且 有 3(0) = 5S(2r) = 0, 因此 只 需 在 开 区 间 (0,2r) 上 求 S(z). 
这 时 先 计算 级 数 的 部 分 和 序列 如 下 : 


2Z) - 当 世 -站 esud= (cm 由 dt 


K 一 1 K 一 1 
sin(72 十 了 六 sin(72 十 二) 
区 2 | d 用 史 d 人 也 
=| (=- 一 二 | =| 
0 2sin 0 2sin 本 


中 这 在 [15] 中 称 之 为 传 里 叶 级 数 的 第 一 引 理 . 对 常 义 积分 来 说 ，F(z) 可 积 即 可 推出 | jz)| 可 积 , 反之 则 
未 必 , 而 对 广义 积分 来 说 ，| jz)| 可 积 可 推出 jz) 可 积 , 反之 则 未 必 . 由 于 命题 中 的 积分 可 以 是 广义 积分 ， 因 
此 在 条 件 中 同时 要 求 fxz) 可 积 和 绝对 可 积 . 此 外 , 当 积分 区 间 [o, 如 无 界 时 命题 也 成 立 ， 


从 公式 (5.8) 还 可 看 出 , 由 于 积分 号 下 的 被 积 函数 当 p 一 co 时 不 存在 极限 , 因此 这 是 极限 不 能 与 积分 交换 
顺序 的 典型 例子 
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由 于 函数 在 [0,z] 上 的 积分 发 散 , 因此 还 不 能 对 最 后 一 式 中 的 积分 用 黎 曼 引 理 . 


2sin 亡 


利用 S(r) = 0 就 有 公式 中 


合并 以 上 计算 就 得 到 


fr Sin(72 十 总 )t 
a 2sin 志 
在 区 间 [z,z] 上 常 义 可 积 , 因此 只 要 对 最 后 一 个 积分 用 


Sn(z) = 7 二- | d 


由 于 z e (0,27),， 函数 


2sin 广 

黎 曼 引 理 , 就 得 到 和 函数 的 表达 式 为 

5S(z) = lim Sn(z) = 人 

由 此 可 见 , 在 (0,2r) 上 5S'(z) 三 - 广 ， 而 在 z = 0,2r 处 S(z) 不 连续 , 当然 不 可 导 . 
下 面 我 们 将 利用 例题 1 的 和 数 9(z) 的 表达 式 以 及 函数 项 级 数 的 逐 项 求 积 和 逐 

项 求 极限 的 方法 , 求 出 级 数 > 的 和 , 即 数学 史上 的 巴塞 尔 问题 (参见 85.1.7 的 习 

题 2655(a) 及 其 注 ), 


例题 2 (巴塞 尔 问题 ) 证 明 》、 误 一 工 
ER 


解 取 = e (0.m), 则 在 区 间 0 证 湖 


-二 Sin722 7 


由 于 上 式 右边 的 函数 项 级 数 在 [es,T] 上 一 致 收 全 因此 在 将 上 式 两 边 于 此 区 间 上 积分 时 ， 
右边 可 以 用 逐 项 积 ee 这 样 就 有 


乞 


Co _1T)n 一 1 ooe 
二 到 本 十 >》， COS71E. 
条 二 一 


令 = 一 +0, 因 上 式 左边 的 分 是 积分 下 限 = 的 连续 数 , 从 而 得 到 


让 下 元 一 T2 
四 =dz=|， 了 dz= 于， 
又 因 前 式 右边 的 级 数 总 7 cosns 关于 s (在 任何 范围 上 ) 一 致 收敛 , 因此 = 一 0 的 极 


@ 若 作 代 换 上 = 2z 就 可 以 从 84.2.6 的 习题 2291 导出 此 公式 . 


油 
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地 


记 级 数 于 二 之 和 为 8, 则 利用 


Se js co Oo 
| 0 
三 忆 作 122 2 (272)2 总 2 2 
就 有 五- = 跑 , 从 而 得 到 35= 亚 
证 明 
+ce Sinz 元 
| 了 二 区 
证 “从 例题 1 中 的 公式 
sin(72 十 于 六 


元) 开 
| 2sin 二 2 


2 
开始 . 用 洛 必 达 法 则 或 泰勒 公式 可 知 


因此 从 黎 曼 引 理 即 有 


于 是 就 得 到 
。 
fr Sin(72 十 可 多 1 1 元 
交 | 四 由 人 0 WUO) 人 2 Sin 了 ) es 人 和 本 
利用 代 换 即 有 
i 区 
0 沁 0 上 


由 于 已 知 广义 积分 必 号 dt 收敛 ( 见 84.4.2 的 习题 2378), 因此 就 得 到 
0 


(+ 于 和 SInt di 


29 Sinz 1 | 区 
罗 


8 


85.5 震级 数 (习题 2812-2935) 


5.5 才 级 数 (习题 2812-2935) 


内 


本 节 的 习题 有 以 下 几 个 部 分 : 对 给 定 的 震级 数 计 算 3 
展开 为 震级 数 , 此 外 还 有 索 级 数 的 求 和 与 里 级 数 在 近似 计算 中 的 应 用 . 一 些 较为 理论 性 
的 问题 将 在 最 后 的 补 注 小 节 ! 


肾 级 数 的 一 般 和 


其 : 


> 
点 头 


心 的 震级 数 


讨论 ， 


多 式 为 


为 方便 起 见 , 在 无 其 他 说 


容易 看 


数 可 以 看 成 是 多 项 式 的 直接 推广 . 这 对 于 近似 计算 来 说 特别 方 人 


出 , 如 果 从 某 


>》， an(Z 一 Q) 


双 | 


Q， 


[ee 
> QmnZ7”. 
九 一 0 


明 时 , 经 常 采用 


个 下 标 起 的 系数 on 全 等 
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容 简介 ” 需 级 数 是 两 类 最 重要 的 函数 项 级 数 之 一 ( 另 一 类 是 85.6 的 傅 里 叶 级 数 ). 
其 收敛 域 , 将 给 定 的 函数 于 某 点 附近 


也 一 0 
的 求 和 一 般 从 即 = 0 开始 , 点 a 称 为 该 瑚 级 数 的 中 心 (点 )， 上 
在 中 心 点 zz = a 处 收敛 . 


若 对 于 震级 数 的 上 述 表 达 式 作 平 移 变换 上 = 7z 再 将 二 记 为 z, 则 就 得 


(5.9) 


日 此 可 见 ,， 索 级 数 至 少 


到 以 原 


(5.10) 


心 为 原点 的 (5.10) 的 形式 . 
F 0, 则 寺 级 数 就 是 多 项 式 . 因此 老 级 


学 中 的 最 常用 


站 


作为 一 类 特殊 的 函数 项 级 数 , 寺 级 数 的 一 大 特点 就 是 3 


习 此 需 级 数 是 计算 数 


其 收敛 域 具有 特殊 的 形状 ， 


按照 收敛 域 , 震级 数 可 以 分 为 三 类 : (1) 只 在 z = a 收敛 的 肾 级 数 ; (2) 处 处 收敛 的 


才 级 数 ; (3) 存在 非 零 了 


发 散 . 称 这 个 数 尺 为 该 寡 级 数 的 收敛 
级 数 为 收敛 半径 尺 = 0 的 瑚 级 数 ， 
由 上 可 见 , 需 级 数 的 收敛 域 是 关于 其 
含 一 个 点 a 的 退化 
尽 为 正 有 限 数 的 第 三 类 震级 数 来 说 , 在 | 
敛 , 也 可 以 发 散 , 这 里 各 种 可 能 性 都 会 出 现 . 对 于 
正 有 限 数 为 收敛 半径 尺 的 收敛 域 可 以 是 以 下 4 种 区 间 : 


枯 | 


心 ” 旧 
书生 全 


对 于 


数 在 其 两 个 端点 处 的 收敛 或 发 散 可 以 日 


心 为 a 的 一 般 震 级 数 (5.9) 也 是 如 此 , 即 当 收 敛 


F 数 丸 , 使 得 当 


2 
半径 


称 第 


心 Qw 
区 间 ; 对 第 (2) 类 寺 级 


以 原点 为 中 心 


一 尽 , 届 ，( 一 已, 尽 )，( 一 玉 , 嫩 ，[ 一 已 , 已). 


2 一 qd< 羽 时 级 数 收 敛 , 而 当 |lz -ao| > 
. 将 这 个 概念 推广 至 前 两 类 , 则 
(2) 类 守 级 数 为 收敛 半径 尺 = +oo 的 圭 级 数 ， 
k 有 对 称 性 的 区 间 . 对 第 (J) 
数 , 收敛 区 间 就 是 (-co, +eo); 然而 对 
改 敛 区 间 的 端点 a 一 尺 和 a 十 避 处 里 级 数 可 以 收 
的 索 级 数 (5.10) 来 说 , 以 
的 任何 一 种 : 


尺 时 级 数 
称 第 (1) 类 过 


小 囊 


区 间 的 长 度 为 正 有 限 数 时 , 守 级 


8 现 所 有 可 能 的 组 合 . 


因此 对 于 “ 甘 级 数 收 敛 区 间 关 于 中 心 为 对 称 " 的 说 法 , 应 当 注意 其 中 的 对 称 性 并 不 
包含 区 间 的 两 个 端点 呈 . 在 下 面 的 第 一 小 节 的 习题 中 就 会 看 到 各 种 可 能 情况 . 
@ 在 不 少 教科 书 中 当 尽 为 正 有 限 数 时 , 将 (a -- 玉 a 十 局 称 为 收敛 区 间 . 在 《习题 集 》 的 老 版 中 也 是 如 
此 , 然而 这 时 说 宕 级 数 在 其 外 发 散 就 不 对 了 . 在 《习题 集 》 的 新 版 中 则 将 |z -- al 冬 忌 称 为 收敛 区 间 , 更 不 妥 
当 , 因此 本 书 将 主要 使 用 收敛 域 的 概念 , 当 玉 < (0, +co) 时 , 它 可 以 是 4 种 收敛 区 间 中 的 任意 一 种 . 
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5.5.1 “ 才 级 数 的 收敛 域 计算 (习题 2812-2837) 


这 里 的 问题 仍然 是 逐 点 收敛 , 因此 在 85.1 和 85.2: 


数 来 说 , 存在 直接 计算 其 收 和 敛 半径 的 特殊 方法 . 这 就 是 柯 
1 
im Van 
右边 的 上 极限 为 0 时 取 忌 = 0 而 当 
数 情况 下 可 以 直接 用 公式 (5.11) 
况 , 则 还 需要 讨论 寡 级 数 在 两 个 端 


性 . 


西 -阿达 


右边 的 上 极 
十 算出 收敛 


[| 


反 | 


其 中 约定 , 当 


于 是 在 
(0, 上 +co) 的 情 
级 数 的 敛 散 | 

利用 $5.1.3 的 习题 
下 列 公 式 : 


2593 (或 81.2.7 的 习题 141), 可 见 对 了 


Q7m 
Q7m 十 1 


及 = jlim 


3 


限 为 - 
径 尺 ， 然 
点 处 是 否 收敛 , 这 也 就 


马公 式 ; 


后 对 了 


的 方法 都 有 效 . 然而 对 于 寺 级 


(5.11) 


Heco 时 取 尺 = 0. 
关怀 E 
是 讨论 两 个 数 项 


FF 收敛 半径 的 计算 还 可 以 有 


(5.12) 


然而 必须 指出 : 


意义 , 因此 公式 (5.11) 


这 个 公式 与 (5.11) 不 同 , 只 
肾 级 数 有 无 穷 多 个 系数 为 0 的 ! 


有 当 右 边 的 极限 存在 时 它 才 有 效 . 特别 对 于 
青 况 就 不 可 能 直接 用 这 个 公式 . 由 于 数列 的 上 极限 总 有 


是 普 损 有效 的 . 当 


日 卫 


于 计算 


然 对 于 有 具体 问题 来 说 , 公式 (5.12) 较 便 


的 情况 也 是 很 多 的 . 


习题 2812 求 景 级 数 志和 的 收 俩 居 


解 1 根据 柯 西 - 阿 达 马 公式 (5.11) 
65), 就 得 到 民 = 1. 然后 对 于 = 工 可 见 当 
当 Pp > 0 时 收敛 , 否则 发 散 . 

这 样 就 可 知 当 p > 工时 的 收敛 域 为 [一 
当 ?P 入 0 时 的 收敛 域 为 (一 1, 1). 

解 2 利用 公式 (5.12), 即 有 

尽 = lim 


了 网 一 co CQm 十 1 


示 
听 


思 >1 时 收敛 


十 切 2 
本 


lim 


侯 一 OO 


其 余 同 解 1. 


rzZ” 的 收敛 域 . 


习题 2814 求 寡 级 数 六 


命题 


解 1 先 用 沃 利 斯 公式 ( 见 85.1.3 的 5.1 和 公式 (5.2)) 于 


oo 1 [on 1 (ou 
(2 一 Cl 27 (70 二 Ti 

西 -阿达 马公 式 (5.11) 即 可 得 到 尺 = 4. 同时 又 可 看 出 ， 
直 发 散 于 无 穷 大 , 因此 级 数 发 散 . 于 是 本 题 的 寡 级 数 


| 
227 


CQ7m 一 


然后 用 柯 
项 的 绝对 


1 当 0<2p 乏 工时 的 收敛 域 为 [一 


克 作 
227 


一 


系数 Qm (7 


一 co)， 


当 7>z = 


4, 4 


诈 计算 出 lim YN = 1 (利用 81.2.2 的 习题 
则 发 散 ; 而 对 于 


开 则 


1 1)， 而 


土 4 时 的 级 数 通 
的 收敛 域 为 (一 
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解 2 用 公式 (5.12) 即 有 
三 证 多 区 全 人 在 ， 


九 一 co QPm 十 1 也 一 oo (7 十 1)2 4 

对 于 端点 z = 士 4, 直接 比较 级 数 的 后 项 就 有 
4n"+TanH1 | 4( 几 十 了 
0 |= (2 十 1 人 


可 见 级 数 发 散 ， 


习题 2816 求 早 级 数 》` (1 + 二 zz 的 收敛 域 
也 一 工 


解 ”用 柯 西 -阿达 马公 式 (5.11), 即 有 


王 1 一 亿 
有 = lim om = lim (+ 二) = e-1. 


OO 侯 一 CO 


1 


到 于 靖 站 =- o: 久 娄 的 通 项 | 也 十 二】 ]” 和 用 ns 的 素 公 趟 就 可 以 下 
人 


- =expfnlzm(l+ 革 )-} 
二 


= exp{- 于 +o0 一 ee 人 一 oo 


可 见 该 级 数 发 散 . 同 理 在 端点 z = -er-1 处 级 数 也 发 散 . 因此 收敛 域 为 (-e-1e-1)， 

解 2 只 对 于 端点 士 l/e 处 的 级 数 发 散 给 出 另 一 个 解法 . 
对 于 并 点 只 需要 证 明 级 数 通 项 不 趋 于 0, 因此 可 以 利用 31;23 的 习题 题 69, 即 数列 
1 (mn = 1 2, ) 严格 单调 递增 趋 于 e, 而 数列 (1 十 二) 了 壹 下 2 严格 


(+ 去 
也 
调 递减 趋 于 e, 从 而 对 每 个 妈 有 


-es 


e@e 
可 见 级 数 发 散 ， 


| 


1 Nm 

[| 1 工 
也 十 工 

(5 

作 


习题 2820 求 宕 级 数 》 思 加 二 中 加 二 和 on 的 收敛 域 
也 一 工 


解 若 和 为 非 负 整 数 , 则 过 级 数 只 有 有 限 个 非 零 项 , 即 为 多 项 式 , 因此 收 和 敛 半径 
= 二 oo. 以 下 只 需 讨论 mm 不 是 非 负 整数 的 情况 . 
利用 公式 (5.12) 即 可 求 出 收敛 半径 为 
愉 = lim 


们 一 OO 


一 lim | 卫士 工 


Q7m 十 1 也 一 co | ?71 一 作 


二 网 


Q@ 类 似 的 函数 极限 问题 见 《 习 题 集 》 8$2.9 的 习题 1364. 它们 都 是 极限 计算 中 的 1ce 型 的 不 定式 问题 . 
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为 讨论 在 z = 士 1 处 的 敛 散 性 , 利用 85.1.4 的 命题 5.3 及 其 注 , 就 可 以 得 到 二 项 式 系 
数 on 的 下 列 渐 近 等 式 : 
7a(70 一 1 (70 一 即 十 二) _ Dr 
当 mm > 0 时 , 从 通 项 的 上 述 渐 近 等 式 即 可 见 当 > == 
而 当 mm < 0 时 则 不 可 能 绝对 收敛. 
又 可 看 出 当 mm 科 -1 时, 两 个 级 数 的 通 项 均 不 趋 了 
对 于 余下 的 情况 , 即 -1< mm < 0, 从 
70 一 作 


Qmn+1l1 二 Cn 九 二 1 
可 见 级 数 an 为 交错 级 数 , 且 {lan|} 为 严格 单调 递减 趋 于 0 的 数列 , 因此 


判别 法 知道 它 收 敏 且 从 渐 近 等 式 知道 它 为 条 件 收 敛 , 而 当 z = -1 时 级 数 发 散 . 
小 结 ” 当 冯 为 非 负 整数 时 级 数 为 多 项 式 , 对 于 其 他 情况 可 列表 如 下 : 


Q7m 一 


士 时 两 个 级 数 均 为 绝对 收敛 ， 


此 级 数 发 散 . 


呈 
六 


j 莱 布 尼 欧 


SS 


习题 2830 求 宕 级 数 》` 必 f 的 收敛 域 
区 一 二 


解 1 这 是 缺 项 震级 数 , 即 其 中 有 无 限 多 个 系数 等 本 0， 忆 此 不 可 能 用 公式 (5.12) 
来 计算 收敛 半径 . 将 此 级 数 改 写 为 寺 级 数 的 标准 形式 演 an2", 则 其 中 的 通 项 系数 为 


和 


于 是 可 以 用 柯 西 -阿达 马公 式 (5.11) 计算 收 和 敛 半径 如 下 : 
1 
去 = Im V |an| 三 im n 【去 | = lim 二 一 |. 
又 可 直接 看 出 在 z = 士 1 处 级 数 绝 对 收 和 敛 , 因此 收敛 域 为 [一 1 了. 
解 2 将 此 级 数 看 成 为 一 般 的 函数 项 级 数 注 un 人 (2),， 则 可 用 达 上 朗 贝 尔 比值 判别 法 ， 


外 了 多 一 工 
二 ME 全 
0， lz| < 1， 
、 lunrizl  ，， lz 1 
和 


十 co， |z| > 1 
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可 见 当 lz| 冬 工 时 级 数 绝对 收敛 , 否则 发 散 、 
解 3 按照 解 2 的 思路 , 也 可 用 柯 西根 值 判 别 法 , 于 是 有 


0， 1z| < 1， 
有 VC- 二 = 
十 co， |zZ| > 1 


可 见 当 lz| 冬 工 时 级 数 绝对 收敛 , 否则 发 散 、 


0 
习题 2831(a) ( 普 林 斯 海 姆 级 数 ) 求 宕 级 数 》 -一 z 的 收敛 域 
也 一 | 


解 ”由 于 寡 级 数 的 系数 on 的 绝对 值 为 1/m, 可 见 收敛 半径 为 尺 = 1 且 在 端点 士 1 
处 级 数 不 可 能 绝对 收敛 . 对 于 z = 1, 引用 8$5.2.1 的 习题 2672, 知道 级 数 为 条 件 收敛 . 
对 于 z = -1, 可 以 将 级 数 分 拆 如 下 [6]: 


2 (_1IVa( 一 1Tm 下 ES 1)n+[Vm] 
泡 (一 JJ 二 点 ( 二 
多 一 工 大 三 寺 妈 一 1 九天 有 2 


这 时 右边 的 第 一 个 级 数 收敛, 问题 是 如 何 处 理 第 二 个 级 数 . 
现在 来 验证 第 二 个 级 数 为 交错 级 数 (参考 习题 2672 中 按照 符号 的 组 合 方法 ). 先 观 
察 处 于 即 = 友之 后 到 郊 = (十 JJ) 之 前 的 这 一 组 中 的 各 项 的 符号 . 它们 的 郊 如 下 : 
12 十 112 十 2 (二 12 一 1 

由 这 样 的 盖 决 定 的 (-TMV = (-J2 对 所 有 这 些 项 来 说 是 相同 的 ,然而 再 乘 上 (-J” 
之 后 就 变 成 交错 项 了 .再 考虑 这 一 组 的 最 后 的 站 = (E 十 1) 2 一 1 与 下 一 组 的 第 一 项 
忆 .= (十 1 十 1. 由 于 它们 的 奇偶 性 相同 , 因此 对 应 项 的 符号 分 别 由 (-12 和 (一 TD)8+1 
确定 , 于 是 它们 的 符号 也 是 交错 的 . 这 样 就 可 见 上 述 第 二 个 级 数 为 交错 级 数 . 
导 考 虑 到 去 掉 了 交 = 妇 的 项 之 后 , 第 二 个 级 数 的 通 项 的 绝对 值 仍然 严格 单调 递减 
趋 于 0, 因此 从 莱 布 尼 茨 判别 法 知道 它 收敛 . 

合并 以 上 就 知道 z = -1 时 级 数 也 收敛 . 于 是 收敛 域 为 [一 1, 1]. 


习题 2832 ( 超 几何 级 数 ) 求 震级 数 
ca， aa 二 DUO 十 D 
人 
9 
1.2.…7.7(7 十 上 (7 十 寻 一 了 


-H 国 


1 十 


的 收 和 敛 域 . 


解 ”为 使 得 级 数 通 项 有 意义 , 7 不 能 为 0 或 负 整 数 . 又 若 ,8 取 0 或 负 整数 , 则 级 
数 只 有 有 限 个 非 零 项 , 因此 不 必 再 讨论 . 以 下 设 a, 8,7 均 不 为 0 和 负 整 数 . 
利用 公式 (5.12) 即 可 求 出 收 和 敛 半径 为 
CQ 
an1 


尺 = lim 


你 一 OO 


一 1. 


0 
om 
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为 讨论 寡 级 数 在 z = : 
次 使 用 85.1.4 的 
攻 a(Q 十 1)…: 


当 7--aw-6>0 时 ,从 通 项 的 上 述 渐 近 等 式 可 见 当 
而 当 7y 一 aw 一 8 过 0 时 则 不 可 能 乡 
日 此 看 出 当 7 

对 于 余下 的 情况 , 即 


又 可 日 


Q7m 十 1 


可 见 当即 充分 大 时 {fa} 是 严格 向 
>》， an 当 冯 充分 大 时 为 了 


为 二 直 
普 级 数 , 因此 前 者 发 散 , 后 者 为 条 从 
小 结对 了 


1] 处 
5.3 及 其 公 


命题 


CQ 了 


1 .2.…7 TY( 


[1D608 二 D…… 
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的 敛 散 性 , 将 通 项 系数 an 的 分 子 分 母 同 除 以 岂 , 然后 三 
式 (5.4), 就 得 到 系数 an 的 下 列 渐 近 等 式 : 
1 下 


本 克 
Fl 时 两 个 级 数 均 为 绝对 收敛 ， 


下 下 sw 


名 对 收敛 . 
入 -1 时 , 两 个 级 数 的 通 项 均 不 趋 于 0， 


羽 此 级 数 发 散 . 


CQ 


加 


CQ 


于 妥 沁 
(ae 二 7 二 网 


有 入 0, 从 
人 


人 


mA 狼 


Fa, 98, 7 均 不 等 了 


E 项 级 数 , 而 z = -1 时 的 级 数 》 (-1)"an 
所 二 并 


隔 


调 递 减 趋 


才 


也 
F 0 的 正 项 数列 . 由 于 zx = 工时 的 级 数 
风 .充分 大 时 为 交 


AI 


收敛 . 
F 0 和 负 整 数 的 情况 可 列表 如 下 : 


注 在 方法 上 本 题 与 习题 2820 相同 . 由 于 超 几何 级 数 的 重要 性 , 我 们 还 是 详细 写 
出 解法 . 此 外 , 若 在 本 题 中 取 8 = 7, a = -my, 又 作 代 换 z = 一 已 并 将 苇 再 记 为 z, 则 就 
得 到 习题 2820 中 的 老 级 数 . 因此 该 级 数 ( 即 二 项 式 级 数 ) 是 超 几 何 级 数 的 一 个 特例 . 


下 面 的 习题 2833-2837 是 广义 款 级 数 的 收敛 域 的 计算 . 所 谓 广义 款 级 数 , 即 是 用 变 


5.5.2 


量 代 换 可 以 变 为 震级 数 的 级 数 . 从 略 . 


将 函数 展开 为 寡 级 数 工 (习题 2838-2868) 


为 学 习 方 便 起 见 , 将 函数 展 


法 与 82.10.1 
到 下 一 小 节 中 . 


的 泰勒 公式 计算 


泛 


次 需要 求 日 


人 饥 


计算 
8 该 级 数 的 收敛 域 ; 最 后 还 需要 求 出 该 级 数 的 和 函数 与 flz) 相等 的 范 旧 


Ha 一 ) 十 


2) 在 点 了 


| 如 , 在 教科 书 中 关于 ez, sin z,cos2z 等 几 个 基本 的 泰勒 级 数 展 


于 为 蝴 级 数 的 习题 分 为 两 小 节 . 在 这 一 小 节 中 的 基本 方 
类 似 , 而 将 主要 涉及 逐 项 积分 和 逐 项 求 导 方法 的 习题 放 


主要 有 两 种 方法 : 直接 法 和 间接 法 . 
直接 法 将 给 定 的 函数 Fz) 在 点 z = a 附近 展 姑 


为 寡 级 数 ( 即 泰 勒 级 数 ): 


太 


帮 (o) 


2! 
=4& 处 的 所 有 阶 


(z 一 ao) 十 .十 (Z 一 q) 十 …: (5.13) 


可 党 
可 


, 这 样 就 可 以 写 出 (5.13) 的 级 数 ; 


< 


于 式 就 都 是 如 此 证 


工 下 


的 . 


明 


、 震级 数 (习题 2812-2935) 


三 
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要 函数 /z) 的 所 有 阶 的 导 函 数 的 表达 式 , 而 这 一 般 很 难得 到 ， 


然而 由 于 在 余 项 估计 


LU 


因此 直接 法 往往 不 容易 施行 . 这 


间接 法 是 从 几 个 最 


方 
基本 的 泰 款 
小 节 的 多 数 习 题 都 可 以 用 间接 法 求 


其 中 的 习题 . 


得 到 所 要 求 的 泰勒 级 数 . 本 


而 可 以 参看 补 注 小 节 85.5.6 的 说 明和 
级 数 出 发 , 通过 各 种 运算 


在 鸠 


年 


为 了 使 ) 


2 
工 . ez 二 1+z 二 二 十 :十 二 
21! 7 


3 


工 . snz 一 7 一 可 十 可 
2 
沪 
cos7 二 上 -可 十 


工 I. 于 


TV . 


化 化 


j 间 接 法 , 自然 需要 有 几 个 最 为 基本 的 泰勒 级 数 . 现 将 它们 列表 如 下 . 


， (-co <2 < 十 co)， 
(一 1)? 一 1Z27 一 ! 
(27 一 JJ)! 

(一 nz27 


十 …，(-co <Z < 十 co)， 


， (--co < 2 < 十 co)， 


(5.14) 


.]n(1+Z)=Z 一 二 十 志 一 …: 


2 


Z3 25 


.arctanZ 一 2 一 一 十 一 


3 5 
3 


VI arcsinzZ 三 2 十 二 十 一 


6 
推导 


含 


注 公式 VI 和 VII 的 
( 十 2z)7m 的 泰勒 级 数 ， 
1 


3 


有 参数 mm, 下 


见 85.5.3 的 习题 2869 和 2870. 公式 IV 即 二 项 式 函 数 
看 是 几 个 最 常用 的 情况 : 


人 


工 十 民 
1 


GT 


1 1 
四 


王 1 一 2z 十 3z2 一 … 


Dnzz (1<z<1)， 


.十 (-17(2 十 TDz7 十 (-1<7<1)， 


ni 一 3 儿 n 
Cu 

(27 一 1) 
(27m)1 


.十 (一 ] 下 二 


27 十 .…， 


习题 2838 按 二 项 式 z 二 1 的 非 负 整 数 次 寡 展 了 


于 函数 /z) = 2z3. 


解 1 (初等 代数 方法 ) 


将 z 写成 为 (z 二 1) - 工 代 入 就 可 得 到 


中 


妈 一 [(z 二 J) 一 世 = 一 -1+3(C+H) 一 3(z 二 1 十 (z 


解 2 (直接 法 ) 为 求 FLz) = z3 在 点 zz 
太 )=3 太 世 = 一 6 7 -1D=6， 


m=-JCD+PCDC+D+ 二 和 De+D2+ 


= 一 1 十 3(& 十 了 一 3(z 二 1 十 


十 J)”. 
= -1 处 的 肾 级 数 展开 式 , 先 求 f -1T) = 一 1， 
有 JoD(-1) = 0 (m = 4 5,……), 于 是 就 得 到 


2 (z 时 1)3 


(Z 十 1)3. 
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习题 2839 把 函数 1(z) = -一 (a 关 0) 按 以 下 方式 展开 为 宕 级 数 : (D) 依 z 的 
寡 展 开 ; (2) 依 二 项 式 = 一 的 宕 展开 , 此 处 8 天 qi (3) 依 二 的 宕 展开 . 求 出 相应 的 收 伍 
域 


j 四 = 十. 
(2) 将 函数 写 为 
jz) = 页- 亲人 了 5 
(3) 将 函数 写 为 
/= -二 


化 
将 函数 展开 为 寡 级 数 的 许多 习题 涉及 两 个 或 更 多 个 索 级 数 (参见 最 后 一 个 小 节 
85.5.6 的 习题 2897) 的 运算 . 这 里 先 就 两 个 守 级 数 的 求 和 与 求 乘 积 说 起 . 

为 简明 起 见 假设 它们 都 以 原点 为 中 心 且 有 正 收敛 半径 局 和 已, 则 只 要 取 尺 = 
min{Rai, 玉 2},， 就 可 以 在 区 间 (-- 瓦 , 忌 ) 内 按照 逐 项 相 加 方式 求 两 个 寡 级 数 之 和 , 此 外 又 
可 以 求 它们 的 乘积 ( 见 85.3 关于 级 数 乘 积 的 定义 ), 这 时 两 个 守 级 数 在 z e (一 尽 , 民 ) 时 
均 为 绝对 收敛 的 事实 起 重要 作用 . 


作为 级 数 乘积 的 特例 , 对 于 收敛 半径 为 尺 的 宕 级 数 》 anz”, 它 的 平方 , 以 及 指数 


九 一 0 
8 > 2 的 寡 , 也 都 有 意义 , 其 结果 都 是 在 |z| < 玉 内 绝对 收敛 的 蝴 级 数 . 
在 下 面 的 习题 2845, 2846 中 将 遇 到 较为 复杂 的 问题 . 我 们 只 讨论 其 
题 , 先 作 分 析 , 然后 补充 将 级 数 代 入 级 数 的 一 个 命题 , 最 后 给 出 其 解答 . 


的 第 一 个 习 


习题 2845 写 出 函数 fz) = sin(wuarcsinz) 按 变量 z 的 非 负 整 数 次 寡 的 展开 式 ， 
并 求 出 其 收敛 域 . 


分 析 若 计 算出 函数 Aiz) = sin(warcsinz) 在 点 z = 0 处 的 所 有 阶 导数 值 , 则 就 
可 以 写 出 泰勒 级 数 . 然而 为 了 确定 在 收敛 域 上 的 级 数 和 是 否 等 于 /z), 则 还 需要 求 出 
jz) 在 点 2 = 0 的 一 个 邻 域 上 的 所 有 阶 的 导 函 数 , 否则 就 无 法 估计 泰 勤 公式 的 余 项 ( 参 
见 85.5.6), 而 这 项 计算 一 般 来 说 不 容易 . 

从 基本 初等 函数 生成 初等 函数 的 运算 来 看 , 除了 四 则 运算 之 外 , 还 有 复合 运算 . 若 
记 y = yy(z) = arcsin2z, 则 本 题 的 fz) 即 可 写 为 Fz) = sin(puy(z)), 于 是 就 可 在 


| 一 1)” 一 ” 也 一 也 一 
jzZ) =1 和 小 下 和 


jy = arcsinz 代入 得 到 


Ne 


jzZ) 三 人 arcsinZ 一 到 MB(arcsinzja+， + 人 2 一 LI(arcsinz)2 十 (5.16) 


如 前 所 说 , 其 ! 
到 /z) 的 寺 级 数 


三 
集 


85.5 


大 


每 
展开 式 . 我 们 


级 数 展 居 
少 ? 这 
这 方面 的 材料 可 参见 [15] 的 
和 它 的 推论 , 然后 给 出 习题 28 


命题 5.10 设 函 数 2(y) 在 区 1 


命题 


同时 函数 y = jz) 在 


震级 数 (习题 2812-2935) 


些 都 是 需要 回答 的 问题 . 


第 


F 式 中 的 一 种 重要 方法 . 然而 它 的 合 


2(y) 六 必 my ， 
70 一 0 


区 间 (-- 尽 , 届 ) 上 可 展开 为 寡 级 数 


= zz) = >》 anzm， 


点 Z=0 的 附近 展开 为 袁 级 数 〇 中， 


推论 “ 若 在 
习题 2845 的 解 ”按照 上 述 推论 , 由 
因此 复合 函数 sn(wuarcsin z) 的 寡 级 数 展 
相同 ( 见 本 小 节 的 表格 (5.14) 之 VID), 即 等 于 1 
余下 的 只 有 两 个 问题 : (1) 写 昌 
为 了 写 出 这 个 野 级 数 ,只 需要 求 出 fF(z) = sin(warcsinz) 在 点 z = 0 处 的 所 有 阶 

数 . (这 就 是 《习题 集 》 的 82.5 的 习题 1221 
而 将 简 述 其 主要 计算 过 程 , 从 方法 上 看 与 82.5.5 的 习题 1220(b) 相 
到 万 (z) 和 一 Z) 一 7 万) 十 
0 代入 , 即 得 


收敛 


题 


的 导 


的 解 , 下 
对 ffz) 求 导 , 乘 以 VI 二 22 后 再 求 
然后 用 莱 布 尼 欧 公式 求 该 表达 式 的 m” 阶 导数 , 最 后 再 
数 的 递 推 公式 : 


命题 


| 


313 


个 (arcsinz) (E = 13,…) 都 是 肾 级 数 , 然后 将 它们 相 加 即 可 
将 这 样 的 运算 称 为 级 数 代 入 级 数 . 这 是 用 间接 法 求 震 
里 性 何在 ?所 得 的 展开 式 的 收 和 敛 半径 是 多 


二 卷 的 446 小 节 . 下 面 将 其 中 的 主要 结果 列 为 一 个 
45 的 解 . 


司 (一 p,p) 上 可 展开 为 震级 数 


5.10 中 的 p = +eco, 则 关于 |ao| 的 条 件 是 多 余 的 , 而 
F 式 在 (一 尺 , 尽 ) 上 成 立 . 


于 siny 的 坚 级 数 展 天 


次 
径 


于 式 的 收敛 


b), 由 于 《学 习 指引 


ge 
了 纠集 3 


人 


化 


尽 


ji(0)=( 吧 一 AD) (0) 


已 
可 


由 于 F0) = 0, j(0) = 几 就 知道 AZ) 在 z = 0 的 所 有 偶数 阶 导 
函数 即 可 知道 ),， 而 奇数 阶 的 


lao| = |jO0)| < p, 那么 对 于 足够 小 的 z, |/z)| < po, 因此 有 复合 函数 o(jz)), 且 可 在 


此 时 的 复合 


F 式 的 收敛 半径 为 +oco， 


# 径 与 arcsinz 的 过 级 数 展开 式 的 


8 该 宏 级 数 , (2) 讨论 在 端点 z = 士 1 处 是 否 收敛. 


已 
可 


》 的 第 一 册 没 有 给 出 此 


1 
到 在 


数 为 0 (这 从 /ftz) 为 奇 


2n-D(0) 阳 AI 12) 人 [(27m 立 3)? 12] (7 一 1),2,……， 太 


sin(HUarcsin2Z) 一 HZ 十 


@ 该 震级 数 的 计算 方法 是 : 将 宕 级 数 (5.18) 代入 (5.17) 中 的 凡 并 求 出 所 有 [falm (m = 1 2 


于 是 就 可 写 出 所 要 求 的 过 级 数 展 了 
UL 一 必 
了 化 


祖 级 数 


归并 同 索 次 项 . 


多 式 ， 然 后 


十 


AL 一 /2 …[( 2 一 3 一 [an 


(27 一 J)! 


二 二 


) 的 
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已 知 其 收敛 半径 为 尺 = 19. 
最 后 只 需要 讨论 在 端点 z = 士 1 处 的 展开 式 是 否 成 立 . 将 z = 1 代入 上 述 级 数 , 并 
将 所 得 数 项 级 数 的 通 项 记 为 cn, 则 可 见 当 史 充分 大 时 an > 0. 然后 就 有 


如- 再 -- 生 > 
用 拉 比 判别 法 可 见 收敛 . 于 是 在 端点 zx = 士 1 处 两 个 级 数 都 是 绝对 收敛 的 . 
由 于 函数 flz) = sin(wuarcsinz) 在 闭 区 间 [1,1] 的 两 个 端点 处 均 单 侧 连续 , 根据 
阿 贝尔 第 二 定理 四 就 知道 , 该 函数 的 寡 级 数 展 开 式 在 这 两 个 端点 处 也 成 立 . 
于 是 本 题 的 过 级 数 展开 式 的 收敛 域 为 [一 1, ]]. 


习题 2847 写 出 函数 /z) = z2 按 差 zx 一 1 的 非 负 整 数 次 肾 展 开 式 的 前 三 项 . 


解 (对 该 函数 Az) 的 分 析 及 其 图 像 见 82.12.2 的 习题 1526) 若 用 直接 法 , 则 难以 
出 展开 式 成 立 的 范围 , 因此 下 面 还 是 用 级 数 代 入 级 数 的 间接 法 做 . 
jz) =explzinz]=exp{ll1+(z 一 Jill+(z 一 JJ 
=expf(z 一 ID 上 + 二 (一 ]? 


1+[(z 一 D) 二 二 (z ])2 


呈 


=1+(-D+z-D2+dLz-D+olzDg9 (rz 一 1， 
根据 命题 5.10 及 其 推论 , 知道 ftz) 的 寺 级 数 展开 式 在 0 < z < 2 上 成 立 . 


工 
天 


(1+z)z，2Zz 关 0， 


e@， 2 一 0 


习题 2848 写 出 函数 /z) = | 按 变量 z 的 非 负 整数 次 肾 展 开 


式 的 前 三 项 . 


解 (概要 ) (该 函数 在 z 和 0 时 的 图 像 见 81.4.7) 仍然 用 级 数 代 入 级 数 的 计算 方法 ， 
答案 为 


全 一 el1 到 2 站 22 否 Z3 :| Oo9)】 (2Z 一 0)， 
知道 此 展开 式 在 (-1,1) 上 成 立 . 对 于 此 展开 式 的 通 项 系数 的 一 般 表 达 式 见 数学 译 林 ， 
3 
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Q@ 容易 直接 证 明 上 述 寡 级 数 的 收敛 半径 为 1,， 然而 不 能 由 此 推出 震级 数 在 (-1, 1) 上 的 和 函数 就 是 原先 给 
定 的 sin(uarcsin z). 正文 中 的 结论 是 由 命题 5.10 的 推论 导出 的 . 


@ 为 读者 方便 , 这 里 简 述 阿 贝尔 第 二 定理 的 内 容 及 其 推论 . 设 寡 级 数 》' anz? 的 收敛 半径 尺 为 正 有 限 


刀 一 0 
数 , 则 当 该 索 级 数 于 端点 z = 尽 处 收银 时 , 即 在 [0, 召 上 一 致 收敛 . 因此 若 记 守 级 数 的 和 函数 为 S(z), 则 就 
可 推出 该 函数 于 点 尺 处 左 连续 , 即 1 ,3(z) = 93( 忆 ). 关于 左 端点 z = 一 尺 有 类 似 的 结论 . 


卫 
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习题 2860 写 出 函数 7z) 一 二 关于 z 的 坚 级 数 展开 式 . 


解 1 7 的 表达 式 可 见 其 震级 数 展开 式 成 工 的 范围 只 能 在 (-1,1) 内 . 利用 在 
(-1 1) 上 成 立 的 下 列 两 个 震级 数 展开 式 : 


= 》 anzn， 二 1 (mn=01 


一 一 》 bnzn， 0 一 1)pokp1 一 0 (5 一 0)1)); 
mn 一 0 


将 它们 在 (-1 1) 上 相 乘 , 并 再 乘 以 w, 得 到 f(z) = >》 ,cnz"+1, 其 中 系数 


ck 一 D0 十 员 十 :十 DT 一 


人 


了 (他 ) 三 >》， cnZn+1l 一 二 (号 玫 2 


九 一 0 九 一 0 


(如 (| 多 评 


(-1<2Z<1). 


2 4 
解 2 (概要 ) 利用 部 分 分 式 分 解 ( 见 83.2.1) 得 到 


ts | | 1 
人 人 二 4(1 十 宁 ) 下 2(1 一 Z)2 


用 二 项 式 函 数 的 泰 就 级 数 展开 式 将 右边 的 三 项 分 别 展开 , 然后 求 和 . 


习题 2862 (a) 写 出 函数 /(z) = 关于 z 的 坚 级 数 展开 式 . 


解 (概要 ) ”将 所 给 的 函数 写 为 
jz)=(1 一 zZ)， 一 
即 可 得 到 , 且 可 确定 展开 式 成 立 于 (-1, 1) 上 . 


习题 2863 写 出 函数 /z) = 下 关于 z 的 过 级 数 展开 式 . 


一 22cosa 十 22 
解 ”在 复数 域 中 可 将 /z) 的 表达 式 中 的 分 母 因 式 分 解 为 (z -eic)(z -eic) (参见 
84.1.1 的 习题 2192 中 对 于 分 母 1- 2zcosa +2z2 的 几何 分 析 ), 然后 即 可 计算 如 下 : 


三 2 1 1 四 e 一 ia eia: 
jz) = 和 人 ( PRE -去 ) = 地 人 = 过 十 d 去 ) 


= 一 (1 一 z). (1L+z3 十 .…) 


2 一 6 和 一 e 工 一 Ze Xe 
芝 村 (ee >》 (ze 8 十 eic |) 
及 二 吕 WMS 


和 一 ia(m 十 1) ia(m 十 1) 
人 @ 十 e 坟 册 国生 
一 》 ( 7 一 )z 汪 2 coS7Q.. 
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根据 |zetice| = |z| < 1 的 要 求 , 又 利用 cos na 当 半 一 co 时 不 趋 于 0 (参见 85.4.5 的 例题 
1 中 的 证 明 ), 可 知 收敛 域 为 (一 1, 1). 
习题 2864 写 出 函数 1(z) = 二 -sa > 关于 7 的 震级 数 展开 式 . 
1 一 27cosa 十 2 
解 ( 屋 要 类 似 于 上 厦 即 可 得 到 了 一直 一 2 sana (| < 


5.5.3 ”将 函数 展开 为 寡 级 数 II (习题 2869-2896,， 2901-2905) 


如 上 一 小 节 开 


始 所 说 , 在 这 一 小 节 


求 野 级 数 展开 式 , 但 这 


这 


些 题 可 以 很 简单 ; 
题 , 对 于 其 合理 性 需 


此 外 ， 


要 讨论 . 


并 非 绝 对 . 对 许多 题 往往 还 有 
人 


的 许多 习题 可 以 用 逐 


人 


他 方法 可 用 ， 


下 


看 是 逐 项 积分 法 


的 两 个 


习题 2869 ee 1 = arctanz 的 


司 河 


导 函 数 , 然后 用 逐 


级 数 展开 


的 和 . 


式 求人 履 全 


1 


隐 友 2 


5 =1 一 zZ2 十 z 一 … 十 (于 


二 
十 


注意 这 个 展 


为 开 区 间 (-11 


TH 
xd 


开 式 的 有 效 范 


根据 老 级 数 的 性 质 ， 


arctan 2 


特别 当 z = 1 时 就 求 得 


2938). 


习题 2870 


由 于 此 寡 级 数 于 z = 士 1 处 为 莱 布 尼 茨 型 
上 叶 人 数 的 上 述 昧 级 数 展开 


(参见 84.2.6 的 习题 2283 与 85.6.1 的 习题 


AI 


< (二 1 1) 时 可 逐 项 积分 得 至 


jzZ) = arctanz 一 人 
0 


4 级 数 因此 用 阿 贝 


Ce 


2 


区 


祭 


了 


， (一 


尔 第 二 


EE 
村 


先 展开 函数 fz) = arcsinz 的 


级 数 展 开 式 . 


解 


V1 一 2Z2 


用 指数 为 - 寺 的 二 
1 


项 式 级 数 ( 见 表格 (5.15)), 将 


(27. 一 1) 


人 
有 


函数 , 然后 用 逐 


的 z 换 为 


型 例子 : 求 反正 切 函数 和 反正 弱 函 数 的 索 级 数 展开 式 . 


和 项 积分 的 方法 求 其 至 


0 
边 的 过 级 数 的 收敛 域 . 


1<2Z<1). 


定理 和 /z) = 
式 在 [一 1,1] 上 成 立 ， 


项 积分 的 方法 求 其 肾 


一 Z2, 就 可 得 到 


(-1<Z<1). 
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由 沃 利 斯 公式 可 见 在 端点 > = 十 1 处 通 项 ~ 下， 因此 两 个 级 数 均 发 艇 


在 ze (-11) 时 于 [0,z] 上 逐 项 积分 , 就 得 到 


2 
arcsin2Z 一 2 十 6 十 1407 十 CITY 和 站 


由 于 在 端点 z = 士 1 处 级 数 的 通 项 为 O*{ 二) 因此 均 收 敛 . 利用 阿 贝尔 第 二 定理 和 
jz) = arcsinz 在 [-11] 上 连续 , 就 知道 反正 弱 函 数 的 上 述 寡 级 数 展开 式 在 [-1,1 上 
成 立 . 

注 “利用 数列 极限 lim 万 = 1 和 柯 西 -阿达 马公 式 , 就 知道 寒 级 数 在 逐 项 求 积 和 
逐 项 求 导 时 的 收敛 半径 不 变 . 然而 对 于 端点 来 说 , 其 收敛 情 况 可 能 有 变化 ， 上述 两 个 习 
题 都 是 如 此 ， 由 阿 贝尔 第 二 定理 知道 , 这 时 的 逐 项 积分 和 逐 项 微分 的 结论 可 总 结 如 下 
(其 中 只 写 出 右 端点 ): 


(-1<2Z<1l), 


命题 5.11 设 寡 级 数 》 anz7 的 收敛 半径 为 正 有 限 数 尺 . 


九 一 0 


(GD) ) 着 朋 禾 ”全 下 收 全 则 亚 项 积分 公式 


人 作 有 CQ 你 十 1 
| 二 dt 一 二 oa- 二 褒 r ,2 E (一 尼 , 忆 )， 
在 z= 玖 时 仍然 成 立 
(2) 若 级 数 六 man BR 一: 收敛 , 则 逐 项 求 导 公 式 


六 三 苇 
an 一 > -二 7CQ7m 化 》 E (一 尺 ， )， 
六 三 各 

在 z= 尺 时 仍然 度 立 
习题 2872 先 展开 函数 jz) = In(1 - 2z cosa 十 z2) 的 导 函 数 , 然后 用 逐 项 积分 的 
方法 求 其 肾 级 数 展开 式 . 
提示 “利用 85.5.2 的 习题 2863 的 展开 式 逐 项 积分 即 可 , 只 是 要 根据 参数 a 的 不 同 
情况 讨论 最 后 的 展开 式 的 端点 情况 . 


习题 2873 利用 各 种 方法 , 求 下 列 函 数 的 过 级 数 展开 式 : 
1 1 二 7 1 


(a)] jz) =(1L+zZ)In(L 二 2zZ); b) jz) = 过 卫 芽 一 六 十 万 arctan7i 
(c) F(z) = arctan 一 于 d) F(z) = arctan 亲 人 


(ej fj(z) = zarctanz 一 mVI1+z2; (jz) = arccos(1 一 2z2); 
(g) jz) =Zarcsinz 十 V1 一 2Z2; ph) jz)=zZinlz+V1+2zZ2) 一 VI 二 2Z2. 


提示 “除了 其 他 方法 之 外 , 这 里 的 每 个 小 题 都 可 以 考虑 用 逐 项 积分 方法 . 
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习题 2874(a) 利用 展开 式 
jlz+ 崩 -Ja =R+ 曾 六 人 + 十 下 J 人 二 … 
的 唯一 性 , 求 函 数 f(z) = e”” 的 冯 阶 导 函 数 ， 


解 ” 写 出 
e(z 二 AD)” ez 二 ez (e2zpT 和 ]) 
=e | mpTM2) 二 机 Cazp+P2)2+… 十 十 (zj 十 |， 
收集 右边 的 j2 项 的 系数 为 


e | 2 加 + Ti 人 和 2 卑 哺 本 可 (2 人 人 | 


然后 乘 以 u 就 得 到 
em 一 ezjn+nm 一 Do + 人 2 2 
其 中 方 括号 内 各 项 的 (2z) 的 指数 相继 减 2 直到 降 至 1 或 0@. 

注 1 本 题 介 绍 了 通过 泰勒 级 数 求 函数 的 高 阶 导 函数 的 一 种 方法 . 就 具体 的 答案 而 
言 , 则 与 82.5.5 的 习题 1229 有 关 , 即 复合 函数 Fe(z)) 的 到 阶 导 函 数 是 FD(o(z)) (E = 
1 … ,m) 的 线性 组 合 , 其 组 合 系数 只 与 p(z) 有 关 . 本 题 的 o(z) = z2, 这 就 解释 了 本 题 
的 上 述 答 案 与 《习题 集 》82.5 中 的 习题 1230, 1231 的 答案 的 相似 的 来 历 . 

注 2 按照 相同 的 方法 , 《习题 集 》 的 习题 2874(c) 要 求 ftz) = arctanz 的 高 阶 导 
函数 . 其 答案 与 82.5.5 的 习题 1218 不 同 , 后 者 的 封闭 形式 对 于 某 些 应 用 (例如 泰勒 公式 
的 余 项 估计 ) 可 能 更 为 方便 . 


(zj 十 …|， 


习题 2880 若 我 们 定义 
和 ua2n+1l 则 
sin 2Z 一 >》 '(-1) 宣 TiT， cos2Z 一 >》 (-]) CD 


了 一 0 


证 明 : 


a sinzcosz 一 于 sin2z; b) sin2z 十 cos27z = 1, 
2 


注 “虽然 本 题 只 是 级 数 乘积 的 练习 题 , 但 实际 上 可 以 从 本 题 的 震级 数 定义 证 明 得 
到 三 角 函 数 的 所 有 其 他 熟悉 的 性 质 (例如 周期 性 ) 和 公式 . 关于 三 角 函 数 的 各 种 定义 方 
法 以 及 它们 之 间 的 联系 , 可 以 参看 专著 [26] 的 第 六 草 : 三 角 函 数 的 解析 理论 . 


习题 2881 写 出 函数 /(z) = 呈 。。 )] ”的 震级 数 展开 式 中 的 若干 项 . 


分 析 “本题 涉 及 对 寺 级 数 取 倒数 . 这 在 用 间接 法 求 肾 级 数 展开 式 中 是 常见 的 运算 
之 一 . 为 此 先 以 命题 的 形式 介绍 这 方面 的 一 个 基本 结果 , 然后 再 给 出 本 题 的 解 . 


@ 例如 (ez2)' = 2zez”，(e)/ = (4z2 十 2)ez”. 
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命题 5.12 设 函 数 jz) 在 点 z = 0 邻近 可 以 展开 为 宕 级 数 》 anz", 且 ao 关 0， 


了 一 0 


则 其 倒 函 数 本 也 可 以 在 z = 0 邻近 展开 为 震级 数 . 


证 (概要 ) 本 命题 的 一 种 证 法 是 用 强 级 数 , 见 [34] 的 命题 14.4.4, 这 里 将 用 级 数 代 
入 级 数 的 命题 5.10 给 出 证 明 . 


为 此 不 妨 设 oo = 1, 且 定 义 gz -0 于 是 可 将 倒 函 数 人 看 成 为 
交 三 工 
2(y) = 一 一 一 二 本 % = 9g(z) 的 复合 . 这 时 oly) 在 (-11) 上 可 展开 为 过 级 数 po(y) = 


》 ”gm ,而 又 从 g(z) 的 定义 可 知 存在 忆 > 0, 使 得 g(z) 在 (-- 忆 ,好 上 可 展开 为 寡 级 数 ， 
鸣 一 由 


8 于 9(0) = 0, 因此 85.5.2 的 命题 5.10 中 的 条 件 全 部 满足 , 从 而 所 要 的 结论 成 立 ， 
习题 2881 的 解 ”按照 级 数 代入 级 数 的 计算 方法 有 
谢 赂 


习题 2890 应 用 震级 数 运 算 , 求 函 数 /(z) = 【 azcs 了 pn 二】 的 宕 级 数 展开 式 . 


解 函数 jz) 在 z = 0 处 用 极限 值 1 来 定义 . 从 表达 式 可 见 只 要 求 出 g(z) = 
(arcsinz)2 的 过 级 数 展开 式 后 除 以 z2 即 可 . 
由 于 arcsinz 的 寺 级 数 的 收敛 半径 为 1, 因此 在 z e (-1D 时 的 级 数 为 绝对 收敛 
从 而 用 级 数 相 乘 就 可 肯定 g(z) 在 (-1,1) 上 可 展开 为 寡 级 数 . 以 下 是 具体 的 计算 . 

然而 并 不 必 通 过 级 数 自 乘 来 求 这 样 的 展开 式 . 计算 g(z) 在 z = 0 处 的 所 有 阶 导 数 
的 方法 可 能 更 容易 一 些 . (与 85.5.2 的 习题 2845 中 的 解法 类 似 .) 

将 g(z) 对 工 求 导 得 到 g'(z) = 2arcsin7z ， . 将 该 式 两 边 平方 并 改写 为 


(一 22)[9(z) = 49(z). 
将 此 式 再 对 z 求 导 , 并 约 去 29'(z) 后 得 到 
(一 22)g"(z) 一 Z9g(z) = 2. 
用 莱 布 尼 茨 公式 求 上 式 的 m (> 1) 阶 导 数 , 然后 令 z = 0 代入 , 这 样 就 得 到 了 9(z) 在 
2 一 0 处 的 高 阶 导 数 的 递 推 公式 : 
go+2(0) = mn2go)(0) (> 关 1). 
于 是 从 9'(0) = 0 得 到 gl"-0(0) = 0 (mn = 12,….), 又 从 9%(0) = 2 得 到 gt")(0) = 
2[(2 一 2) 凯 2. 这样 就 可 写 出 g(z) 的 震级 数 展开 式 


避 
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(arcsin z)2 一 


除 以 z2 就 得 


到 


了 29 
arcsin 7 ) 到 》、 
代 
作 


人 


所 Cn+9 


22p+1(m2)? 了 
(27m 十 2)! 


ooe 227 十 1 (mD)2 2nH2 


包 


用 收 和 敛 性 判别 法 可 知 这 个 展开 式 在 [-1,1 


E[ ] 上 成 立 


1) 


3 


里 化 


的 1 


HT 
LI 


FE 整数 次 震 展 夭 


展 


习题 2891 将 函数 ftz) = tanz 按 变 
式 ( 异 于 零 ) 的 前 三 项 . 


成 丢 级 数 , 写 蝇 


提示 “本题 用 tanz = - 呈 和 寡 级 数 除法 即 可 求解 ， 其 结果 与 82.10.1 的 习题 
1386 相同 . 在 那里 还 给 出 了 多 种 计算 方法 供 参 考 . 
注 以 下 对 函数 /z) = tanz 的 泰勒 级 数 展开 式 作 一 些 介 绍 . 在 82.10.1 的 习题 
1382 已 经 见 到 了 伯 努 利 数 的 生成 函数 (或 称 母 机 数 ) 
人 0， 
/四 = 7 
工 ， 2Z 一 0. 
它 在 点 zz = 0 的 震级 数 展开 就 是 定义 伯 努 利 数 的 展开 式 (参考 [34] 的 87.2.3): 
jg) = 画 + 寻 z+ 治 + 二 史上 
其 中 Bo = 1 Bi = -总 ， 罗 三 二 ,有一 有 当 兄 为 大 于 工 的 奇数 时 Bu = 0. 以 
下 记 了 万 , = (-1D21B2 则 它们 都 是 正 数 , 其 中 前 几 个 为 
天 1 姜 1 万 11 六 5 天 69 天 7 
请 1 E 吾 ,2 > ,2 E 证, > 细 0 不 人 而 ,56 5730 27 二 6 
可 以 证 明 tanz 的 泰勒 级 数 展开 式 为 (参见 [34] 的 例题 14.4.2): 
SS 万 (22" EE 1)22m 5 
tan 2 一 一 T 
一 2 + 0 | 音 杰 | 本 2 二 5 2 十 O(z) (zz 一 0)， 
其 收敛 域 为 (3 0 


习题 2892 将 函数 /(z) = tanh z 按 变量 z 的 正 整 数 次 索 展 3 


式 ( 异 于 零 ) 的 前 三 项 . 


Sinh 7Z 


开 成 肾 级 数 ， 写 出 展 姑 


解 本 题 从 tanhz = <oshz 和 需 级 数 除法 即 可 解决 . 下 面 采用 另 一 种 方法 . 
先导 出 双 曲 正切 函数 的 索 级 数 展开 与 正切 函数 的 寡 级 数 展开 之 间 的 一 个 关系 
( 见 [5 的 第 十 一 章 ). 利用 8$3.1.8 中 的 公式 (3.9)， 即 sinhz = isin(-iz) 和 coshz = 


cos( 一 这 ) = cos(iz), 并 假设 正切 函数 的 震级 数 展 姑 


2(27m)! 
(27)2 


@ 为 此 需要 知道 伯 努 利 数 的 渐 近 公式 互 " ~ 


请 参考 [34] 的 例题 16.2.3 和 公式 (16.13). 
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Co 
tanz 一 > anZ2n 一 |， 
双 汉 者 


则 就 有 
Sinh 2Z isin( 一 这 ) 四 2n 一 1 
二 _ sim-IZ) 3 < 二 
tanh z 一 人 itan( 一 iz) 1 jz) 
一 
ee] OO 
三 i>， (二 办 多 二 .ji2n 一 1 . z2n 一 1 一 >》 (Danz2n 一 1 
冤 三 水 九 一 1 


于 是 可 从 习题 1386 的 答案 或 者 上 一 个 习题 2891 的 注 写 出 本 题 要 求 的 答案 : 


1 2 
tanhz 一 @ 一 本 光 ， 十 5 二 O(z7) (z 一 0)， 


而 且 知 道 tanh z 和 tan z 的 两 个 震级 数 展开 式 有 相同 的 收敛 域 (到 ,到 ) 


习题 2893 将 函数 /(z) = cotz - 土 按 变量 > 的 正 整数 次 宕 展开 成 宕 级 数 , 写 出 
展开 式 ( 异 于 零 ) 的 前 三 项 


提示 在 z = 0 处 作 连 续 延 拓 得 到 /0) = 0, 以 下 也 可 用 震级 数 除法 求解 . 这 里 
指出 本 题 的 震级 数 展开 式 也 需要 伯 努 利 数 来 表示 ( 见 [34] 的 例题 14.4.2): 


Co “一 


本 | 
0 Cn 加 


所 2 5 


1 
3 古 ” ”9485” ”4725 
习题 2894 ( 欧 拉 数 ) 设 secz 的 展开 式 写 为 以 下 形式 


Ooe 


、 已 n 27 
SeCcY 三 >》， 7” 》 


肖 


27 十 O(z9) (z 一 0). 


了 一 0 


求 出 关于 系数 瓦 , 的 递 推 公式 . 


解 ” 将 上 述 肾 级 数 和 cosyz 的 桔 级 数 代 入 seczcosz = 1 中 即 可 得 到 mm = 1 和 


》 0 各 (一 六 天 = 丽 一 C3B TOC 和 及- 十 十 (DBP =0 (全 12 
一 
于 是 可 递 推 得 到 前 几 个 欧 拉 数 为 
一 1)B 杞 一 5BEa 王 61 机 =1385, 忆 5 一 50521……. 
可 写 出 正 割 函数 的 才 级 数 展开 式 为 ( 见 [34 的 87.2.3 和 814.4.3): 


1 2 ， 5 4 ，6l 6 277 8 50521 10 12 
secz 一 1 十 囊 7 十 247 十 7207 十 商 607 十 可 6288007 十 OK ) 人 一 路 
习题 2895 ( 勒 让 德 多 项 式 的 生成 函数 ) 把 函数 
1 
人 
人 


展开 成 蝴 级 数 . 


322 第 五 章 级 数 


1 
解 利用 m= - 半 的 二 项 式 (1+z) 3 的 震级 数 展开 式 ( 见 85.5.2 的 表格 (5.15))， 
就 有 
1 1 3 (27)! 
二 0 二 (y| < 了.， 
然后 用 = 24z 一 22 代入 , 可 见 当 |z2 十 2|tz| < 工时 即 可 用 级 数 代入 级 数 的 方法 得 到 关 
于 z 的 宕 级 数 展开 式 , 其 中 + 为 参数 


22 十 … :十 


这 样 就 可 先 写 出 
四 1 
= 1 一 (2tz 一 22) 
1 3 (2m)! m 
=1 十 于 (2 巡 一 ) 十 言 (2 刀 一 福 十 十 0 (2 2 二 


然后 收集 右边 的 z" 项 的 系数 . 这 时 在 上 式 右 边 能 够 生成 z” 的 项 为 


(27 一 2)! SS 歧 
有 ) ( = 0,1， ) 由 


其 中 冯 取 mw/2 或 人 2 一 1)/2 中 的 整数 . 项 式 展开 可 见 上 式 中 的 z” 项 的 系数 为 


(DC2n -2 性 站 下 00 
225 允 [一 则 有 区 全 二 有 [ 玫 人 ， 估 一 0 


从 而 可 得 到 


O 庆 2 约 全 作 全 


jz) = > (bzn， 
有 一 0 


其 中 的 通 项 系数 已,( 为 如 下 表示 的 即 次 多 项 式 : 
忆 2m7 一 21)! 有 
及 的 一 2 (区 轴 - 有 四 5 ， 


K 一 0 
其 中 冯 取 /2 和 心 一 1T)/2 中 的 整数 . 
最 后 我 们 来 证 明 这 样 得 到 的 已, 人 就 是 在 84.2.6 的 习题 2300 (又 见 《 习 题 集 》 的 
82.5 中 的 习题 1227) 中 己见 过 的 勤 让 德 多 项 式 . 为 此 只 要 先 计 算 


亿 77 


-0 沽 这 下 Fr 2n 一 25] 开 1 (2 一 21)L 2 
人 [2 0 人 人 
然后 再 除 以 2nml 就 得 到 上 面 的 忆 ,(. 于 是 就 有 


忆 的 = 机 -1 人 =012 
因此 本 题 的 fxz) 称 为 勒 让 德 多 项 式 的 生成 函数 (或 母 困 数 ). 


习题 2901_2905 是 用 逐 项 积分 方法 求 函数 jF) 由 的 寡 级 数 展开 式 . 
0 


习题 2903 将 函数 dt 展开 成 震级 数 . 
0 


解 ”这 就 是 在 84.11 的 习题 2545 中 出 现 的 正弦 积分 函数 Si(z), 它 是 常见 的 非 初 等 
函数 之 一 (参见 该 题 的 附 图 ). 然而 用 逐 项 积分 方法 求 它 的 寺 级 数 展开 式 则 毫 无 困难 : 
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Ooe 


nt 光 E 7 t2m 本 尼 20 十 1 
| > | 人 


知道 此 展开 式 在 (一 co, +co) 上 成 立 . 


习题 2905 将 函数 二 展开 成 寡 级 数 ( 写 出 四 项 )， 
0 


解 ”用 圭 级 数 除 法 即 可 将 被 积 函数 展开 如 下 : 
上 过 


In(1 十 姓 1 说 
2 由 


co| 写 
心 
AN 
c 
Cn 
SS 


| 4 | 5 
二 次 必 洒 有 十 有 二 OZ) 人 一 0 
根据 命题 5.12 可 以 知道 最 后 得 到 的 索 级 数 展开 式 在 z = 0 的 茶 个 邻 域 上 成 立 . 


5.5.4 ， 祖 级 数 的 若干 应 用 (习题 2906-2920) 


这 里 包括 以 下 三 方面 的 内 容 : (1) 级 数 求 和 , (2) 微分 方程 , (3) 复数 域 上 的 寺 级 数 . 
对 于 其 中 的 (2) 和 (3) 只 给 出 一 些 说 明 , 不 再 举例 . 

(2) 是 用 逐 项 求 导 方法 验证 给 定 的 寡 级 数 满足 某 个 微分 方程 (习题 2914-2915). 

(3) 是 将 柯 西 - 阿 达 马 公式 (5.11) 和 (5.12) 用 于 复数 域 中 的 过 级 数 >》， an(z 一 aq)2， 


也 一 0 


其 中 an (人 = 12),20 均 为 复数 , 求 出 其 收敛 半径 尺 和 收敛 圆 |z>-al < 丽人 习 
题 2916-2920). 这 里 只 指出 , 若 收敛 半径 刃 为 正 有 限 数 , 则 其 和 函数 在 收敛 圆 的 边界 
lz 一 dl= 尽 上 必定 有 奇 点 @. 知道 这 一 点 对 于 理解 在 实数 域 中 的 寺 级 数 展 开 也 是 有 帮 
助 的 . 例如 看 以 下 展开 式 : 


二 (-1<Z<1l)， 
化 
0 


左边 的 函数 二 在 点 士 1 处 都 有 很 好 的 性 质 , 为 什么 收 人 半 径 却 是 1? 将 z 换 为 复 
变量 >, 则 就 知道 函数 站 在 十 处 有 奇 点 , 因此 其 收敛 圆 的 半径 只 能 等 于 1. 


中 公式 (5.11) 和 (5.12) 的 推广 , 收敛 圆 的 概念 及 其 特征 ,包括 奇 点 的 定义 等 等 都 将 在 数学 分 析 的 后 继 课 
程 一 一 复 变 函数 论 一 一 中 学 习 ,这 里 就 不 多 说 了 . 
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下 面 是 用 逐 项 求 导 和 逐 项 求 积 方法 求 某 些 级 数 之 和 . 由 于 求 级 数 和 将 在 下 面 的 85.7 
专门 学 习 , 因此 这 里 只 是 较为 初步 的 训练 . 


二 5 
习题 2906 用 逐 项 微分 法 计算 级 数 z + | 本 F .的 和 . 


解 ”通过 观察 , 可 见 逐 项 求 导 后 的 级 数 是 容易 求 和 的 几何 级 数 , 于 是 可 求解 如 下 . 
首先 确定 该 寺 级 数 的 收 和 敛 域 为 (-1, 1), 这 就 是 其 和 函数 59(z) 的 定义 域 . 然后 就 可 
在 (一 1 1) 内 对 需 级 数 逐 项 求 导 得 到 

S'(z) 一 1+22 十 太 十 .一 
又 利用 5(0) = 0, 就 可 通过 求 积 得 到 


few pp di 1 1+tz 1 1+z 
5 人 =| 3 四 = | 了 2 = 计 革 = 言 呈 王 人 


对 寡 级 数 的 逐 项 求 导 可 多 次 进行 , 此 外 在 逐 项 求 导 后 也 可 能 得 到 微分 方程 (参见 
$4.10). 下 面 就 是 这 样 的 一 个 例子 . 


1 
1 一 Z2 


(-1<2Z<1). 


疡 4 
习题 2908 用 逐 项 微分 法 计算 级 数 1 十 3 十 1 十 …: 的 和 . 


解 1 首先 确定 级 数 的 收敛 半径 为 +co, 于 是 其 和 函数 5S(z) 在 (-co,+co) 上 有 定 
义 . 逐 项 求 导 得 到 


3 5 


这 似乎 与 原 问题 的 难度 相同 . 然而 再 逐 项 求 导 一 次 就 发 现 回 到 了 原来 的 级 数 , 也 就 是 得 
到 了 一 个 二 阶 微分 方程 : 


34(Z) 一 9(z) = 0. 

对 于 尚未 学 过 微分 方程 的 读者 , 可 用 凑 微 分 法 求解 如 下 . 先 将 上 式 乘 以 e", 则 得 到 
er[Sv(z) -8(zj] = [ers'o) -ers(oj 一 0 

因此 得 到 ez[S'(z) - 5S(z)] = C, 其 中 C 为 待定 常数 . 将 它 写 为 93'(z) - 5(z) = Ce ， 
两 边 再 乘 以 e ?", 则 有 


| 


erz[S(z) -5S(z)] = [erz5S(z] = Ce-2z. 
于 是 得 到 er*S(z) = -六 Ce-2 + Cl 其 中 Ci 是 又 一 个 待定 常数 ， 

这 样 就 确定 出 和 函数 的 形式 为 

9(zZ) = Cie7 十 Coe 7Y， 
其 中 已 将 -去 C 改 记 为 Cz. 利用 S(0) = 1, 8'(0) = 0, 即 有 Ci + Co = 1 CI -Co=0 
因此 得 到 C' = C2 = 读 . 于 是 最 后 的 答案 是 
9(z) 一 到 (er 十 e “) = cosh 27. 

解 2 大 回忆 起 er 的 肾 级 数 展 开 式 , 则 在 解 1 中 逐 项 求 导 得 到 3'(z) 的 级 数 展开 
后 , 就 可 导出 下 面 的 一 阶 微分 方程 : 
9 人 (zZ) 十 9(Z) = 一 e2. 
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将 它 乘 以 ez 就 得 到 [ez5(z)j]}' = e2z, 因此 有 
ez9(zZ) 一 到 e2 十 C 
然后 两 边 乘 以 e ,并 利用 3(0) = 工 即 可 得 到 与 解 1 相同 的 答案 . 


2 3 


习 昌 ; 系 项 乱 们 | _ 业 和 

习题 2909 用 逐 项 微 2 了 十 本 二 十 … 的 和 . 

提示 “将 > 乘 此 级 数 后 逐 项 求 导 两 次 即 可 . 

习题 2910 用 逐 项 微分 法 计算 级 数 1 + 十 z 十 寺 生 刀 十 二 于 3 十 … 的 和 . 


解 1 (概要 ) 用 沃 利 斯 公式 知道 和 函数 5(z) 的 定义 域 为 [-1 1), 然后 按照 《习题 
集 》 原 有 的 提示 , 计算 (1 - z)3'(z) 的 震级 数 展开 式 , 即 可 得 到 关于 5(z) 的 一 阶 微分 方 
程 , 它 不 难 求解. 
解 2 利用 (2 = 2" 74 和 
亿 人 包 1 
Cn-DI=(D"2n (一 瑟 ) 
可 见 这 是 二 项 式 级 数 (参见 表格 (5.15)), 于 


(-1 冬 Z < 1). 
解 3 记 和 函数 为 S(z), ze [-11) (见解 1)， 本 题 的 困难 在 于 如 何 处 理 系数 
om 三 (27 一 11 回忆 84.2.6 的 公式 (4.9), 即 可 有 包 


2 2 刀 一 1)! 
| 0 四 


忆 


. 王 
扩 属 。 


克 


so = 到 |. dg 二 二 | =eos2odg+…+ 二 | mcos2m0d0 十. 


一 二 (1+zcos20 十 十 om cos2n8 十 …) db 


这 里 的 求 和 与 积分 交换 顺序 ( 即 逐 项 积分 ) 的 合理 性 在 于 : 以 ze (-1,1) 为 参数 和 以 0 
为 变量 的 函数 项 级 数 


工 二 下 6082 人 十 2 十 2 cos2n 0 十. 
可 以 用 1 + 人 z| 十 :十 lz 十 :… 为 强 级 数 , 因此 显然 在 0 e [0， 器 下 上 一 致 收敛 . 
以 下 完全 是 一 点 常规 计算 (参见 83.4.3 开始 的 代 换 介绍 ): 
二 (分 子 分 母 同 乘 以 sec2g) 


到 d(tang0) 
| (1 一 Z) 二 tan20 


区 
tan0 了 1 
arctan ( -和 | 一 2 E (一 1 1)， 
人 (1 


中 用 被 积 函数 为 sin2" 0 的 公式 也 可 以 , 只 是 由 于 下 面 将 要 作 代 换 上 = tan0, 因此 不 如 用 cos2n 0 为 被 积 
函数 更 方便 一 点 . 
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最 后 利用 阿 贝尔 第 二 定理 于 点 二 二 1 处 右 侧 
最 后 利用 阿 贝 注 和 1 处 右 侧 连续 , 因此 和 函数 S(z) 的 
表达 式 在 [-1,1) 上 成 立 , 
习题 2911 用 逐 项 积分 法 计算 级 数 z 十 27z? .… 的 和 
提示 “首先 确定 级 数 的 收敛 域 为 (-1,1), 即 其 和 函数 S(z) 的 定义 域 . 然后 将 该 和 
函数 写 为 9(z) = z9g(z), 求 g(z). 


5.5.5 “入 级 数 在 近似 计算 中 的 应 用 (习题 2921-2935) 


用 级 数 的 部 分 和 


来 计算 级 数 和 的 近似 值 ， 


2.2 中 都 
的 余 项 估 


85.1.7 和 85. 

是 变 号 级 数 的 余 
其 中 特别 要 回 

F 明 , 级 数 的 前 


蕊 


己见 过 . 前 者 是 正 
计 . 在 它们 的 求解 中 介 
顾 习题 2703(a), 即 对 于 莱 布 尼 欧 下 


1 若干 项 之 和 与 级 数 和 2 


这 里 的 主要 因 
项 级 数 的 余 项 估计 , 后 者 的 习题 

绍 了 可 以 使 用 的 主要 方法 . 
级 数 的 余 项 估计 . 在 那里 已 经 


难 就 是 余 项 估计 问题 . 这 在 
页 2703(a) 和 (b) 则 


差 ( 即 余 项 ), 其 


AS 


绝对 值 , 且 有 具有 相 


司 的 


Rn| 入 on+1, 或 者 更 准 


其 中 0 芝 b 芯 1. 


这 样 简 单 的 余 项 估计 为 使 ) 
节 的 许多 需 级 数 的 近似 计算 : 
为 条 件 收敛 的 情况 下 中 , 部 分 和 的 收敛 可 能 


-到 和 下 


Ar 加 


休 写 5 


体 来 说 , 对 于 满足 由 | 


绝对 值 不 超过 寸 弃 去 的 第 一 项 的 
0 的 级 数 人- D” 1bn， 就 有 


确 


忆 三 00( 一 1)7pn1， 


都 将 利用 这 一 点 . 然而 如 


非常 缓慢 . 习题 


了 误差 小 于 10- 


点 , 如 《习题 集 》 在 85.2 的 前 言 ! 


j 莱 布 尼 茨 型 级 数 作 近似 计算 带 来 很 大 的 方便 . 


计算 级 数 的 前 106 项 之 和 . 这 在 实际 使 用 上 没有 价值 


所 指出 有 


在 本 小 
85.2.2 所 示 , 在 莱 布 尼 茨 型 级 数 

2703(a) 和 (b) 就 是 如 此 . 为 
. 在 下 面 就 


TH 女 
会 遇 到 这 样 的 问题 . 

本 小 节 的 习题 有 两 类 , 第 一 类 为 习题 2921-2931, 其 中 包括 数 e 和 圆周 率 T 的 近似 
计算 等 . 从 题 型 来 看 , 这 些 习 题 与 82.10.3 中 用 泰 勤 公式 作 近 似 计算 的 习题 1396 等 没有 
区 别 . 第 二 类 是 积分 的 近似 计算 , 其 中 的 问题 与 84.11 相同 , 只 是 本 节 所 用 的 工具 主要 是 
过 级 数 . 

习题 2921 利用 牛顿 二 项 式 公 式 近 似 地 计算 &%9, 并 且 估 计 当 只 取 展 开 式 的 前 三 项 
时 的 误差 . 

解 利用 光一 2 就 有 
四 1AN\3 
汪 =2(1+ 言 ) 

1 束 导 全 本 2 1 1 1 2 5 1 

二 外 十 末 和 + 有 本 人 下 刘 | 

1 5 

2(1+ 3.8 了 到: 可 

四 莱 布 尼 茨 型 级 数 也 可 能 是 绝对 收敛 的 . 
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由 于 从 第 二 项 起 的 二 项 式 级 数 为 莱 布 尼 茨 型 (参考 85.5.1 的 习题 2820), 因此 误差 不 超 
过 第 四 项 的 绝对 值 , 且 与 其 同 号 , 即 有 
0 一 2PR3 < 


5 祥 0.000 241， 


计算 前 三 项 之 和 得 到 


s5 双 | 
3 河 =2|1+ 南 5 | 盖 2.079861， 


可 见 有 

2.079861 < Y9 < 2.080 102， 

因此 我 们 取 89 = 2.080, 其 中 的 数字 都 是 准确 的 . 

用 计算 器 可 以 得 到 久 9 = 2.080 084, 可 见 上 述 分 析 是 正确 的 . 

注 ， 本 题 若 用 82.10 的 泰勒 公式 计算 , 并 用 拉 格 朗 日 型 余 项 估计 误差 , 则 可 以 得 到 
相同 的 结果 . 参见 82.10.3 的 习题 1396(a) 对 %30 的 近似 计算 及 其 底 注 . 


习题 2925 利用 适当 的 展开 式 , 计算 tan 9。" 精确 到 10-3. 


解 1 9*。 按 弧度 制 为 X/20. 若 利用 tanz 的 圭 级 数 展开 式 , 则 有 
元 工 ，1 f\3 2 元 \5 
Ce 
从 85.5.3 的 习题 2891 的 注 知 道 这 是 正 项 级 数 , 但 并 不 知道 其 各 项 是 否 单调 递减 电 , 因此 
以 下 将 利用 $2.10 的 泰勒 公式 (而 不 是 用 泰勒 级 数 ) 来 估计 误差 . 于 是 有 


元 和 元 \3 
人 


区 

tan 50 二 
型 形式 : 

tan(5)(gz) 5 7 AS5 

5 


汗 


写 出 余 项 Ra 的 拉 格 朗 日 


其 中 0<0 < 1, z=T/20. 
利用 82.10.1 的 习题 1386 的 解 3, 已 有 
tan(5)z 一 88sectztan2z 十 16sec6z 十 16sec2ztan4z， 
由 于 tanz 和 secz 在 [0,r/2) 上 均 为 严格 单调 递增 , 不 妨 取 zx = 30" 来 估计 上 和 式 , 即 可 
知 它 不 超过 22 (更 为 精确 可 估计 不 超过 20). 于 是 就 有 


0< Ri < 辣 (这 s1.8 x 10-5. 
从 而 与 上 页 底 注 (的 不 严格 方法 ) 相同 , 即 只 要 取 两 项 即 可 . 于 是 计算 得 到 


元 
ta 下 = 贡 + 村 ( 贡 ) 0.158 372. 


吧 在 能 够 严格 证 明正 切 级 数 的 系数 单调 递减 时 ， 则 从 第 三 项 起 的 余 项 可 估计 如 下 : 
21TN5f /TAN 证 一 5 
RS (向 ) (向 ) | 各 ( 熙 ) 本 生 
 N\ 20 
即 已 远 小 于 10-3. 因此 只 要 求 前 两 项 之 和 . 然而 这 个 解法 的 严格 化 是 困难 的 ， 虽 然 在 习题 2891 的 注 给 出 了 
tanz 的 完整 的 寺 级 数 展开 式 ,， 但 即使 用 伯 努 利 数 的 渐 近 公式 也 只 能 证 明 在 呈 充分 大 时 系数 单调 递减 . 


将 此 结果 与 用 计算 器 求 得 的 tan 2 s 0.158384 作 比 较 , 可 见 己 相当 好 (对 于 


度 只 要 取 第 一 项 就 可 以 得 到 误差 稍 大 于 


10-3 的 近似 值 


解 2 利用 tanz = -2 当 
数 , 就 可 以 给 出 本 题 的 另 一 个 解法 
对 于 分 子 分 母 上 的 误差 影响 , 可 以 利用 
Z 十 Arz 人 |yAz 一 zZAy| 


0 十 Ay 人 

了 zl <1 和 jy| < 1 这 对 本 题 是 成 立 的 . 
jj 于 分 子 缮 开工 (开赴 取 第 一 
对 于 分 本 sm 六 一 巩 证 ( 荔 ) + , 取 第 一 


衣 
人 As 6.46 x 10-4. 


其 中 利用 


熙 ， 2 


三 项 的 绝对 值 二 | 2.54X10-5. 而 


站 


wy+Ayh 


0.157). 


, 且 当 |z| < 工时 ,分子 分 母 的 展开 


|Az| 十 |Ay| 
yy 十 Ag 


这 个 小 角 


式 均 为 莱 布 尼 葡 型 级 


项 志 、0.15708, 其 误差 |Az| 


20 


利用 公式 (5.19) 就 知道 其 误差 已 小 于 10-3, 于 是 可 计算 得 到 
-区 
元 0 
tan 6 久 工交 0.159 041. 
2- [二 


习题 2930 利用 等 式 


区 1 
区 了 一 4arctan 噩 arctan 一 


计算 数 r, 精确 到 10-9 


注 1 


制 其 近似 计算 中 的 误差 . 这 方面 可 以 参考 在 
按照 误差 小 于 10- ” 的 要 求 作 了 计算 . 
注 2 这 里 只 对 梅 钦 公 式 的 推导 作 一 点 说 明 . 


15] 的 第 


记 角 4 = 


tan44 一 区 
这 表明 角 44 比 45。 略微 大 一 点 . 再 计算 
1-tan44 1 
tan ( 节 4 -44j 一 Ttand44 二 一 239 
就 可 导出 梅 钦 公 式 . 类 似 的 公式 , 即 用 两 个 或 三 个 反正 切 项 的 组 合 


多 个 图 . 其 中 最 简单 的 可 
算 效 率 不 高 


台 EE 旦 区 . 
能 就 是 攻 本 


这 就 是 单 名 的 梅 钦 公式 , 它 在 圆周 率 计 算 的 历史 上 起 过 
arctanyz 的 泰勒 展开 式 在 0 < z < 工时 为 莱 布 尼 茨 型 级 数 , 因此 公式 : 
二 卷 的 410 小 节 , 其 


= arctan 二 二 arctan 到 ， 但 它 对 于 圆 局 


对 于 分 母 cos 区 ， 取 前 两 项 之 和 1 - 于) 、 0.987663, 其 误差 |Ay| 不 超过 
知道 Ay > 0. 于 是 可 以 估计 有 
0.987663 < cos 区 < 0.987688. 


重要 作用 .由 于 
的 两 项 都 不 难 控 


j 这 个 公式 


ee 


arctan 去 , 则 用 两 次 正切 函数 的 倍 角 公式 , 即 可 得 到 


计算 r 的 公式 有 无 穷 
j 率 的 近似 计 
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习题 2931 利用 公式 


_ 人 
有 | 


求 m2 和 ln3, 精确 到 10-5. 


注 “ 利 用 下 列 泰 勒 级 数 展开 式 (参见 85.5.4 的 习题 2906) 
1 十 和 23 25 
人 


一 作 3 5 
用 = 到 二 T 代入 就 得 到 题 设 的 公式 . 由 于 这 是 系数 单调 递减 的 正 项 级 数 , 因此 误差 
估计 不 难 . 
以 下 的 习题 2932-2935 都 是 定 积分 的 近似 计算 , 但 与 84.11 中 的 思路 不 同 , 这 里 的 


工具 是 圭 级 数 . 它 的 优点 之 一 是 不 必 计 算 有 关 的 函数 值 , 尽管 计算 量 可 能 也 不 小 . 当然 
寡 级 数 方法 并 不 一 定 比 84.11 的 各 种 方法 或 其 他 数值 积分 方法 更 好 . 
人体 来 说 , 如 前 面 85.5.3 中 的 习题 2901-2905 那样 , 先 将 被 积 函数 作 索 级 数 展开 ， 
然后 通过 逐 项 积分 得 到 用 于 积分 近似 计算 的 圭 级 数 . 这 时 的 误差 估计 与 上 面 的 习题 
2921-2931 完全 相同 . 
在 习题 2932 中 有 12 个 小 题 , 均 为 定 积分 计算 , 我 们 只 看 


一 个 例 下: 


习题 3932 (b) 将 被 积 本 数 展开 成 级 数 ,计算 积分 | 一， 精确 到 0.001 
0 化 


由 
解 ”如 习题 2895 那样 用 二 - 志 时 二 项 式 (1 十 z 衬 的 寡 级 数 展 开 式 并 在 [0, 1] 
上 逐 项 积分 , 就 得 到 
2 dz 上 志 也 (2m 一 1)1 47 
有 VI1 十 24 | (+ 二 (2mp) ) da 
交 4m 十 1 


- (e+ CD 人 5 旬 . 基 全 外 


和 
加 ， (27 一 1 1 
2 全 末 上 “ 汪 本 十 直 


对 于 最 后 得 到 的 莱 布 尼 菊 型 级 数 进行 余 项 估计 , 并 利用 沃 利 斯 公式 (5.2) ( 见 命题 
5.1), 就 有 


2 刀 一 1)! 
Ru 写 5 ~ 机 
按照 精度 0.001 的 要 求 , 用 右边 的 渐 近 等 式 可 计算 得 到 最 小 的 m” = 28, 用 通 项 的 准确 公 
式 则 得 到 7? = 27, 差别 不 大 呈 . 总 之 需要 计算 相当 多 的 项 之 和 才能 满足 要 求 . 这 表明 上 
述 条 件 收敛 级 数 的 收敛 速度 太 慢 , 不 能 满足 实际 计算 的 需要 . 
至 少 有 两 个 方法 可 以 解决 问题 . 第 一 个 方法 就 是 干脆 不 用 震级 数 展开 的 方法 来 计 
算 本 题 的 积分 . 例如 , 用 84.11 中 的 抛物 线 公 式 ( 即 注 普 森 公式 ), 只 要 取 妈 = 4 就 可 以 


中 当然 这 些 都 只 是 保证 达到 精度 要 求 而 对 m” 的 估计 . 在 已 知 答案 时 ,可 以 发 现 用 m” = 18 已 经 达到 要 求 . 


As 
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求 出 积分 的 近似 值 为 0.927159, 而 用 Mathematica 求 出 的 是 0.927037, 因此 已 经 达到 
了 要 求 . 若 用 = 2, 则 得 到 0.931, 误差 约 为 4 x 10-3. 

第 二 个 方法 就 是 用 某 种 加 速 收敛 的 方法 . 例如 , 专门 用 于 莱 布 尼 茨 型 级 数 的 加 速 收 
敛 的 欧 拉 方法 , 见 5] 的 824. 这 里 从 略 . 


习题 2933 求 一 段 正 弦 曲 线 y = sinz (0 入 z 冬 T) 之 弧 长 , 精确 到 0.01. 


注 从 84.6 的 习题 2453 可 知 这 相当 于 长 半 轴 a = V2, 短 半 轴 "= 1 的 椭圆 的 半 周 
长 , 因此 与 下 一 题 的 性 质 相 同 . 
对 下 面 两 题 只 给 出 解释 , 并 指出 还 有 哪些 方法 可 用 . 


习题 2934 顶 圆 之 半 轴 为 w 一 1 工 及 一 王 ， 求 顶 圆 的 弧 长 , 并 精确 到 0.01. 


生 
2 


==4| V1-0.75sin2 z dz. 


其 中 0.75 = 妃 ,大 = 衬 呈 二 忆 是 本 圆 的 离心 率 . 本 题 可 以 用 二 项 式 的 泰勒 级 数 展开 式 
得 到 以 sin z 为 变量 的 守 级 数 , 通过 逐 项 积分 得 到 数 项 级 数 , 然后 估计 误差 不 超过 0.01 
时 需要 计算 多 少 项 . 然而 参考 84.11 的 习题 就 可 以 知道 这 里 有 许多 其 他 方法 可 供 选择 ， 
例如 利用 不 等 式 估计 


fl(a 十 人 和 世 s 芝 TV2a2 十 202， 
对 本 题 只 要 计算 出 两 边 的 值 , 再 取 它 们 的 平均 值 , 就 得 到 4.839. 将 它 与 更 准确 的 
s5 久 4.84422 比较 , 可 见 已 满足 0.01 的 精度 要 求 了 . 


5.5.6” 补 注 (习题 2897-2900) 


在 这 一 小 节 中 处 理 本 节 的 一 些 理论 性 较 强 的 习题 , 其 中 有 的 是 新 版 中 增加 的 . 
在 讲解 具体 习题 之 前 , 作为 准备 工作 , 先 复 习 几 个 有 关 的 概念 问题 . 

(1) 圭 级 数 与 泰勒 级 数 是 什么 关系 ? 
若 1(z) 于 点 zz = 处 有 任意 阶 导 数 , 则 称 级 数 


Fn) 
>》， 上 上 (zz a)” 
为 函数 /lz) 在 点 2 处 的 泰勒 级 数 ， 显然 , 泰勒 级 数 是 震级 数 ， 
反之 , 若 给 定 震 级 数 记 ec a), 且 在 点 a 的 一 个 邻 域 Os(a) (5 > 0) 上 收敛 ， 


则 在 教科 书 ， 都 利用 宕 级 数 的 逐 项 求 导 性 质证 明 , 其 和 函数 95(z) 在 点 z = a 处 的 导数 
Fo(a) = annl (2 = 0,1…). 因此 收敛 半径 大 于 0 (包括 为 正 无 穷 大 ) 的 寡 级 数 是 泰勒 
级 数 , 或 者 更 确切 地 说 , 是 其 和 函数 在 中 心 处 的 泰勒 级 数 . 
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然而 在 不 少 书刊 中 给 出 了 下 列 结 论 的 证 明 , 任何 给 定 的 宕 级 数 , 即使 只 收敛 于 中 心 
一 个 点 ( 即 收敛 半径 等 于 0), 也 一 定 是 某 个 函数 的 泰勒 级 数 (例如 见 [34] 的 命题 14.4.2)， 
于 是 可 以 在 这 个 更 广泛 的 意义 上 说 , 宕 级 数 也 一 定 是 泰勒 级 数 , 将 函数 展开 为 震级 
数 即 是 展开 为 泰勒 级 数 ， 

(2) 泰勒 公式 与 泰勒 级 数 的 区 别 . 
对 照 82.10 开始 列 出 的 泰勒 公式 的 表格 与 本 节 的 表格 (5.14) 和 (5.15), 即 可 看 出 两 
者 的 不 同 ， 
首先 , 秦 勒 公式 是 一 个 多 项 式 ( 称 为 泰勒 多 项 式 ) 与 一 个 余 项 之 和 , 只 有 有 限 项 ; 而 
泰 勤 级 数 是 无 穷 级 数 , 即 无 限 项 之 和 (在 恰好 只 有 有 限 个 非 堆 系 数 时 则 为 多 项 式 )， 

其 次 , 若 函数 ffz) 在 点 zx = a 处 有 直到 呈 阶 的 导数 , 即 可 写 出 其 泰勒 公式 . 即使 
jz) 在 该 点 只 有 一 阶 导数 , 也 有 无 穷 小 增 量 公式 : 

jz)= Fo+joGz-a+oz 一 oa (zz 一 o) 

而 当 /lz) 在 区 间 (ao, z) (其 中 允许 x < a) 上 可 导 时 则 有 有 限 增 量 公式 : 
jz)=jFao+Tja+oz 一 oa) 一 吕 
它们 分 别 是 最 低 阶 的 带 佩 亚 诺 型 余 项 和 带 拉 格 妥 日 型 余 项 的 泰勒 公式 

然而 , 要 写 出 /lz) 在 点 a 处 的 泰勒 级 数 , 就 必须 要 求 三 在 该 点 有 所 有 阶 的 导数 . 
再 从 公式 有 效 的 范围 来 看 , 若 三 在 点 a 的 一 个 邻 域 O5(a) 内 有 奖 阶 导 函 数 , 则 其 
泰勒 公式 在 此 邻 域内 即 成 立 , 即使 这 个 邻 域 很 大 , 甚至 6 = +ee 也 可 以 . 然而 , 即使 
在 (一 oo, 十 co) 内 处 处 无 限 次 可 微 , 也 不 能 保证 其 泰勒 级 数 有 正 收敛 半径 , 而 且 在 有 正 收 
敛 半径 时 ,其 收敛 域 与 广 的 定义 域 之 间 也 没有 普 适 的 联系 . 例如 jz) = 二 -7 在 点 


面 已 经 指出 , 这 个 问题 具有 到 复数 域 上 研究 才能 清楚 
(3) 泰勒 公式 与 泰 基 级 数 的 联系 . 
若 函 数 /在 点 z 一 6 无 限 次 可 微 , 则 如 前 所 述 就 可 以 写 出 泰 塌 级 数 
/的 =7O+Palz-a+ 二 瘟 op 五 全 -on+ 
然而 它 还 只 是 一 个 形式 记号 . 仅 当 以 下 几 个 问题 解决 后 才能 知道 这 个 泰勒 级 数 有 什么 
用 处 
(a) 这 个 级 数 的 收敛 域 了 是 什么 (着 其 收敛 半 径 为 0, 则 收敛 域 7 = {a}, 这 个 级 数 
没有 什么 用 处 .) 这 个 问题 可 以 用 柯 西 - 阿 达 马 公式 或 其 他 公式 来 解决 
(b) 若 记 上 述 泰勒 级 数 在 收敛 域 上 的 和 函数 为 S(z), 则 一 个 重要 的 问题 就 是 :是否 
在 了 上 成 立 S(z) = jz)? 只 有 在 此 等 式 成 立时 , 我 们 才能 说 /z) 可 展开 为 寡 级 数 . 
这 方面 的 典型 反例 就 是 在 82.5.5 的 习题 1225 中 的 函数 : 


Le 
人 


0， 天 三 咱 . 
由 于 在 z = 0 处 该 函数 存在 无 限 阶 导数 , 而 且 全 都 等 于 0, 因此 /(z) 在 点 z = 0 当然 存 
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在 泰勒 级 数 , 且 具 有 无 穷 大 的 收敛 半径 . 可 是 其 级 数 和 3(z) = 0, 因此 在 zz 夭 0 时 泰勒 
级 数 的 和 5S(z) 与 /xz) 训 无 关系 . 
如 果 将 这 个 函数 乘 以 任意 常数 后 加 到 其 他 可 以 在 z = 0 的 某 个 邻 域内 展开 为 震级 
数 的 函数 上 去 , 则 就 可 以 知道 , 存在 无 穷 多 个 函数 , 它们 与 自己 的 泰勒 级 数 除了 在 = 0 
点 处 相等 之 外 , 没有 任何 关系 . 
解决 问题 (b) 的 一 个 方法 就 是 利用 82.10 中 的 泰勒 公式 的 余 项 尺 (z). 若 上 于 点 a 
无 限 次 可 微 , 则 对 每 一 个 ? 都 成 立 


jz) = ja 二 大 (az 一 ao) 十 3 (z 一 a)2 十 .十 人 (一 aq) 十 已 (z). 
这 可 不 是 形式 记号 . 对 任何 zz 夭 w, 若 上 述 公 式 对 此 z 和 所 有 见 有 意义 , 且 有 
im 忆 (Z) = 0， 
则 在 这 样 的 点 z 处 , 函数 值 Fz) 就 与 其 泰勒 级 数 在 该 点 的 级 数 和 相等 , 也 就 是 说 在 该 
点 上 可 展开 为 泰勒 级 数 ， 
如 前 面 的 许多 例子 所 示 , 余 项 玉 ,(z) 的 处 理 往 往 相 当 困 难 . 这 里 佩 亚 诺 余 项 根本 没 
用 , 而 要 写 出 拉 格 朗 日 型 余 项 (或 者 其 他 类 型 的 余 项 ) 则 要 求 出 函数 广 的 所 有 阶 导 函 数 ， 
这 往往 做 不 到 . 因此 这 种 “直接 法 ”有效 的 范围 不 大 , 而 在 大 多 数 情况 下 我 们 都 是 依赖 于 
间接 法 来 解决 函数 的 泰勒 级 数 展开 问题 . 

这 里 特别 可 以 回顾 85.5.2 的 习题 2845, 即 展开 函数 fz) = sin(Warcsinz), 和 85.5.3 
的 习题 2890, 即 展开 函数 f(z) = 【azesinz ) . 其 中 利用 某 些 理论 性 的 命题 保证 它们 
的 泰勒 级 数 展开 式 成 立 , 然后 则 通过 高 阶 导 数 计算 写 出 所 要 求 的 泰勒 级 数 . 这 样 既 避 免 
了 余 项 讨论 , 又 避免 了 间接 法 中 可 能 的 复杂 计算 . 

最 后 还 可 以 指出 , 阿 贝 尔 第 二 定理 在 解决 收敛 域 端点 处 的 展开 问题 特别 方便 , 其 优 
点 就 是 因为 从 级 数 收 和 敛 就 使 得 展开 式 成 立 , 这 对 于 收敛 域 的 内 点 是 不 能 成 立 的 . 

下 面 给 出 几 个 证 明 题 的 解答 . 其 中 有 几 个 给 出 了 保证 函数 能 够 展开 为 泰勒 级 数 的 
附加 条 件 . 


> 


习题 2897 若 级 数 》` anzn 有 收敛 半径 尼 ， 而 级 数 》` jzn 有 收 伊 半径 RR， 风 


九 一 0 乞 三 人 
级 数 
(al 》 (am 十 加 )z0 (bj 》 anbnz 
也 一 0 寻 三 中 


的 收敛 半径 尺 是 怎样 的 ? 
解 (a) 取 Rn = min{Ri;,R2}, 则 当 |z| < Rnin 时 两 个 级 数 都 收敛 , 因此 逐 项 相 
加 或 相 减 得 到 的 级 数 >》 (an 士 加 )zZ2 也 收敛 . 由 此 即 可 知道 它们 的 收 义 半 径 尺 满 足下 
我 二 昌 
列 不 等 式 : 


忆 次 轧 诈 千 一 min{ 已 1， 尺 2 上 | 
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进一步 还 可 以 问 : 上 述 不 等 式 是 否 成 立 等 号 ? 

若 已 1 关 玉 2>， 出 看 实 如 此 . 用 反 证 法 . 不 妨 设 0 芯 忆 1 委 了 >， 即 民 寺 证 人 忆 1， 设 

>》 (an 十 bo)27” 的 收 义 半 径 尺 > 已 这 时 可 取 点 z 满足 玉 < |z| < min{ 忆 ,Ra}， 从 而 
2Z7 都 收敛 . 然而 这 时 从 


有 一 0 
使 得 》 an2n 发 散 , 同时 光 pz 和 》 (an 十 如) 
九 一 0 也 一 0 
时 an2Z7 一 关注 [人 [(o 十 加) 一 加 2 一 >》 (an 十 加 )Z7” 一 > DZ7 
萝 二 和 他 二 日 
可 见 左边 的 震级 数 也 收 全 引出 矛盾 . 
”的 讨论 是 类 似 的 , 从 略 . 


对 于 级 数 王 ， Qm 一 bn) 
尺 2 时 , 尺 > Rain 确实 可 能 发 生 ， 一 个 平凡 的 例子 就 是 uv 十 加 = 


然而 当 局 一 JJ 
0 (mn = 0,1,2,…:). 其 他 非 平凡 的 例子 也 不 难 举 出 . 
(b) 用 柯 西 -阿达 马公 式 , 并 引用 8$1.2.6 的 习题 132(b), 即 有 
Tiam |anpon| 忒 
径 已 满足 不 等 式 


F 是 就 知道 级 数 》、 anbuzn 的 收敛 半径 
7 一 0 
1 1 1 
亏 页 就 ， 


lm lan| ， Im | 如 |， 
你 一 OO 侯 一 CO 


得 到 尺 > RIR。， 
现 严格 不 等 号 是 可 能 的 .例如 设 有 un il = 0 (mn = 1.2….， 
). 因此 无 论 原来 的 已 , Ra 如 


容易 看 到 这 里 出 现 / 
1 .))， 则 就 得 到 Qnpbmn 和 0 (7 一 0, 1 


式 必 须 在 右边 不 是 0. co 时 


一 0 
总 会 得 到 尺 = 十 oo. 

的 附录 A 所 示 , 由 于 习题 132(b) 的 上 极限 不 等 
才能 成 立 , 因此 还 会 出 现 更 为 复杂 的 情况 . 例如 设 
后 1 原 三 郊 人 风 二 12， 
其 中 取 C > 0,p > 0, 则 Ri = +eo, Ra = 0. 由 于 on 如 = [Cnt2-D]” (mn 
要 取 适 当 的 C 和 P, 就 可 以 使 得 收敛 半径 尺 取 到 任何 非 负 实数 和 十 oo. 

-ee 且 |lnlas| < =12……), 其 


习题 2899.1 订 
述 展 开 式 成 立 : 


” (|z| < +oco)， 


一 1) 2,…)， 


中 AM 为 


忌 


正明: 若 /oz 
常数 , 则 : (D) fa) 本 8 
-全 罗 


lon|< 和 和 YL 羡 ( 见 31.2.7 的 习题 


达 马 公式 推出 震级 数 汪 anz” 的 收 系 半径 为 尺 = 十 oo. 


福王 日 
数 的 逐 项 可 导 性 质 就 知道 f(z) 在 (-co, +eo) 上 无 限 次 可 微 . 


142 或 者 用 斯 特 林 公 
过 级 


解 1 (1) 利用 条 件 
式 ), 即 可 通过 柯 西 - 阿 
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(2) 用 z=(z 一 o) 二 代入 jz) 用 王 没 人 攻 下 人 a 为 中 心 的 展开 式 : 


-二 2 一 g) 十 qj” -2 an (zz 一 o) 


有 一 0 为 三 届 


泳 (和 ceoree 一 ao)8. 


友 二 人。 的 二 大 
根据 肾 级 数 展开 就 是 泰勒 级 数 展开 , 证 毕 吕 . 
注 “本 题 之 (2) 可 推广 到 更 一 般 的 情况 , 即 若 对 某 个 如 > 0，jz - 开 oe 在 
(一 玉 , 届 ) 上 成 立 , 则 对 每 一 个 点 ae (- 尺 , 瓦 ), 可 以 证 明 在 lz 一 al< 玉 一 la| 下 成 立 


ce、 Fn 
) 三 和 二 to 
也 一 0 
若 /(z) 于 某 点 的 邻 域 中 可 展开 为 泰勒 级 数 , 则 称 /z) 于 该 点 解析 . 于 是 已 经 证 明 ， 
在 展开 式 成 立 的 邻 域内 (无 论 此 邻 域 有 多 大 ) jz) 处 处 解析 . 
解 2 对 于 (2) 也 可 以 直接 证 明 如 下 . 
写 出 f(z) 在 点 a 的 泰勒 公式 , 对 其 余 项 尺 ,(z) 用 拉 格 朗 日 型 的 余 项 形式 : 


(DT Ca) 
/加 = 和 全 人 -of 人 人 or 


K 一 0 


其 中 上 在 zx 和 waw 之 间 . 
为 了 估计 余 项 , 对 Fz) 在 点 a 的 泰勒 级 数 在 (一 尽 , 尽 ) 内 逐 项 求 导 得 到 
三 >》 an (人 一 1 (一 天 十 1)zm 
语 祖 
然后 可 以 根据 条 件 |nlan| 科 M 估计 得 到 关于 所 有 非 负 整数 上 为 一 致 的 估计 


Hejls 人 
于 是 就 有 余 项 估计 : 


六 Cn o Welal+lz| |z da|?+1 
一 三 多 
心 ( 人 一 二 LCe 局 (十 J)! 


可 见 对 于 每 一 个 zx 都 有 im Rn(z) =0 (利用 81.2.2 的 习题 61). 这 样 就 不 仅 证 明了 

Flz) 在 点 ac 可 展 3 于 为 泰勒 级 数 ， 而 且 该 级 数 的 收 和 敛 半径 也 是 +oo. 
习题 2899.3 ( 伯 恩 斯 坦 定 理 )@ 设 flz) es Co)[-1 HU, 且 当 ze [11 时 

Fo(z) >0( = 0,12,…). 证 明 : 函数 fxz) 在 区 间 (-1,1) 内 可 展开 为 寡 级 数 


Ce 
全 > QmnZ7”. 
匆 一 壬 


@ 不 难 直 接 对 jz) 的 震级 数 展开 式 逐 项 求 导 而 得 到 fa) = 》、 OA an an 只 是 这 一 步 计 算 可 以 


不 必 做 . 
@ 参见 美国 数学 月 刊 的 第 90 卷 (1983)，130-131 页 . 
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解 写 出 f(z) 的 泰勒 公式 
太 (0) > 四 0) 


jz) = 0) + 万 (0)z 十 2 十 2Z7 十 玉 (zZ)， 
其 中 的 余 项 媚 ,(z) 有 各 种 不 同 的 形式 . 在 82.10 中 已 经 出 现 佩 亚 诺 型 余 项 和 拉 格 朗 日 型 
余 项 . 然而 对 本 题 来 说 , 我 们 还 需要 更 为 有 力 的 积分 型 余 项 . 
为 此 只 需要 注意 从 余 项 的 定义 就 有 RD(0) = 0 (= 12 ,mn) 和 Re+D(z) 一 
Fo+b0(z), 然后 如 下 分 部 积 全 有 


已 =7O- 世 全 由 站 必 Od 
大 一 0 


吕 


2 


= 及 的 改 De-D 业 = 履 Oe-9 


= 也 | Rlz 一 详 旺 = = 二 | 你 
三 | FootD((z 一 让" dt 


在 最 后 的 积分 式 中 作 代 换 上 = wz, 当 上 从 0 到 z 时 , 米 从 0 到 1 即 得 积分 型 余 项 为 : 

RD) = 王 广 | 人 

由 题 设 条 件 知 道 每 一 个 fo)(z) (n” = 0,1,….) 都 是 单调 递增 函数 , 因此 就 有 
0<Ro<2 | To 风电 =oR 


又 从 
、FCB) 
册 让 二 二 坊 全 
三 人 
和 所 有 的 六 0(0) > 0 (= 0,1 ,nm) 可 推出 0 入 Rn) 入 J). 
这 样 最 后 就 得 到 


0 冬 忆 (Z) 入 Zn AD)， 
因此 在 zs [0,1) 时 有 lim 妨 (z) = 0 这 即 表 明 jz) 在 [0,D) 上 可 展开 为 宕 级 数 


》 九 人 Oo 利用 震级 数 收敛 域 的 对 称 性 , 这 个 展开 式 在 (1 TD) 上 成 立 . 


注 在 积分 型 余 项 中 不 出 现 难 以 估计 的 “中 值 ” (E 或 由 . 若 用 拉 格 朗 日 型 余 项 , 则 
有 0 < 0 <1, 使 得 


AAA 


j)(0z) wm 
忆 n(D) 一 全 二 
然而 其 中 的 0 与 zx 有 关 , 因此 从 以 上 的 余 项 表达 式 难以 推出 刀 (z) 甩 z2+ Rn (1). 


习题 2900 证 明 : 若 : 1) an > , 2) 存在 ， 本 ,oo = 一 9, 则 过 忆 " = 9. 


九 一 0 


解 “ 由 题 意 可 见 , 早 级 数 下 azn 至 少 在 区 间 (一 尽 , 局 上 收敛. 将 级 数 的 和 函数 
记 为 S(z)， 若 该 宕 级 数 的 收敛 半径 大 于 及 则 S(z) 于 点 > = 尺 处 连续 , 不 必 再 讨论 
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若 该 寡 级 数 的 收敛 半径 恰好 就 是 题 设 的 尺 , 且 级 数 于 点 z = 玉 处 收敛 , 则 从 阿 
第 二 定理 可 知 ,震级 数 在 [0, 鼠 上 一 致 收敛 , 因此 5S(z) 于 点 羽 处 左 连续 , 即 有 
5R)= ， Jim ， S(z), 因此 结论 成 立 . 于 是 以 下 只 要 证 明 该 过 级 数 在 z = 羽 处 收敛 . 

从 系数 非 负 的 条 件 (1) 可 知 ,，S(z) 在 区 间 [0, 尺 ) 上 严格 单调 递增 . 于 是 从 条 件 (2) 
可 知 , 在 区 间 [0, 尺 ) 上 成 立 不 等 式 S(z) 生 9. 

从 条 件 (1) 又 可 见 对 每 个 z e [0, 已 ), 部 分 和 序列 Sn(z) 关于 m 为 单调 递增 , 因此 就 
知道 对 于 每 个 非 负 整数 ” 和 每 个 ze [0, 忆 ) 成 立 不 等 式 


Sn(zZ) 一 ao 十 ai 十 .十 an 入 9(z) 芭 9. 
在 上 述 不 等 式 中 令 z 一 尺 一 0, 就 得 到 
on( 尽 ) = ao 十 al 及 二 十 an 区 9. 
然后 利用 部 分 和 数列 5"( 尺 ) 关于 冯 单 调 递增 , 就 可 知 级 数 于 点 z= 尺 处 收敛 ， 


注 这 里 涉及 与 阿 贝尔 第 二 定理 的 结论 有 关 的 反问 题 , 即 当 和 函数 S(z) 于 点 尺 处 
有 左 侧 极限 时 , 圭 级 数 于 点 z = 尽 处 是 否 一 定 收敛 ? 
由 本 题 可 见 , 当 寺 级 数 的 所 有 系数 非 负 时 , 上 述 反问 题 的 答案 是 肯定 的 . 

然而 在 没有 附加 条 件 时 , 上 述 反 问题 的 答案 可 以 是 否定 的 . 例如 下 列 最 常见 的 几何 
级 数 就 是 如 此 . 一 方面 在 (-1,1) 上 有 


1 
1 工 十 和 


同时 还 有 lim 一 工 _ = 工 , 然而 上 述 级 数 在 z = 1 处 发 散 @， 


zi-01TI+7 2， 
对 于 上 述 问题 已 经 得 到 许多 结果 , 统称 为 陶 伯 定理 , 其 中 较 简 单 的 一 个 见 [34] 的 命 
题 14.3.4. 


一 1 一 z 二 2Z2 一:… 十 (-1D7zz 十 …: 


Q@ 有 趣 的 是 , 如 果 考 虑 发 散 级 数 在 某 些 特定 意义 下 的 和 , 例如 Cesaro 和 , 则 上 述 级 数 在 z = 1 处 的 和 确 
实 为 总. 关于 这 方面 的 内 容 可 以 参考 [34] 的 813.5.2 的 第 二 组 参考 题 18-22, 814.5.2 的 第 二 组 参考 题 10, 和 
815.2.3 的 Fourier 级 数 的 Cesaro 和 . 在 本 书 的 85.11.2 的 习题 3134 即 是 发 散 级 数 的 Ceaaro 求 和 的 一 个 重 


安 恬 用. 
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85.6 傅 里 时 级 数 (习题 2936-2985) 


内 容 简 介 ”本 节 的 习题 主要 是 将 周期 函数 展开 为 傅 里 时 级 数 的 计算 题 , 此 外 还 有 
关于 傅 里 时 系数 方面 的 一 些 理论 题 . 
在 [15] 的 第 三 卷 中 的 最 后 两 章 都 是 贡献 给 傅 里 叶 级 数 的 ( 即 老 版 中 译本 的 三 卷 三 
分 册 ). 一 个 较为 简短 的 介绍 则 可 见 [34] 的 第 十 五 章 . 
在 自然 界 中 有 许多 呈现 周期 性 的 现象 . 周期 函数 就 是 描述 周期 现象 的 数学 概念 , 而 
傅 里 时 级 数 则 是 研究 周期 函数 的 最 基本 工具 . 其 基本 思想 就 是 将 周期 函 数 分 解 为 有 限 
个 或 无 限 多 个 正弦 函数 和 余弦 函数 之 和 . 以 周期 2r 的 情况 为 例 , 这 就 是 要 将 周期 为 2 
的 函数 分 解 为 下 列 三 角 级 数 之 和 包 : 

站 十 >》 (an cosT0 十 on sin72Z)， 


mu 一 1 
仿照 在 一 些 应 用 领域 (例如 声学 、 光 学 和 电学 等 ) 中 的 习惯 , 可 将 交 = 1 的 aicosz 十 
bsinz 称 为 一 次 谐 波 ( 它 可 以 写 为 4cos(t 二 P)), 将 于 = 2 的 aocos2z 二 bsin27z 称 为 
二 次 谐 波 等 等 . 在 电学 中 又 常 将 第 一 项 他 称 为 直流 项 . 

这 样 的 分 解 是 否 可 能 ? 如 果 可 能 , 其 中 的 系数 on (2 关 0) 和 如 (>1) 如 何 计 算 ? 
这 就 是 传 里 叶 级 数理 论 中 的 基本 问题 . 
在 做 习题 之 前 先 复 习 几 个 基本 概念 . 为 简明 起 见 , 以 下 经 常 以 周期 2r 的 傅 里 时 级 
数 为 主 , 然而 其 中 的 内 容 对 于 一 般 的 周期 为 2 (! > 0) 的 傅 里 叶 级 数 也 成 立 . 

傅 里 叶 级 数 是 在 85.5 的 坚 级 数 之 后 的 另 一 类 重要 的 函数 项 级 数 , 它 有 许多 与 寺 级 
数 不 同 的 独特 性 质 . 从 本 质 上 看 , 这 来 自 于 三 角 函 数 系 

{1, cosz,sinz… ,cosmT Sin7mZ (5.20) 

的 正 交 性 . 这 里 的 正 交 是 指 该 系 中 任何 两 个 函数 的 乘积 在 区 间 [--m, 娩 (或 其 他 长 度 为 
25 的 任意 区 间 ) 上 的 积分 等 于 0: 


| Sin 0 coOS700 d2 一 
开 


sin(7 一 72)Z 十 Sin(m 十 72)Z] dz = 0; 
一 


下 
| cosS7TX coS7T00 d2 一 
过: 抑 


cos(7 一 ?72)Z 十 sin(m 十 70)Z] dz 一 TOnmi 


| 二 忆 | 王 | 王 
ee 
| 刁 
局 


下 
| Sin7m2 Sin77020 dz 一 


cos( 几 一 ?02 一 Sin(7 十 70)Z] dz 王 TOnm， 
一 元 一 区 


0， 兄 天 7 


1T， 兄 三 710. 


其 中 用 了 殉 罗 内 克 符 号 bnm = | 


在 傅 里 叶 级 数理 论 中 还 常用 一 个 专用 记号 ~. 按照 定义 : 在 公式 


jzZ) ~ 他 十 >》 (an cos72Z 十 bn sin7mD) (5.21) 


一 


四 按照 习惯 将 其 中 的 常数 项 写 为 四 这 使 得 公式 (5.22) 对 an (” = 0,1……) 具有 统一 的 形式 . 
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中 , 它 只 告诉 我 们 右边 是 左边 的 函数 ffz) 的 傅 里 时 级 数 , 即 oo,an, 品 (= 12,….) 是 
按照 欧 拉 - 傅 里 叶 公式 


全 二 于 | jzZ)cosnzdz (7 过 0)， 
本 (5.22) 
bn 一 | es (人 了 
计算 得 到 的 两 个 数列 . 至 于 右边 的 级 数 的 收敛 域 是 什么 ,以 及 在 收 和 敛 的 点 处 其 级 数 和 是 
否 等 于 了 在 该 点 的 值 ( 即 函 数 了 在 该 点 是 否 可 展开 成 傅 里 叶 级 数 ), 都 需要 另行 研究 . 
如 教科 书 所 示 , 公式 (5.22) 的 数学 推导 建立 在 两 个 “如 果 " 的 基础 之 上 : (1) 如 果 已 
成 立 下 列 等 式 吕 


jz) = 他 十 >》 (an cos720 十 on sin72Z )， 

(2) 如 果 右 边 的 级 数 在 [元 台 上 一 笋 收敛 (也 就 是 在 (一 oo, +oo) 上 一 致 收敛 )， 这 时 
世 和 函数 jz) 处 处 连续 , 且 可 以 在 [- mr 如 上 逐 项 积分 , 而 且 在 乘 以 cosiz 或 siniz 
(= 12.…) 之 后 也 同样 可 以 逐 项 积分 @.， 这样 的 计算 就 提供 了 欧 拉 - 傅 里 叶 系数 的 公 
式 (5.22)， 

传 里 叶 级 数 的 定义 为: 系数 由 欧 拉 - 传 里 叶 公 式 (5.22) 表示 的 三 角 级 数 称 为 F(z) 的 
传 里 叶 级 数 , 并 记 为 (5.21) 这 里 已 经 德 开 了 上 述 两 个 < 如 果 ” 

然而 , 回顾 以 上 推导 , 则 实际 上 已 经 证 明了 下 列 结论 : 


命题 5.13 在 (-co, 二 co) 上 一 致 收敛 的 三 角 级 数 


泛 


QQ 和 
二 十 > 人 cos70 十 bn sin7mZ) 
健 


必定 是 其 和 函数 的 傅 里 叶 级 数 @. 


容易 看 出 , 由 于 三 角 级 数 的 每 一 项 都 是 周期 2r 的 周期 函数 , 因此 在 (-co, +co) 上 
一 致 收敛 等 价 于 在 任何 一 个 长 度 2r 的 区 间 上 一 致 收敛 . 又 从 函数 项 级 数 的 理论 可 知 ， 
如 果 三 角 级 数 的 和 函数 有 不 连续 点 , 则 就 不 可 能 满足 上 述 一 致 收敛 的 条 


| 下 


5.6.1 ” 傅 里 叶 级 数 的 计算 (习题 2936-2974) 
习题 2936 将 函数 f(z) = sin4z 展开 成 傅 里 叶 级 数 ， 


解 1 为 便于 积分 , 可 先 将 sin4z 展开 为 倍 角 函数 的 代数 和 (例如 见 83.4.1 的 习题 
1991 的 解 2): 

外 这 里 隐 含 f(z) 是 周期 2r 的 周期 函数 . 

@ 只 要 用 柯 西 一 致 收敛 准则 就 可 证 明 , 若 将 在 集合 X 上 一 致 收敛 的 级 数 的 每 一 项 乘 以 在 X 上 的 某 个 有 
界 函 数 , 则 所 得 到 的 级 数 仍然 在 X 上 一 致 收敛 . 
@ 这 里 提请 初学 者 注意 , 与 过 级 数 和 泰勒 级 数 的 等 同 关 系 ( 见 85.5.6 之 (1)) 不 同 , 存在 不 是 傅 里 叶 级 数 的 
三 角 级 数 . 参见 [34] 的 815.2.6 中 的 例题 15.2.4 后 的 讨论 以 及 命题 15.2.11. 
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sin4z 一 了 (1 一 cog27z)” 一 于 ( 一 2cos22z 十 cos227z) 
一 工 一 半 cos2z 二 壤 (1 十 cos 47) 一 半 一 冶 cos2z 二 于 cos4z， 
然后 用 欧 拉 - 傅 里 叶 公式 (5.22) 计算 /z) 的 传 里 叶 系 数 . 利用 正 交 关系 就 有 
m= 支 | fo)dz= 邯 
a2 一 刘 jz)cos22 dz 王 二 二 
a4 一 二 小 jz) cos 47 dz 一 于 
而 所 有 其 他 的 傅 里 叶 系 数 都 等 于 0. 于 是 即 得 到 /(z) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 为 
jz) = sin4z== 芝 一 冯 cos2z 上 + 于 cos47. 
解 2 (概要 ) ”如 命题 5.13 所 示 , 在 将 fz) = sin' z 展开 为 倍 角 函数 的 代数 和 后 ， 
于 它 只 有 有 限 项 , 因此 作为 级 数 必定 一 致 收敛 , 从 而 就 可 以 肯定 它 就 是 fz) = sn z 的 
傅 里 叶 级 数 ， 


习题 2937 三 角 多 项 式 
忆 (Z) 


的 傅 里 叶 级 数 是 怎样 的 ? 


2 一 0 


解 1 (直接 计算 ) 


这 就 是 用 


>》 (as cosir 十 Gaisin 7) 


欧 拉 - 傅 里 叶 公式 (5.22) 计算 已 (z) 的 傅 里 叶 系 数 .， 然 


而 我 们 不 要 将 它 看 成 为 一 个 纯粹 的 计算 问题 . 注意 到 忆 (z) 就 是 正 交 系 (5.20) 中 的 前 


(2 十 1) 个 元 的 线性 组 合 , 因此 可 以 从 正 交 关系 来 理解 下 


看 的 计算 . 


首先 计算 传 里 叶 系 数 oo 如 下 : 


ao 一 | 已 (zz) dz 一 | 
一 元 一 元 


这 个 结果 当然 可 以 逐 项 积分 得 到 , 但 我 们 可 以 将 它 解释 成 为 在 正 交 系 (5.20) : 
下 等 于 1 的 常 值 函数 ) 与 所 有 其 他 元 的 正 交 性 所 致 . 


个 元 ( 即 ; 
以 地 可 计算 其 他 傅 里 叶 系 数 ok,k (E > 1) 如 下 : 


ak 一 | 已 (Z) cos KZ dz 一 | 
一 区 


0， 


咏 一 支 | 已 (Z) sin KZ dz 一 全 
区 J-r 


)》 


CQK) 


亿 
| > (os cos 和 十 太 siniz)| = 2a0. 
i 一 0 


厂 芯 7 刀 ， 
夏 > 7; 
达 几 ， 


到 > TD 


从 以 上 计算 可 见 已 (z) 的 傅 里 叶 级 数 就 是 它 自身 : 


其 中 当 大 > 允 时 中 三 多 =0 就 来 自 于 coskzz 和 sinpz 与 Ph(z): 


的 每 项 都 正 交 所 和 致 . 
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已 (Z) ~ 十 >》 (ak cosKZ 十 办 SinKZ) 
ki=1 


一 Q0 十 >》 (on cos KZ 十 DB sin KZD) 


二 过 证 
解 2 作为 命题 5.13 这 个 一 般 


性 定理 


习题 2938 将 函数 ftz) = sgnz (-T < zZ < T) 展 了 


像 及 其 傅 里 叶 级 数 之 若干 部 分 和 的 


解 上 


L 


后 对 郊 = 12:… 可 计算 得 到 


矶 二 二 
元 


= 遍 0-(0= 


也 克 


sgnZ 三 一 汪汪 轧 一 了 


利用 展开 式 求 莱 布 尼 欧 级 数 2 


六 | Asinnzdz 加 友人 一 


由 于 jz) 在 不 连续 点 zx = 0 处 满足 


一 已 (z)， 


的 特殊 情况 , 由 于 本 题 的 三 角 多 项 式 已,(z) 只 
有 有 限 项 , 因此 在 (-oo, +co) 上 的 一 致 收敛 条 件 成 立 , 从 而 已 ,(z) 就 是 自身 的 传 里 叶 
级 数 ， 详细 一 点 来 说 P,(z) 中 的 常数 项 ao 就 是 
m) 就 是 传 里 叶 系 数 w 和 访 
叶 系 数 都 是 0. 因此 P,(z) 就 是 自身 的 傅 里 时 系数 . 


全 里 叶 级 数 的 常数 项 弛 ,而 ai 和 记 
i = 1,2,，… ,mn). 同时 所 有 下 标 大 于 m 的 傅 里 


”的 和 . 


于 成 傅 里 时 级 数 . 绘 出 函数 的 图 


于 在 区 间 (-TX,r) 上 sgnz 是 奇 函数 , 因此 所 有 的 on = 0 (m = 0,1,…). 然 


1 


? 


5 COS nz] |， 
0， 7 为 偶数 ， 
-所 ， 为 奇数 

j(-0) + (+0) 

一 ON 

在 连续 点 处 为 局 部 常 值 , 因此 在 (-T,X) 上 处 处 可 展 


开 为 其 傅 里 叶 级 数 : 


sin(2 风 一 1)Z (-T< 2Z<T). (5.23) 


个 部 分 和 函数 Su(z) (mn = 1 2 ， 


用 z = 椰 代入 展开 式 (5.23)， 


sin [en 二 0 到 | =- 
于 是 就 求 出 了 莱 布 尼 茨 级 数 之 和 (已 


Ooe 


有 


注 “由 于 函数 F(z) = sgnz 及 


5) 的 


图 像 , 用 粗 黑 曲线 作 蝇 


在 下 面 的 附 图 1 作出 了 前 四 个 部 分 和 函数 8， (z) (2 = 1 2,3,4) 的 图 像 ,从 第 二 个 分 
图 开始 , 用 两 条 虚线 曲线 表示 上 次 的 部 分 和 函数 与 新 增加 的 级 数 项 的 图 像 . 
在 附 图 2 中 , 用 虚线 作出 了 jz) = sgnz (-T < zz <T), 又 用 虚线 曲线 作出 了 前 五 


HH 了 56(z) 


Sin (oz 一 季 ) 三 (一 1)” 


见于 84.2.6 的 习题 2283 和 85.5.3 的 习题 2869): 


一 1)2 一 工 _ 世 
2 -1 ”4 
其 周期 延 拓 有 不 连续 点 , 因 


此 尽管 flz) = sgnz 的 傅 


叶 级 数 在 (-T,T) 上 处 处 收敛 , 然而 一 定 不 一 


致 收敛 . 不 仅 如 此 , 从 附 图 2 中 还 可 以 初 
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(d) Sa(z) = 9s(Zz) 十 


习题 2938 的 附 图 1 


习题 2938 的 附 图 2 


开 


步 看 出 傅 里 叶 级 数 在 和 函数 不 连续 点 附近 的 吉 布 斯 现象 . 对 于 本 题 来 说 , 即 不 仅 有 ( 
顾 8$5.4.2 的 习题 2741) 


Jim { sup If(z) 一 Sn(z) 上 关 0， 


一 下 << 世 去 区 


而 且 有 


lim { sup HG 一 Sn = 冯 | 号 二 dtz-1s 0178 


了 一 Oo 一 KK<Z<< 工 
其 中 的 极限 值 是 吉 布 斯 现象 中 的 普 适 常数 . 关于 吉 布 斯 现象 的 简要 介绍 见 [34] 的 例题 
15.2.1, 更 详细 的 分 析 见 [15] 的 第 三 卷 的 700-701 小 节 . 


习题 2939 在 区 间 (0,21) 内 将 函数 Flz) 二 4 人， 展开 成 传 里 叶 级 数 ， 


其 中 4 为 常数 . 
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解 (间接 法 ) 代替 直接 用 欧 拉 - 传 里 叶 公 式 (5.22) 计算 系数 , 可 以 用 间接 法 计算 ， 
即 利 用 习题 2938 的 已 知 展开 式 来 得 到 本 题 要 计算 的 结果 . 
由 于 所 求 的 传 里 叶 级 数 有 周期 20, 因此 若 将 flz) 在 (一 ,0) 上 定义 为 flz) 三 0, 而 
在 ( 玉 1) 上 将 其 展开 , 则 所 得 的 伟 里 叶 级 数 相 同 . 
联系 这 样 的 F(z) 与 sgnz 的 图 像 , 就 可 以 发 现 本 题 的 函数 与 sgnz 的 关系 为 
jl) = 条 (1L+ 曙 至 ) (-L<z<bhz 关 0)， 
从 而 得 到 所 要 的 传 里 叶 级 数 展开 式 : 
， 克 0 
1 证 - 玖 sin(20 一 1 
1 2 ) 
co sin(27 一 1 
= 和 半 + 仅 > 5 / (0<z<21). 
注 在 本 节 的 习题 中 主要 是 计算 傅 里 叶 级 数 . 然而 这 并 非 只 是 用 欧 拉 - 傅 里 叶 公式 
作 积 分 计算 . 正如 泰勒 级 数 展 开 式 中 的 间接 法 那样 , 也 可 以 用 间接 法 求 傅 里 叶 级 数 . 这 


2 


在 [36] 的 818.2 的 练习 题 1 中 就 可 以 看 到 . 当然 为 此 需要 知道 几 个 最 为 基本 的 傅 里 叶 展 
开 式 , 例如 除了 习题 2938 外 , 下 面 的 习题 2940-2941 的 展开 式 也 是 基本 的 . 此 外 还 可 以 
使 用 逐 项 积分 等 方法 . 这 就 是 本 题 介 绍 间接 法 的 目的 . 

习题 2940 在 区 间 (-T,T) 内 将 函数 Fz) = z 展开 成 傅 里 叶 级 数 . 

解 ” 由 于 在 区 间 (-T,x) 上 z 是 奇 函数 , 因此 所 有 的 an = 0 (” = 0,1,….). 然后 对 
兄 三 1 2 可 用 分 部 积分 法 计算 得 到 

刀 三 寺 zsinnzdz= 一 总 zcosoz|， + 遍 | esnzdz= (-D1 寺 ， 
于 是 得 到 在 (一 T,T) ee 开 式 

-2 人 人 sin720 (一 < 2Z < T). (5.24) 

习题 2941 在 区 间 (0,2z) 内 将 函数 Fz) = 工 5 二 展开 成 傅 里 叶 级 数 ， 

解 1 (直接 法 ) 若 按 照 欢 拉 - 傅 里 叶 公 式 (5.22) 计算 傅 里 叶 系 数 , 则 只 要 将 该 公式 
中 的 积分 区 间 改 为 [0,2x] 即 可 . 

然而 利用 下 列 考 虑 可 减少 一 半 计 算 量 (也 可 用 8$4.2.5 的 对 称 性 得 到 相同 的 结果 ). 

由 于 实际 上 的 对 象 是 周期 2r 的 周期 函数 , 因此 对 于 (0,2r) 上 给 定 的 函数 六 z), 可 


将 它 作 周期 2r 的 周期 延 拓 , 不 妨 仍 记 为 ftz), 然后 取 其 在 (-f,T) 上 的 部 分 来 计算 其 
叶 系 数 ， 就 本 题 的 F(z) 而 言 , 在 周期 2r 的 周 
). 余下 的 只 是 要 计算 了 


志 一 化 


傅 里 


on 一 0 (7 一 0)1) 
号 


2 克 
| 


克 


1 区 
一 -二 cosnz| 
也 0 


1 


十 一 . 
包 


(一 切 ” 


FE 区 项 前 


前 的 系数 : 


期 延 拓 之 后 成 为 奇 函 数 , 因此 所 有 的 


2 1 上 工 
sinnZdz 一 | Snmnzdz 十 一 .0cos maz| 一 一 | cos70 qd 
0 也 元 0 7 元 J0 
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于 是 就 得 到 所 要 求 的 传 里 叶 级 数 展开 亏 : 
二 5 一 -二 到 他 Bu (5.25) 


注 右边 的 级 数 在 前 已 多 次 见 过 ， 特别 是 在 85.4.5 的 例题 1 中 , 利用 黎 曼 引 理 
(命题 5.9) 求 出 了 它 的 和 , 并 利用 这 个 和 (也 就 是 (5.25)) 求 出 了 巴塞 尔 问 题 的 解 . 

解 2 (间接 法 ) 若 利 用 习题 2940 的 结果 (5.24), 则 就 不 必 重 新 计算 本 题 的 傅 里 叶 系 
数 . 比较 两 古 的 函数 就 可 见 本 题 的 F(z) 与 那里 的 z (-r < zx < T) 有 如 下 关系 : 


Fo = -二 人 z -fl (0<z<27)， 


因此 就 可 以 从 (5.24) 得 到 
二 2》， 攻 一 sinm(zZ 一 区) =》 盏 吃 (0 <Z< 2T). 


了 一 工 殊 三 并 


习题 2942 在 区 间 (一 r,T) 内 将 函数 ffz) = |z| 展开 成 传 里 叶 级 数 . 


解 (间接 法 ) 利用 (lzl)' = sgnz (z 夭 0), 本 题 的 展开 式 可 从 (5.23) 的 傅 里 时 级 数 
展开 式 逐 项 积分 得 到 . 这 时 先 有 


4 1 ， 
| 去 > 5 sin(27 一 Di dt 
区 


三 人 
三 亏 >》， 5 sin(27 一 1)tdt 一 元 2 俩 一 1 cos(27 一 工 才 


| 


1 4 1 
>》， 1 1)2z 十 元 2 1 (一 碟 < 了 元 ). 
ee 忆 此 可 以 从 传 里 叶 系 数 ao 的 计算 得 到 , 即 有 
人 人 | pldz- 支 jaz= 各 
工 
F 是 就 得 到 所 要 的 傅 里 时 级 数 展开 式 : 


4 亡 1 
|z| = 六 人 二 二 ET 1)z (- 区 < 2 < T). 
钨 一 主 


而 且 同时 还 求 出 了 显 
》 一 > 区 (5.26) 
(2 人 一 风 8 
注 ， 本 题 用 直接 法 也 是 容易 的 . 此 外 , 利用 (5.26) 就 有 
5 三 和 
mr 工 4 和 到 


从 而 给 出 了 巴塞 尔 问题 的 另 一 个 解法 (参见 85.1.7 的 习题 2655(a)). 
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习题 2953 将 fz) = arcsin(sin z) 展开 成 全 里 叶 级 数 . 


提示 “注意 这 个 f(z) 是 周期 2r 的 周期 函数 , 且 为 分 段 线性 函数 (锯齿 波 ), 其 图 像 
见 第 一 册 附 录 一 的 习题 318. 只 有 当 |z| 芯 时 才 有 arcsin(sin z) = Z. 


习题 2955 将 ftz) = zz- [z] 展开 成 傅 里 叶 级 数 . 
提示 “注意 这 个 /(z) 是 周期 函数 , 建议 先 作 出 其 图 像 , 确定 周期 后 再 做 计算 . 可 以 
参考 81.7.2 的 习题 685 ( 取 最 大 整数 函数 [z]) 的 附 图 . 


习题 2956 将 Fz) = (z) 展开 成 傅 里 叶 级 数 
的 距离 . 


(z) 是 z 到 与 它 最 接近 的 整数 


提示 “建议 作出 图 像 并 确定 周期 后 再 计算 . 可 参考 第 一 册 附 录 一 的 习题 362(e). 


习题 2959 将 周期 函 -二 an Snnz (al < 1) 展开 成 传 里 叶 级 数 . 


Sin 人 


解 1 (分 析 法 ) ” 先 观 察 用 函数 项 级 数 定 义 的 函数 Az) 的 收敛 域 和 一 致 收敛 域 . 

由 于 在 sinz 的 零点 jzr (Ke 2Z) 处 ， 7 存在 极限 , 即 可 连续 延 拓 , 因此 该 级 数 
的 通 项 定义 域 为 (一 co, 十 co). 

问题 的 关键 是 处 昌 因 5 利用 84.2.6 的 习题 2291 的 解 3, 则 对 浆 = 1 2，.. 

有 下 列 恒等式 ; 


Sin(27 一 工 
二 1 十 2[cos2z 十 cos47 十 …: 十 cos(27. 一 2)2]， 
in(2n) (5.27) 
兰 空 2[cosZz 十 cos37 十 :…' 十 cos(27 一 1)2]. 


由 此 可 见 成 立 不 等 式 


于 是 可 以 用 >》 mlal” 为 强 级 数 , 知道 题 设 中 定义 F(z) 的 函数 项 级 数 在 (-co,+co) 上 
绝对 收敛 和 一 致 收 伍 (参见 85.4.3) 
以 下 用 (5.27) 代入 级 数 通 项 作 直 接 计 算 . 为 简明 起 见 , 只 写 出 前 面 的 若干 项 即 可 看 
出 其 一 般 规 律 如 下 : 

fo ==a+o2.(2cosz)+oa3s.(1+2cos27) 


| 


十 ao4.(2cosz 十 2cos3z) 十 a5. (1 十 2cos27 十 2cos47) 十 


一 (w+as+a5 二 :…) 十 2cosz(a2 十 od 十 …) 十 2cos2z(a3 十 as 十) 十 …: 


可 十 2cos2 oO 十 
COS 2 和 
1 一 a2 


5 


驼 王 于 
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由 |al < 工 可 见 
就 是 F(z) 的 传 


最 后 得 到 的 三 角 级 数 在 (一 co, +co) 上 一 致 收敛 ， 


里 叶 级 数 . 


大 


此 从 命题 5.13 可 知 它 


然而 上 述 计算 在 严格 性 上 存在 不 足 , 即 需要 对 无 限 多 项 求 和 , 而 其 中 的 每 一 项 又 是 
一 个 无 穷 级 数 中 . 
但 是 F(z) 的 上 述 等 式 是 容易 直接 得 到 的 . 先 将 (1 - 2) 乘 以 FLz) 得 到 
0 袜 时 - 半 汪 和 
二 号 玫 二 二 二 下 2 Sin mZ 一 2)7 
一 Qw 十 ao .2cosz 十 >》 om .2cos(7 一 1)z 一 da 十 2a 》 am cosma 
刀 一 3 三 业 
然后 两 边 除 以 (1 -= o2) 即 可 . 由 此 可 见 以 上 的 结论 成 立 , 即 在 题 中 用 无 穷 级 数 定 义 的 函 
数 jz) 还 有 另 一 个 表达 式 , 而 后 者 就 是 它 的 傅 里 时 级 数 展开 式 . 


解 2 (概要 ) 如 
致 收敛 , 为 偶 函 数 ， 
可 以 通过 逐 项 积分 方 


这 里 可 以 参考 84.2.6 


解 工 开始 所 述 , 用 于 定义 /z) 的 无 穷 级 数 关于 a e (--co, +eco) 一 
在 乘 以 cosiz (= 1,2,…) 后 仍然 在 该 区 间 上 一 致 收敛 , 这 样 就 
法 用 欧 拉 - 傅 里 叶 公式 (5.22) 计算 其 傅 里 叶 系数 on (2 = 0,1，…)， 
的 习题 2291 的 计算 结 


习题 2961 将 函数 f(z) = zZ2 展开 成 傅 里 时 级 数 : (a) 在 区 间 (-T,T) 内 按 余 弱 展 
开 ; (b) 在 区 间 (0,T) 按 正 弱 展开 ; (c) 在 区 间 (0,2x) 内 展开 . 绘 出 函数 的 图 像 及 情形 
(a), (bj, (c) 的 傅 里 时 级 数 之 和 的 图 像 . 
利用 这 些 展 开 式 ， 贞 Eee 
和 六 凡 SS 
2 2 ， > 汪 这 (2 一 1 
解 (只 对 (a) 给 出 详细 解答 ) 
(a) 由 于 z2 为 偶 函 数 , 因此 只 要 在 (-Tf,f) 上 计算 flz) = z2 的 传 里 叶 系 数 
an (2 一 0,1……) 即 可 . 
计算 
Q0 一 环 | az= 所-， 
大 未 二 过 | cos720 d2 一 全 Sin 722 十 努 cosnz 一 二 simnz) 三 人 


(这 里 可 以 利用 83.5.1 的 习题 2067 提供 的 公式 ). 了 
@ 这 里 的 严格 


里 化 是 可 以 做 到 的 .问题 是 有 两 个 下 标的 数 刀 
con 一 1 人 (人 >1)cnn 一 2(m171). 


cmnam cos7az 的 求 和 问题 , 划 
时 ， 只 有 有 限 多 项 (但 项 数 无 上 界 


Qrnm 一 


若 按照 am” 收集 同类 项 


琢 cos7n2 收 〖 


已 


得 到 函数 f(z) 的 原 有 的 无 穷 级 数 表达 式 . 若 按 } 
何 级 数 求 和 公式 , 这样 就 得 到 jz) 


并 利用 |a| < 工 


可 以 使 得 上 述 解法 严格 化 . 这 


同类 项 ， 则 每 次 者 有 无 穷 多 项 ， 但 只 需要 用 
的 另 一 种 表达 式 ， 即 其 傅 里 叶 级 数 展开 式 . 利用 二 重 级 数 的 换 序 求 和 定 
文 里 的 理论 基础 见 [15] 第 二 卷 的 811.5. 


入 
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22 一 0 站 cos7T0 (一 开 < 2 < 克 ). 
由 于 上 述 展 开 式 在 z = 区 AR 用 z = 区 代入 , 就 有 
人 2 三 五 十 代 区 
于 是 即 可 得 到 汪 六 宇 二 即 巴塞 尔 问题 的 解 ( 见 85.4.5 的 例题 2). 
在 附 图 中 作出 了 /zx 国光 和 傅 里 叶 级 数 和 的 图 像 , 后 者 是 在 (一 co， 


注 “本 题 


岂可 以 利用 / 


照 习 题 2942 用 球 


(p) (提示 ) 


系 项 各 


是 奇 函 数 . 因 出 
在 附 图 
则 是 其 


分 儿 


傅 如 


忆 


的 左 分 图 


应 当 将 


作 各 
叶 级 数 和 的 图 


只 分 方法 求 
既然 在 (0,m) 上 的 z2 
(0,T) 上 


习题 2961(a) 的 


ZJ)=zZ(-T<2zZ<T) 的 傅 呈 


在 鸠 


件 . 


附 图 


电 叶 展 


于 式 ( 见 (5.24))， 


要 展开 


成 为 ] 
的 z2 按照 奇 函 数 延 
8 了 在 (0,r) 上 的 fz) = 
像 , 后 者 是 在 (--co, +cco) 上 的 周 


要 注意 , 在 点 (2K 一 1Tr (KeEZ) 上 的 级 数 和 等 于 0. 


E 弱 级 数 , 则 这 个 级 数 的 和 
拓 到 (-T,0) 上 后 进行 计算 
22 经 过 奇 延 拓 后 的 函数 图 


十 co) 上 


然后 仿 


1 函数 必定 


像 ,而 右 


期 2 的 周期 函数 . 这 里 


(c) (提示 ) 


这 时 的 和 函数 是 (0,2r) 上 的 z2 按照 周期 2r 延 拓 得 至 


习题 2961(b) 的 


此 本 题 的 答案 与 (a) 和 (b) 都 不 同 . 


在 附 图 
叶 级 数 和 的 图 
21T (5EZ) 上 

注 


级 数 还 可 以 将 多 个 不 同 的 函数 用 
表明 , 在 函数 概念 


函数 . 这 就 


的 左 分 图 


的 级 数 和 等 于 


六 272. 


由 此 可 见 , 在 (0,z) 上 的 函数 y = 22 同时 有 多 个 级 数 展开 式 


中 作出 了 在 (0,2r) 上 的 Az) = 2zZ2 的 
像 , 后 者 是 在 (-- co, +eo) 上 的 周期 2r 的 周期 函数 .这 


附 图 


图 像 ， 人 0 


是 其 傅 里 


于 
| 
AN 


意 , 二 


j 傅 里 叶 


同一 个 级 数 表 晶 


HH， 只 不 过 在 不 同 的 


和 


的 最 基本 的 要 素 # 


不 是 它 的 表达 式 . 


不 同 的 
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习题 2961(c) 的 附 图 


习题 2963 写 出 函数 fa) = 由， 四 < 的 李 雅 普 诺 夫 等 式 @， 利 用 李 雅 


0，aw<|zl < 区 


普 诺 夫 等 式 , 求 下 列 级 数 之 和 |; 


.2 oo 5 
SIDn ?CQ 及 COS 7 
y 兄 》 ， 2 
人 作 
为 二 二 


解 由 于 jz) 是 偶 函 数 , 因此 只 要 按照 欢 拉 - 傅 里 叶 公式 (5.22) 计算 on (mn = 


年 
0,1，……) 
2 Fr _ 攻 六 
om= 志 | fo)daz= < | dz= 元 ， 
mm 一 过 | JJeosnzdz= 二 | cosnzdr = 2 (7 一 1),2……). 
To T ju 7 
于 是 得 到 
人 1 可 十 
工 ( 2a. 过 2 四 2 _ 2a. 
计 ( 玫 ) > = 环 | PoOdz= 敌 ， 
样 就 有 
oo 2 
2 = 六 ao 
所 二 
cos2 na 十 己 Sin2 Ta 二 1 1 2? 
人 二 二 0 
侈 拉 公式 


| Ai 范 一 ji 时 国人 ir 一 iz 
cos7 二 可 (@ 十 e 7)， sinz 一 页 (e e 7) 


在 展开 傅 里 叶 级 数 的 计算 中 也 经 常 有 用 . 下 一 题 即 是 这 方面 的 例子 . 


等 国 的 数学 文献 中 一 般 称 为 由 塞 拟 


AI 


Q 李 牙 普 诺 夫 等 式 叹 + 》 (02 十 砚 ) = 于 玫 PP(c) dz 在 英 
多 三 灿 
尔 等 式 (参见 [34] 人 
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习题 2966 求 一 (le| < 1D) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 . 


一 2gcosZ 十 02 
解 ”用 欧 拉 公式 代入 即 有 (参考 85.5.2 的 习题 2863 的 解 ): 
dsSinZ | ES 4) 生 去 ( 人 ) 
1 一 2gcosz 十 g2 21 1 一 qleiz :+ 上 92 21、 工 一 ee 1 一 e-iza 


Ooe 


vs >》 (e 王 这 人 | 这 > 三 a 于 襄 -2 Sin 70. 
九 一 0 


这 里 的 条 件 ld| < 1 保证 了 上 述 计算 的 合理 性 | 同时 又 保证 最 后 的 三 角 级 数 在 区 间 
(--co, +co) 上 一 致 收敛 , 因此 即 为 其 和 函数 的 传 里 叶 级 数 ， 
注 ， 本 题 的 结果 已 见于 85.5.2 的 习题 2864, 只 是 在 那里 是 寡 级 数 展开 式 , 而 在 这 里 
是 傅 里 叶 级 数 展开 式 . 这 与 前 面 的 习题 2959 类 似 . 
习题 2969 求 In(1 -2dgcosz 十 92) (la| < 3) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 . 
解 1 用 欧 拉 公式 即 有 
ln(1 -2dacosz 二 do) =jn(l-aez) 上 +n(l 一 ae) 


-> 1 OP einz 工 OP oo 


这 里 的 条 件 ld| < 人 证 了 上 过 合理 性 , 同时 又 保证 了 最 后 的 三 角 级 数 于 

(--co,+eco) 上 一 致 收敛 , 因此 是 其 和 函数 的 传 里 叶 级 数 . 
解 2 (概要 ) 由 于 

d |， 加 20SinZ 

六 一 2gcosz 二 9 中 一 1 一 2gcosz 十 02 

因此 可 以 对 习题 2966 的 展开 式 用 逐 项 积分 法 得 到 所 要 的 结果 ， 
习题 2970 求 无 界 周期 函数 f(z) = in | si 地 | 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 , 


解 1 jz) 在 点 0 处 局 部 无 界 , 常 负 , 是 周期 2r 的 偶 函数 . 用 84.4.1 的 习题 2353(a) 
的 欧 拉 积分 , 即 可 求 出 传 里 叶 系数 co 如 下 : 
工 
宇 于 | msin 寺 dz 全 | Insintdt 一 二 全， 工 ln2 二 -2ln2. 
To0 2 To 2 
然后 再 计算 其 余 的 系数 如 下 : 


人 站 三 之 lnsin 莹 .cosmzZ dz 
元 j0 2 


忆 


也 
cos 所 
也 2 


开 
= 疙 (sannz'insin 呈 )| - 遍 | md 
7 2/i+0 7 jo 2sin 本 
sin (mn 十 可 )z+sim (一 可 jz 
1 | 2 2 d 
一 SO 
0 


sin 世 


2 


1 人 sin(2n+TDt+sin(2n 一 Tt 了 
全 | sn 
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这 里 最 后 上 和 用 了 吕 2.6 的 习题 2291 的 | Sn dt 一 又 由 于 该 积分 的 被 
积 本 雪 在 0 本 上 关于 + 一 号 为 贷 数 因此 和 到 | smen Daf = 可 
于 是 就 得 到 所 要 的 展开 式 : 
om 中 = -ma2- 三 -T<Z<T)Z 天 0). 
解 2 用 欧 拉 公式 就 有 
mn sin 闻 | =nmls 52 “| 一-Im2+hmnll-e| 
-in2+Relln(l -ei)] = -nm2+Rel - 》、 、 ) 
多 三 并 
_lno_ Cos72 
注 “这 里 用 到 复 变 量 > 的 复 对 数 函 数 它 是 多 值 函 数 , 在 ln(1- ez) 中 取 其 主 校 , 这 
方面 的 定义 可 参考 [7] 的 8$1.3. 
5.6.2 ” 傅 里 叶 系 数 的 一 些 性 质 (习题 2975-2985) 
ee 傅 里 时 公式 (5.22) 定义 的 傅 里 时 系数 具有 许多 独特 的 性 质 . 本 小 节 的 习题 


涉及 与 对 称 性 等 有 关 的 一 些 基 


We 


习题 2975 应 当 
内 , 使 得 它 展 


解 ”既然 在 传 里 


下 列 积分 为 0: 


如 84.2.5 的 命题 4.8 所 示 ， 


由 于 


因此 只 需要 使 得 
上 


(0 到) 型 
' 3 


然后 再 用 


jz) = 三 几 一 


当 如 何 把 给 定 在 区 间 
开 成 傅 里 叶 级 数 后 


叶 级 数 ' 


2) (-FE<2 < 0) 作 偶 延 拓 即 可 . 


有 以 下 形式 : 


三 2 an cos(27 一 1)Z 


| 7 cos(27z) dz = 0. 
0 


cos(27m( 丈 一 


j 帮 2) 


基本 性 质 , 有 关 渐 近 性 态 等 性 质 可 参考 [34 


不 出 现 正弦 项 , 因此 延 拓 后 的 函数 必 为 偶 
从 0, 罗 到 (0) 为 偶 延 拓 余下 的 问题 如何 从 (0, 等) 延 折 到 【于 


2)) 一 cos(277)， 
延 拓 后 的 flz) 在 (0,r) 上 满足 Fr 下 
委 ,) 的 延 拓 方法 为 定义 


一 帮工 一 Z) (于 <z<z)， 


的 815.1.2 和 


(0%, 到) 内 的 可 积 函 数 Fa) 延 拓 到 区 间 (一 ,如 


(-T<Z<T)7 


函数 , 这 决定 了 
) , 才能 使 得 


这 只 要 使 被 积 函数 /zj cos(2nz) 关于 点 Z = 也 为 奇 即 可 . 


一 (z),， 这 就 决定 了 从 
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习题 2984 已 知 周期 为 2 的 可 积 函数 /z) 的 傅 里 叶 系 数 on 加 (= 0,1 2)， 
试 计算 斯 捷 殉 洛 夫 函 数 


十 岂 


户 四 = 项 | 7 


Z 一 六 


的 傅 里 时 系数 4 Bn (= 0,1,2,……). 


解 1 利用 逐 项 积分 方法 , 从 
jzZ) ~ 和 十 2(or cos720 十 bn Sin722) 


即 可 得 到 
『 jb dt 一 十 >》， (至 smnz 一 人 cosnz] 十 >》， 
。 内 二 1 一 
于 是 就 有 权 
亡 (zZ) 三 孚 十 >》， 0 [sinm(z 十 尹 ) 一 sinm(2z 一 力 )] 
二 
2 [cosm(z 一 思 一 cosm(zZz 十 力 ]] 
00 人 二 bn Si sinnz)， 
最 后 得 到 
m Si 下 bn Si 几 
40 = a0， 4 一 Br 一 下 人 (人 一]2 


解 2 可 以 从 斯 捷克 洛 夫 函 数 的 定义 出 发 直接 用 欧 拉 - 傅 里 叶 公 式 计算 该 函数 的 全 
里 叶 系数 , 只 是 这 时 需要 利用 多 元 积分 学 中 的 二 次 积分 的 顺序 交换 定理 . 
写 出 计算 4o 的 公式 : 
1 1 碟 Z 十 忆 
4= 二 | haodz= 诲 | 7 
然后 在 内 层 积 分 中 作 变 量 代 换 上 一 z = 心得 到 


4 Fazf 站 二 
co 天 | z| He 


交换 积分 顺序 , 并 利用 周期 函数 在 长 度 为 一 个 周期 的 区 间 上 的 积分 不 变性 ( 见 84.2.5 的 
习题 2265), 就 可 得 到 


类 似 地 可 以 计算 得 到 
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才 元 过 三 三 ozdz 站 1 de 一 | cosnzdz| yz 十 娘 dt 


克 
二 dz | 旺 广 bd 
- 遍 | d| jz 十 加 cosmz dz 三 小 | oOeosne- ) dv 
有 
时 本 jw)J(cosmucos7? 十 Sin7aLsin7t) du 
2ATX AR 
an 人 _ an sin 7 用 本 
= 器 | ecosmt 业 = 到 (7 三 1 2……)， 


和 


pn Sin 7 及 二 
名 有 2) 


习题 2985 设 /(z) 是 以 2r 为 周期 的 连续 函数 , 而 cn,br (2 = 0,1,2,…) 为 其 傅 
里 叶 系数 . 求 卷 积 函数 


万 一 


忆 (7 人 jz 十 加 dt 


的 传 里 叶 系 数 4 万 (7 一 和 0， ]， 2， 
利用 所 得 的 结果 , 推出 李 雅 8 式 . 


解 1 用 欧 拉 - 传 里 叶 公 式 直 接 计 算 传 里 叶 系 数 . 利用 变量 代 换 和 周期 函数 在 周期 
长 度 的 区 间 上 的 积分 不 变性 , 就 有 
SS )= 支 「 的 和 二 评测 := 去 | jz+uj(o)du= Fr)， 


一 儿 一 沙 


可 见 玉 (z) 为 偶 函 数 . 因此 只 要 计算 4 (mn = 0, 1 …). 
从 下 面 的 计算 可 见 , 这 里 也 需要 利 | > 


4 如 = 去 | 到 zdz= 吉 | dz| 7z 二 Dd 
元 - 元 
= 记 | 4 bd 上 | jz+iadz= oa， 
克 一 元 一 区 
和 全 1 
4= 支 | 玉 (Z) cosmZ d7 一 一 cosnzdz| 矿 提 FUzZ 十 汶 d 
雹 」 开 元 ”JJ 一 r 一 克 


| 


京 | .70 琵 | Je+beosnzdz 
一 于 | F(t(an cosmt 十 psinmt) dt 


=a2 十 刀 (=1,2,…). 


省 Ooe 
开 (Z) ~ 子 十 > (0 十 好 ) cosmz: 
交 三 并 


利用 (一 般 教科 书 中 均 有 的 ) 贝 塞 尔 不 等 式 就 知道 上 述 傅 里 时 级 数 一 致 收敛 , 从 而 由 命 
题 5.13 就 知道 成 立 傅 里 叶 级 数 的 展开 式 


处 Ooe 
下 (Z) 三 子 十 >》 (ao2 十 巡 ) cosmz: 


WE 


五 
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最 后 只 要 用 z = 0 代入 就 得 到 所 要 的 李 雅 普 诺 关 等 式 : 
呆 信 jz(z)dz= 人 + 十 吧 )， 


解 2 直接 计算 F(z). 在 


jzZ) ~ 他 十 2er cos70 十 bn sin7m2Z) 
将 z 改 为 已 乘 以 FLz 十 妨 . 由 于 太 为 周期 27 的 连续 函数 , 因此 所 得 的 级 数 仍 可 逐 项 
分 , 这 样 就 得 到 


Fo = 却 | ADHe+d 


兴 


三 这 0 二 
一 和 | Fe 二 e 则 + 寺 过 他 (an cosmt 十 onsin7t)Fz 十 加 dt. 


作 变 量 代 换 z +t = 凡 并 利用 周期 函数 在 长 度 为 一 个 周期 的 区 间 上 的 积分 不 变性 , 就 有 


天 (7Z )= 辽 : a0 十 二 人 光大 [cu cosn( 人 一 Z) 十 加 sinm( 一 Z)] Fw) duw 
Q2 荆 
二 手 >》 [an(an cosT0 十 bsin7mZ) 十 bo(bncosmZ 一 ansin7mZ)] 
笼 王 于 
轴 计 yo 十 吧 ) cosmm 
2 二 也 也 人 


由 于 jz) 为 连续 周期 函数 , 因此 从 贝 赛 尔 不 等 式 知道 上 述 三 角 级 数 一 致 收 公 , 从 而 
命题 5.13 知道 这 就 是 F(z) 的 傅 里 叶 级 数 . 于 是 得 到 
40== 叶 ，4n= 吧 十 有 ，B =0 (=12…). 
又 在 FE(z) 的 展开 式 中 令 z = 0 代入 , 就 得 到 所 要 证 明 的 李 雅 普 诺 夫 等 式 . 
注 本 题 只 是 在 /(z) 为 连续 函数 的 条 件 下 给 出 了 这 个 等 式 的 证 明 . 实际 上 只 要 
jFz) 在 [一 mm 上 可 积 和 平方 可 积 (这 里 的 可 积 允 许 为 广 义 可 积 ), 李 雅 普 诺 夫 等 式 就 成 
立 . 这 时 的 证 明 可 以 参考 [34] 中 对 命题 15.2.5 的 说 明 ， 
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85.7 级 数 求 和 法 (习题 2986-3033) 


内 容 简介 ”本 节 的 习题 按照 所 用 的 主要 方法 分 为 三 部 分 . 在 第 一 小 节 中 的 级 数 求 
和 一 般 可 以 通过 裂 项 消去 法 和 代数 运算 得 到 , 第 二 小 节 和 
项 微分 和 逐 项 积分 等 分 析 方 法 . 三 角 级 数 求 和 有 其 自身 的 特点 , 列 为 第 三 小 节 ， 

从 本 章 开 始 , 85.1 的 习题 2546-2552 就 有 级 数 求 和 的 内 容 . 在 85.1.1 中 对 习题 2548 
和 2552 举 出 的 各 种 解法 大 致 上 也 就 是 本 节 要 使 用 的 主要 方法 . 

CR ( me， (也 称 为 连锁 消去 法 ),， 见 81.2.1 的 习题 
56 及 其 注 ( 即 求 二 和 2) 几何 级 数 求 和 公式 及 其 变型 ， 见 81.2.1 的 习题 55 


六 


( 即 求 5 2 ). 实际 上 在 85.1.7 的 级 数 余 项 估计 中 所 用 的 也 就 是 这 两 种 方法 . 


ns 从 8$1.2.3 的 数 e 的 级 数 展开 式 (见习 题 72) 起 , 包括 81.5.7 之 
4 的 习题 611(b) 提供 的 ez 的 级 数 展开 式 , 直到 在 本 章 前 面 的 寡 级 数 ( 即 泰 勒 级 数 ) 和 傅 
里 叶 级 数 的 两 节 中 所 提供 的 许多 现成 的 级 数 展开 式 , 它们 也 都 是 本 节 习 题 中 可 以 使 用 
的 工具 . 例如 巴塞 尔 问题 , 即 求 级 数 》 一 5 的 和 , 在 前 面 已 多 次 解 出 . 


除 此 之 外 ， 就 是 利用 函数 项 级 数 的 逐 项 微分 和 逐 项 积 分 的 方法 . 由 于 这 两 种 运算 对 
于 霸 级 数 特别 方便 , 因此 有 时 对 于 数 项 级 数 可 以 引入 变量 , 使 它 成 为 圭 级 数 后 求 和 . 这 
就 是 级 数 求 和 法 中 的 阿 贝尔 方法 . 它 在 85.1.1 的 习题 2548 的 解 3 中 已 经 出 现 . 在 本 节 
的 第 二 小 节 中 将 有 这 方面 的 更 多 习题 . 


5.7.1 ”级 数 求 和 法 工 (习题 2986-3005, 3030-3033) 


习题 2986-2994 中 多 数 为 高 阶 等 差 数 列 的 倒数 级 数 (参见 [19] 的 第 十 三 节 ), 在 求 和 
时 裂 项 消去 法 经 常 有 效 . 


习题 2987 求 级 数 二 了 十 可 二 TT 十 可 二 十 . 的 和 . 

解 1 利用 
-二 一 1 
(2 十 1)(72 十 2) 217(m 十]J) (有 十 1])(7 十 2) 


就 可 以 求 得 该 级 数 部 分 和 的 封闭 形式 , 然后 取 极 限 即 可 . 将 级 数 和 记 为 9, 其 部 分 和 数 
列 记 为 S。(m” = 1,2,…), 就 有 


SS 
3 = im on = > KRTTJIR 二 7 


了 工 


[二 | 
1 


一 工 1]i RE 
二 EEC 
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解 2 (概要 ) ”如果 利用 有 理 函 数 的 部 分 分 式 分 解 ( 见 83.2), 则 就 有 固定 的 分 解 方法 
可 用 . 对 本 题 就 可 得 到 


工 于 工 
(2 十 1)(7 十 2) 2 7m+1l1 2 十 2)， 
只 是 以 下 的 计算 未 必 比 解 1 更 简单 . 


解 3 用 阿 贝 尔 方法 ， Eee 


人 十 2 


风 7(7 证 亲 十 2) 


三 尘 


并 记 其 和 为 S(z), 则 在 (--1 1) 内 可 逐 项 求 导 三 次 得 到 


S(7z -二 主 二 : 志 4 
然后 可 通过 三 次 求 积 得 到 S(z) (-1 < z < TD)， 利 用 原 级 数 收敛 , 因此 其 和 即 是 
5S= Jim,S(z) = 3() 当然 这 个 方法 对 本 题 来 说 有 杀 鸡 用 牛刀 之 嫌 , 计算 量 也 比 以 上 
两 个 解法 大 . 从 略 . 


二 


习题 2996 求 级 数 号 人 的 和 


解 ” 记 级 数 和 为 9, 利用 函 ez 的 泰勒 级 数 展开 式 ( 见 85.5.2 的 表格 (5.14)),， 就 有 


5=-Tr+ > =， 二 生 + 半生 = e 


办 = 入 二 似 
工 人 
习题 2998 求 级 数 > 1 TD 的 和 ， 
解 计算 函数 -一 7 的 部 分 分 式 分 解 , 这 时 有 待定 式 ; 
2(Cz 十 1)2(z 十 2) 
1 4 已 人 全 二 D C 
ET 
利用 83.2.1 的 习题 1874 的 解 3 中 的 方法 , 两 边 乘 以 z 辐 全 | 
二 二 孔 CC D C 
EEC ps 
在 上 式 中 令 z 一 0 得 到 4 = 1/4. 又 将 该 式 两 边 求 导 后 再 令 z 一 0, 得 到 ao = 一 3/4. 


用 同样 的 方法 得 到 已 = 1 0 = 0,C =1/4, c= 3/4. 
于 是 就 得 到 级 数 通 项 的 下 列 分 解 : 
ES 
m2( 刀 十 1)2(2 十 2)2 4 (+1) 4n2+2 2 7 人 (7 十 2) 
ee ee 对 第 四 项 的 求 和 用 裂 项 消去 法 , 就 得 到 
写 +( 玉 工 
和 4 


-二 


工 3 工 


然 


了 


4 
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习题 3001 设 P(z) = ao + aiz 十 … 十 amzm, 求 级 数 >》， 大 的 和 . 
党 一 玉 
解 Plnp) 是 寻 的 m 次 多 项 式 . 本 题 的 要 点 是 将 它 转换 为 阶乘 多 项 式 . 利用 《习题 
集 》 的 习题 5 (其 解 见 81.1.6) 中 的 记号 (在 其 中 取 灵 = 了 记 
Zm 一 2Z(z 一 1 (zz 一 你 十 1)， 
则 可 用 数学 归纳 法 证 明 已 (”) 可 分 解 如 下 : 
忆 ( 站 一 b0 十 PD 十 bm 十 十 bn. 
记 级 数 的 和 为 8(z), 然后 就 有 
亲 硬 冯 SS 己 (7) 2 沪 po 十 太 m 匡 十 Da 十 .十 bm] 


2 一 ao0 


有 一 0 九 一 0 


这 Toz 冯 ian 半 革 -ma 


有 一 0 


一 (po 十 DZ 十 .十 DZ )e 一 Q0. 
注 这 里 简要 地 提 一 下 斯 特 林 数 . 在 P(n) = mm 为 单项 式 的 情况 , 将 分 解 式 


基站 三 由 人间 同 二 汪 人 际 = 二 二 国生 二 和 加 
770 70 一 工 1 0 


中 的 系数 { 人 (= . ,70) 称 为 第 二 类 斯 特 林 数 . 在 [21] 的 66-69 页 有 斯 特 林 数 
的 表格 和 介绍 , 此 外 还 可 参考 [28] 的 第 1 篇 84.3 中 有 关 斯 特 林 数 的 习题 . 


局 日 筷 洒 1 2! 2 
习题 3030 求 级 数 二 IT 十 1C 二 可 十 人 十 :…: 的 和 ， 


解 1 级 数 在 z 为 负 整 数 时 无 定义 . 当 z = 工时 通 项 为 
时 级 数 通 项 wn(z) 的 前 后 项 之 间 有 关系 式 


un 人 十 m) 一 man-i(Z) ( 令 uo = 也 ， 


级 数 发 散 . 当 z 夫 1 


二 


因此 可 以 得 到 


un(z) = 二 nu-i(o) 一 人 +Dun(o， 
这 样 就 可 以 裂 项 消去 得 到 部 分 和 的 封闭 形式 : 


二 理 ( 吧 十 1)! 
的 总 让 | 
j 85.1.4 的 命题 5.3 的 (5.4), 就 知道 上 式 括号 内 的 第 二 项 有 下 列 渐 近 性 质 : 
( 妹 十 了 J)! 下 
TOO 
因此 当 z > 1 时 本 题 的 级 数 收 敛 , 级 数 和 为 1/(z -了 T), 而 当 z 冬 工时 级 数 发 散 . 
解 2 不 用 命题 5.3 也 可 解决 . 利用 zx = 工时 的 级 数 发 散 , 用 比较 判别 法 即 可 知 当 
2Z<1( 包 括 z < 0 但 不 是 负 整 数 时 ) 时 级 数 发 散 . 
对 于 z > 1, 在 得 到 部 分 和 的 封闭 形式 后 , 可 以 从 81.1.1 的 习题 6 的 伯 努 利 不 等 式 


引 


ee 


得 到 
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可 见 上 式 当 ?7 一 co 时 的 极限 为 0， 


习题 3031 在 z > 0, an > 0 (mn” = 12， 


… 小 且 级 数 》' 二 发 散 的 条 件 下 , 求 级 
mmE1T 人 
-2 Q Q 
数 二 二 Te 4 
解 1 通 项 wn(z) 可 裂 项 如 下 : 
位 (z) 一 Q102 QQm 本 aan(an+l 十 一 an+l) 
(az 十 Z)(as 十 2) (an+1 十 2 2(a2 十 Z) (an+l 十 2) 
Qa1 an 加 C1 QQn 十 1 
2(aa 十 Z) (an 十 Z) Za 十 Z) (an 十 Z) 
因此 级 数 的 部 分 和 在 裂 项 消去 后 成 为 
QQ 1 42 Cn+1l 
5 双 近 刀 G (az 十 Z) (an+l 二 
将 括号 内 的 第 二 项 写 为 乘积 形式 : 
人 刀 十 工 
Q 
已 = 世 
则 从 z >0 和 an >0(=12……) 知道 每 一 个 因子 均 小 于 1. 以 下 需要 考虑 两 种 情况 . 
(1) 数列 {an} 为 正 无 穷 大 量 


(例如 an = m), 则 在 取 对 数 后 有 
CQ 
(二 呈 二 ) =1 人 是 CR 
因此 从 条 件 > 一 十 co 可 见 有 im jn 己 , = --co, 从 而 有 Jim 三 , = 0. 


四 数列 Ta 至 少 有 -- 个 子 列 faon } 有 界 . 设 M > 0 使 得 对 每 个 . 有 ap。< JI， 
则 就 有 


op M 
0 
于 是 在 


E7 一 co 时 在 乘积 已 和 
于 1 因此 也 有 lim 忆 , = 0. 


而 其 他 因子 至 少 小 


这 样 就 证 明了 本 题 的 级 数 和 是 


贡 1 
解 2[6] 证 明 解 1 中 的 已 , 一 0 (nm 一 so) 有 一 个 好 方法 , 即 是 利用 81.1.1 的 习题 6 
的 伯 努 利 不 等 式 . 
由 于 条 件 z > 0, an > 0 (2 = 1 2,….), 因此 有 
和 本) (一 到 < 一 一 一 一 一 一 
0 9 Qm 十 1 1 本) 
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从 而 由 条 件 》 十 = +eo 就 可 推出 妃 一 0 m 一 co) 
FE 


本 小 节 的 最 后 两 个 习题 3032-3033 用 裂 项 消去 法 较 容 易 解 决 , 从 略 . 


5.7.2 ”级 数 求 和 法 II (习题 3006-3017,， 3028-3029) 


习题 3006 利用 逐 项 微分 法 求 级 数 2 的 和 . 


的 芋 记 
解 ” 先 确定 该 索 级 数 的 收敛 半径 尺 = 1, 收敛 域 为 [-1, 1). 记 其 和 函数 为 S(z), 则 
按照 索 级 数 的 性 质 , 在 区 间 (-1 站 内 可 逐 项 求 导 得 到 


放下 二 人 


F 是 在 z e (一 1 1) 时 可 利用 5(0 让 0 0 而 积分 得 到 
sm = sd= =-m0-a (Cl<z<1) 
连续 , 因此 有 5(-1) = -Im2, 于 


利用 阿 贝 尔 第 二 定理 和 ln(1 - z) 在 点 zx = -1 处 右 俱 
是 和 函数 S(z) = -ln(l - z) 在 其 定义 域 上 均 成 立 . 


] 谣 


习题 3009 用 逐 项 微分 法 求 级 数 浊 2 二 9 全 da (> 中 的 和 ， 
提示 : 用 1 _ z 去 乘 级 数 的 导数 


解 (概要 ) 注意 这 个 级 数 是 85.5.1 的 习题 2820 (二 项 式 级 数 ) 的 特例 . 实际 上 只 要 
在 该 级 数 中 取 冯 = -ay/d, 又 将 z 换 为 -z, 就 可 以 得 到 本 题 的 级 数 . 以 下 按 提示 即 可 得 
到 S'(z) 满足 的 简单 的 微分 方程 . 从 它 不 难 求 出 S(z) (这 里 可 以 参考 84.10 中 的 习题 的 
解法 ). 利用 习题 2820 中 确定 的 收敛 域 就 可 以 得 到 最 后 答案 . 


习题 3011 利用 逐 项 积分 法 求 级 数 》 mn2z" 1 的 和 


ET 
解 ” 先 确定 级 数 的 收敛 半径 尺 = 1 收敛 域 为 (-1, 1). 记 级 数 和 为 S(z), 则 可 以 在 
(-1,1) 上 对 该 震级 数 逐 项 积分 得 到 
soa= 2 
由 于 在 (-1,1) 内 有 


(让 = (二 7) -on 


忆 


m2t2 dt 一 > -oo 


本 


因此 就 有 
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最 后 两 边 求 导 就 得 到 


兰 二 十 可 加 人 (-1<z < 了). 


习题 3014 利用 阿 贝尔 方法 求 级 数 1 工 于 十 地 三 证 十 .… 的 和 


解 ” 阿 贝尔 方法 在 本 质 上 是 一 种 嵌入 法 . 为 了 求 题 中 的 一 个 数 项 级 数 之 和 , 我 们 转 
向 求 更 一 般 的 震级 数 
4 7 10 37 十 工 


化 7 化 
0 


之 和 . 由 于 该 早 级 数 的 收敛 半径 尺 = 1 其 和 函数 9(z) 在 区 间 (-1 1 上 有 定义 . 因此 
就 是 本 题 要 求 的 级 数 和 . 
不 难看 到 , 由 于 将 一 个 特殊 问题 嵌入 到 寡 级 数 求 和 问题 之 中 , 就 可 以 使 用 与 早 级 数 


的 性 质 有 关 的 许多 分 析 工 具 . 对 本 题 来 说 , 在 (-1,1) 内 对 上 述 寺 级 数 逐 项 求 导 得 到 
S'(z) 一 二 -D"za = 了 一 


利用 阿 贝尔 第 一 定理 , 又 因为 积分 关于 变动 积分 限 的 连续 性 , 因此 最 后 就 本 题 的 数 项 
级 数 求 和 问题 归结 为 一 个 定 积分 计算 (其 中 的 计算 过 程 参 见 83.2.1 的 习题 1881): 
- (Z 十 了 
2 


dz 71， SS 2 一 1 
让 -人 + an ) 
工 
这 河 估 和 有 二 
于 子 订 : 
习题 3017 利用 阿 贝尔 方法 求 级 数 1 二 二 .二 十 二 二 .二 十 … 的 和 . 


解 ”考虑 震级 数 
(27m 一 由 交 2m 十 1 
2 2 (2ml 和 
利用 85.5.1 的 习题 2814 中 的 类 似 方法 , 即 可 求 得 该 瑚 级 数 的 收敛 半径 尺 = 1, 收敛 域 为 
[一 1 记 和 表 数 为 S(z), 则 要 求 5(1). 


对 上 述 寡 级 数 在 (-1, 1) 内 逐 项 求 导 得 到 
27 一 1 
5 全 一 1 和 + 于， 
利用 (2 = 27 . mL 和 


Cn-DU=(-D"2" (一 二 ) (=- 亚 - 切 …( -去 -2+l)， 
可 见 这 是 二 项 式 级 数 (参见 表格 (5.15)), 于 是 有 
1 


97(Z) 一 (1 1 一 IT 
由 于 3(0) = 0, 于 是 就 得 到 所 求 的 级 数 和 为 
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1 1 
9(1) 三 | dz _ _ = arcsinz| = 开 . 
0 


注 “ 如 果 看 出 上 述 解 沪 
Z 三 1 代入 即 可 . 


习题 3028 求 级 数 光 


lim 


有 一 OO 


n+Hltz) -ji Cnz) 


1 工 一 24 0 2 
法 一 开始 写 出 的 早 级 数 就 是 arcsin z 的 泰勒 级 数 展开 式 , 则 用 


外 Ga 的 和 . 


), 则 可 求 出 


和 


因此 从 达 上 朗 贝尔 判别 法 知道 当 lz| < 工时 级 数 收 和 敛 , 而 当 lz| > 1 时 级 数 发 散 . 对 于 


和 = 士 1 则 可 以 用 沃 利 斯 公式 得 到 
1 ) 一 [一 Dr 4[(2n 一 2 叫 ? 


\ 计 (二 


(27)! (2mP)1(2m 一 1) 
27)l 
一 1 宇 E 过 


从 而 知道 级 数 在 z = 士 1 处 均 收 敛 . 


将 和 函数 记 为 S(z) (ze [一 


S'(z) 到 人 二 (2z)27 一 1， S7(z) 二 4 >》， [ 作 人 (2z)22 一 2， 


于 是 可 计算 得 到 
(一 巡 )S"(z) 一 zz5S'(z) = 


xx- 


这 表明 和 函数 S(z) (|z| < 


两 边 除 以 V1 - z2 后 即 可 
利用 3/(0) = 0, 积分 得 到 


|| 
心 
十 
心 
总 
Ms 
证 | 去 
四 革 
己 
号 
LN 
总 
| 
WE 
人 
1 
| 睛 
| 学 
一 | 忆 
他 
虽 
MD 
六 


mn=1 
1) 满足 微分 方程 
(1 一 Z2)57(z) 一 Z5(zZ) = 4 
凑 微 分 为 
IV1 -2z258'(z)] = 4(arcsin z)/， 


3"(Z) 王 4 arcsin 2. 


V1 一 22 


旺 ”- 量 


下 利用 5(0) = 0, 即 可 积分 得 到 S(z) = 2(arcsinz)2 (-1 < zz < 1).， 利用 原 级 数 于 
= 十 1 处 收敛 , 即 可 知 上 ; 


述 表达 式 在 [ 二 1, 1] 上 成 立 . 


解 2 令 y = 27z, 可 证 


明 ly| < 2 时 级 数 收敛 . 记 级 数 和 为 六 yj), 则 在 (-2, 2) 内 逐 


项 求 导 得 到 


360 第 五 章 ”级 数 


然后 利用 ( 见 84.2.6 的 习题 2299) 
二 = | tm-1(1 一直 "1 dt 
就 可 以 实施 以 下 的 逐 页 积分 : 


-> ea 本 om2d=y| 2 四 "02n dt， 


其 : 的 变量 为 tc [01 ,VE (-2,2) 为 参数 . 由 于 在 + 和 t(1 一 轨 y2 < |, 医 
此 上 述 逐 项 积分 是 合理 的 . 于 是 就 可 以 继续 计算 得 到 


全 dt 2 人 dt 
让 ( 0 | 
2/ 人 八 这 14 
2 2 人 (2 一 2 国 % 和 9 
宇 arctan 一 arctan 一 arcSsln 一 . 
V4 一 22 4 一 22 V4 一 22 V4 一 2  V4 一 妇 2 


利用 /0) = 0 就 可 积分 得 到 fy 让 = 2[arcsin(y/2)]2. 用 y = 2z 代入 , 并 利用 本 题 的 级 
数 在 z = 士 1 时 收敛 , 因此 级 数 和 为 2(arcsin z)2,z E [一 1,1]. 
注 解 2 的 思路 来 自 于 对 欧 拉 积 分 的 了 解 ， 习题 2299 的 答案 为 : B(m,m) 


人 守 几 二 ， 它 就 是 联系 两 类 欧 拉 积 分 的 公式 ( 见 《 习 是 


吕 


集 》 的 87.4) 人 
ZJ) 工 (V 
在 z,y 为 正 整数 m,m 时 的 特例 . 
习题 3029 求 级 数 2 Tz" 的 和 


解 1 本 题 的 级 数 已 见于 85.5.1 的 习题 2814, 其 收敛 域 为 (一 4 国 . 
对 于 0 乏 z < 4 作 代 换 z = 422, 并 记 级 数 和 为 严 ( 罗 (上 < TD, 则 有 


0- 二 全 2 
这 时 可 计算 得 到 
Oo 刀 人 2 . 2 刀 oo 二 112 . 2n_2 
沽 = 灿 Pi 
| 立 萝 -D 了 :22 do 
2 
oo 九 二 1)I2 .22m 一 2 过 oo 刀 1 1 
人 
利用 习题 3028 的 答案 , 就 有 
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FI = -- (1 + 到， B(arcsinb3]) 
1 世 
一 末 ( + -arcsinb 
于 是 当 0 冬 z <4 时 级 数 和 为 
Stz) = 本 寺 汗 一 人 aresin Z E [0,4). 
(4 一 J2 
对 于 -4<2z <0 可 用 类 似 的 方法 求解 . 但 这 里 我 们 介绍 一 种 复方 法 , 它 可 以 从 


0 入 Z<4 的 上 述 结果 直接 导出 -4<Z<0 时 的 答案 . 


这 就 是 将 前 面 的 


运算 以 及 习题 3028 中 的 运算 都 看 成 为 关于 复 变量 的 运算 . 然后 如 


84.8 的 习题 2490 的 注 所 说 , 有 
一 iarcsin(iz) 王 In(z 十 V1 十 2Z2). 
于 是 就 有 在 -4<z<0 人 
Sm]= 本 和 + 一 一 arcsin 人 
(4 一 
三 地 二 一 (人 十 本)， ZE (-40) 
一 了 了 2 2 
(4 一 2 
解 2 由 习题 3028 的 答案 (或 85.5.3 的 习题 2890) 得 到 
它 (P0D)” 2 作 
2 Cn 2n+2 一 一 (arcsinz)? (一 1 ER 1)， 
然后 在 (-1,1) 内 逐 项 求 导 两 次 , 得 到 
、 (0D)2 . 227 二 1 2n 一 ( 2 arcsin2 小 -2 2xzarcsinz 
名 Ci 人 
在 等 式 两 边 约 去 因子 2, 并 令 4z2 = 已 又 将 上 重 记 为 z, 就 得 到 解 1 中 0 入 z<4 的 答案 . 
对 于 -4<z<0 可 与 解 1 同样 求解 . 
解 3 (概要 ) ”这 个 方法 的 优点 是 不 需要 利用 习题 3028 的 答案 , 但 计算 相当 复杂 . 
对 于 z > 0, 令 z = 4z2, 记 和 函数 为 严 ( 归 . 然后 将 它 逐 项 求 导 两 次 , 可 得 到 已 (b 所 
满足 的 二 阶 微分 方程 为 
(一 她 )P 的 一 5 一 4 人 =0. 
然后 求 其 满足 初始 条 件 严 (0) = 1 术 (0) = 0 的 解 . 对 于 z < 0 也 可 用 类 似 的 方法 求解 
(此 解法 见 [6]). 
四 寡 级 数 的 生 数 在 > > 0 和 > < 0 时 有 表面 上 完全 不 同 的 表达 式 的 情况 是 常见 的 .一 个 较为 平凡 的 例 
子 是 寡 级 数 十 全 - 十:… 十 到 一 T 十 :…， 其 和 函数 为 
1 1 十 VZ 
是 国 二 互 VzT 一 记 ， ZE [0,1)， 
一 V=-zZarctan V-Z，ZE [一 10). 
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5.7.3 ”三角 级 数 求 和 法 (习题 3018-3027) 


这 里 的 习题 除了 用 前 两 个 小 节 的 方法 之 外 , 还 有 两 个 方法 可 以 考虑 : (1) 85.6 的 传 
里 叶 级 数理 论 与 方法 , (2) 用 欧 拉 公 式 进 入 复数 域 中 去 计算 . 
第 一 个 习题 3018 中 的 级 数 在 前 面 已 多 次 见 到 (例如 85.2.1 的 习题 2696(a) 和 85.4.3 
的 习题 2775). 在 85.4.5 的 例题 1 中 为 了 讨论 其 和 函数 的 可 微 性 已 经 求 出 了 它 的 和 函数 ， 
其 中 的 主要 工具 是 黎 曼 引 理 ( 即 该 小 节 的 命题 5.9). 在 85.6.1 的 习题 2941 中 则 证 明了 
该 级 数 是 其 和 函数 的 传 里 叶 级 数 . 


习题 3018 求 三 角 级 数 》 37 的 和 . 
多 一 工 


解 1 用 阿 贝 尔 方法 , 考虑 关于 自 变 量 a 的 蝴 级 数 
al) 一 > 汪 0 am， 
其 中 z 为 参数 , 由 于 级 数 关 于 z 为 周期 2r 的 奇 函 数 , 因此 限制 在 0 < z < 站 上 即 可 . 
已 知 w = 工时 级 数 收 敛 , 因此 只 要 在 -1 < a < 工 上 求 出 8(a) 后 再 取 其 极限 


5S(1 - 0) 即 可 得 到 所 要 的 级 数 和 5(1) 
将 上 式 对 ae (_1, 1) 求 导 得 到 


ee] 
9'(a) = > an-lsinmz 一 Im > am 一 Leinz 


| 人 
5 ez 四 sin Z 
二 一 沪 @ ea 
在 95.5.2 的 习题 2864 和 8$5.6.1 的 习题 8 2966 已 经 见 到 过 这 个 结果 . 
再 利用 5(0) = 0, 于 是 有 
50=snz| 天 二 晤 了 =snz| 一 
0 1 工 一 2acosz 十 a2 0 (a 一 cosz)2 十 sin27 
Q 一 1 
一 arctan (人 二 cos) 本 arctan (tan 亏 ) 十 arctan | tan (到 | 
和， 无 ，_ 开 一 卫 
0 


这 在 0 < z < 区 时 成 立 . 利用 级 数 的 每 一 项 sz (n = 12,…:) 在 区 间 [0,2m 上 关于 
其 中 点 元 均 为 奇 函 数 , 可 知 上 述 和 函数 的 表达 式 一 5 于 在 0<z < 27 上 成 立 . 

解 2 和 若 利 用 复 变 量 z 的 复 对 数 函 数 ( 见 85.6.1 的 习题 2970 的 解 2), 则 就 有 (参见 
85.7.2 的 习题 3006 及 其 注 ) 


n(1 一 2 | 乞 1,z 尖 1 引 ). 


人 一 工 


于 是 可 如 下 求解 (其 中 0 < z < 2m): 
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Sin7X Seinz 村 二 Aiz 
2 1 一 Jm Te 


一 Sin 2 


E | 0 二 Ce IE 二 


lm 
一 arctan 一 arctan | cot 亏 ) 
1 一 coS2 2 


本 隐 人 | 二 开工 
= arctan | tan( )| = 一 了 5 


= Im{ 一 Inl(1 一 cosz) 一 isinzl} 三 


习题 3022 求 三 角 级 数 》` se 一 的 和 
隐 一 工 


解 除了 用 习题 3018 的 类 似 解法 之 外 , 也 可 以 用 该 习题 的 结果 来 求 本 题 的 级 数 和 . 
由 于 级 数 的 和 函数 是 周期 2r 的 页 列 和 忆 此 以 下 只 考虑 0 < Z < 区. 利用 


六 人 -二 2 sinz S 人 


产生 击 吉 关 二 


可 见 在 (一 f,T) 上 本 题 的 级 数 和 为 趣 . Sgmn 7 


习题 3026 求 三 角 级 数 》 ,223f 的 和 ， 


了 一 0 


解 ”这 里 利用 复 自 变量 的 函数 e* 的 展开 式 是 方便 的 . 于 是 就 有 


cos7Z _R e ) 
et Ge 
六 7 ( 7 
把 二 和 全 


也 一 0 


一 Refes ) = Re(esoszf snz)] 一 ecos7 cos(sin 7)， 


Oo 相 
习题 3027 画 出 曲线 》 盖 0 一 0， 
也 一 人 


解 (提示 ) 求 出 级 数 和 后 就 不 难 作 图 . 用 三 角 函 数 的 积 化 和 差 公 式 有 


oo oo 
sin72Z sin 工 泡 cosm(Z 一 9) 一 cosm(zZ 十 切 

7 2 7 
得 水 也 一 | 


习 结 为 求 下 列 级 数 的 和 : 


计 
互 
让 
霹 


oo 
os 
一 区 


这 可 以 利用 傅 里 叶 级 数 的 逐 项 积分 方法 从 习题 3018 的 级 数 展 开 式 得 到 
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85.8 利用 级 数 求 定 积分 (习题 3034-3050) 


内 容 简介 除了 应 用 函数 项 级 数 的 逐 项 积分 定理 之 外 , 对 于 广义 积分 的 级 数 计 算 
方法 需要 讨论 其 合理 性 . 在 第 一 小 节 中 处 理 积分 区 间 有 界 的 习题 , 在 第 二 小 节 中 则 介 
绍 两 个 工具 , 它们 可 以 统一 处 理 积分 区 间 有 界 和 无 界 的 习题 . 最 后 一 个 小 节 则 结合 习题 
3050 介绍 渐 近 级 数 的 基本 概念 . 


5.8.1 利用 级 数 求 定 积 分 工 (习题 3034-3038，3041-3044，3046-- 
3049) 


习题 3034 利用 被 积 函数 的 级 数 展开 式 计算 | mm 工 dz 


解 ”这 是 一 个 广义 积分 , z = 1 为 奇 点 . 由 于 lnz 的 原 函 数 可 求 出 ( 见 83.1.6 的 习题 
1791), 因此 可 按照 广义 积分 定义 证 明 该 积分 收敛 . 

利用 对 数 函 数 In(1 + z) 的 肾 级 数 展开 式 就 可 将 被 积 函 数 展开 如 下 : 
广 一 二 二 对 二 
可 知 该 野 级 数 在 [0,1) 上 收敛 , 因此 在 该 区 间 内 的 闭 区 间 上 一 致 收敛 , 但 由 于 在 z =1 
处 发 散 , 因此 在 [0,1) 上 不 一 致 收敛 . 于 是 不 能 直接 用 逐 项 积分 法 计算 本 题 的 积分 . 

将 积分 变量 改 记 为 六 对 于 ze (0,1), 在 区 间 [0,z] 上 可 以 逐 项 积分 得 到 
兹 7 29 也 9 rz Am os 也 十 工 
| 二 di= | 人 


刘 王 还 甩 三 革 人 九 一 1 


]n 


令 z 一 工 -0 在 左边 就 按照 广义 积分 的 定义 得 到 | in 了 上 dt 而 在 右边 则 从 该 守 
0 

数 于 z = 1 时 收敛 , 可 从 阿 贝尔 第 二 定理 知道 极限 > -1 -- 0 可 以 与 级 数 求 和 的 运算 交 

换 顺 序 (或 者 用 85.5.3 的 命题 5.11 之 (1)),， 从 而 得 到 早 在 81.2.1 的 习题 56 已 见 过 的 级 


数 , 于 是 就 有 


1 1 1 
人 二 


习题 3035-3036 是 常 义 积 分 的 级 数 计算 , 用 蝴 级 数 的 逐 项 求 积 即 可 解决 . 从 略 . 


己 


习题 3037 利用 被 积 函数 的 级 数 展开 式 计算 | zp-lln(1-zejdztp>0g>0). 


1 
0 


解 这 是 可 能 有 两 个 奇 点 z = 0 和 z = 工 的 广义 积分 ， ， 
先 用 代 换 za = 守 以 简化 问题 . 这 样 就 有 z = t+， dz = 本 dt, 于 是 得 到 积 4 


1 
| tn0l 一 站 db 
d Jo0 


其 中 的 参数 m = 人 > 0. 
由 In(1l 一 性 一 一 仁 一 二 0) 可见 寺 = 0 不 是 奇 点 , 于 是 只 有 + 寺 = 1 是 奇 点 . 
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用 习题 3034 的 解 中 的 类 似 方法 , 取 0 < 上 < 1, 将 被 积 函数 的 第 二 个 因子 ln(1 一 性 
展开 , 并 在 [0,z] (0 < z < 1) 上 作 逐 项 积分 计算 得 到 


本 1 fs tatp1 
工 | 如- -t 业 =- 束 | dt 
了 


其 中 逐 项 积分 的 合理 性 可 利用 寡 级 数 》' 妃 - 在 区 间 ,zj (0 < z < 1) 上 一 致 收 得， 
二 二 

因此 每 一 项 乘 以 在 [0, 1] 上 的 有 界 函 数 如 后 仍然 在 [0,z] 上 一 致 收敛 . 

由 于 在 0 < z < 1 时 最 后 一 式 的 级 数 有 强 级 数 》' -上 , 因此 该 级 数 在 zc [0,1] 上 


拓 二 寺 
一 致 收 敛 . 于 是 z 一 工 - 0 可 与 级 数 求 和 交换 顺序 , 而 在 左边 就 得 到 所 求 的 积分 . 于 是 
最 后 的 答案 为 


计 Oo 
| ZP ln(l 一 zZ9?)dz 一 ->》， 


0 m(q7 十 D) 


党 大吉 


习题 3038 利用 被 积 函数 的 级 数 展开 式 计算 [ Inz.ln(1 一 zdz. 


解 oo ;0 (z 一 +0), z = 0 不 是 奇 点 . 同样 


将 第 二 个 因子 1 一 2) 展开 ， 这 样 就 得 到 


2 Snz 
| az'mG0-aaz= | 这 本 dz. 


将 函数 阅 inz 在 z= 0 处 按照 连续 延 拓 取 值 0, 然后 在 [0,1] 上 求 其 取 绝 对 值 后 的 最 六 
时 从 (zz)/ =mnzn" nz 二 zl =0 可 求 出 其 最 小 值 点 为 zo = e 7 ,最 小 值 为 
一 所 -于 是 上 述 积分 号 下 的 函数 项 级 数 就 以 8 为 强 级 数 , 从 而 保证 了 可 以 过 项 积 
分 计算 如 下 (其 中 利用 了 84.2.6 的 习题 2286 的 答 : 。 


ne 


狼 二 十 


二 


0 


作 

2 nz 
一 -一 一 qd 
0 


和 Ce 
习题 3044 证 明 和 
0 光 | 作 


解 (概要 ) ”由 于 imz =1( 见 82.9.2 的 习题 1342), 左边 的 积分 为 常 义 积分 ， 
将 被 积 函数 写 为 zz = ez, 然后 展开 , 这 样 就 得 到 
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九 一 0 


以 下 的 做 法 与 习题 3038 几乎 完全 相同 , 这 里 只 写 
1 Te 位 卫 六 2 (_1 1 
| 2 =| 》， 人 1 (Znz)”dz 王 党 人 | ema"dz 


8 0 "=0 有 一 0 
| 


2 
习题 3046 证 明 | ecos7 cos(sinZ) cosm0 dz 一 让 ( 奴 王 0,1;,2,…). 


解 ”用 欧 拉 公 式 有 


9 一 ecos7+ sny 一 ecos7 cos(sinZ) 十 iecos7 sin(sin z)， 


因此 就 有 
e CoS7T20X dz. 


2 2T 
| ecos7 cos(sinZ) cosmnT dz 一 Re | e 
0 0 


右边 积分 的 被 积 函数 可 展开 如 下 : 
十 1sin KZ 


SR iD SS 玉 
iz COS 斤 化 
e? cos720 一 > COS7T20 一 > COS7T20 ， 7 


X=0 k=0 
于 是 可 见 右边 级 数 的 每 一 项 取 实 部 和 虚 部 之 后 所 得 到 的 两 个 级 数 在 [0,2r] 上 都 
是 一 致 收敛 的 .这样 就 可 如 下 逐 项 积分 , 其 中 还 利用 了 在 [0,2zxj 上 的 三 角 函 数 系 


{flcoszsinz…… ,cosm2;sinmnz 的 正 交 性 : 


CO 
2 2 Re 
| ec cos(sinzZ)cosmZ dz 一 Re | COS 10 > CosA7 十 isin Ra 生 Sin AZ d2 
0 0 FE 


1 2T 
= 可 cos2nzdz = 所 . 
亿 . 0 儿 


习题 3049 ( 泊 松 积分 ) 求 | ln(1 -- 2a cosz 十 aQ2) dz. 
0 
情况 , 在 85.6.1 的 习题 2969 已 经 求 出 了 被 积 函数 的 傅 里 叶 级 数 


解 对 于 |a| < 工 的 ; 
展开 式 : 


ln(1l - 2a cosz 十 a2) = -2>， < COS7207， 
也 一 | 


利用 传 里 叶 级 数 的 逐 项 积分 方法 , 它 不 要 求 级 数 在 积分 区 间 上 的 一 致 收敛 性 , 由 于 对 每 


个 妹 有 | ee mnZdz 一 0, 从 而 就 得 到 
0 
| na 一 2acosz + oa2)dz = 0. 
0 
对 于 lal = 1 这 时 的 积分 为 广义 积分 ， 从 习题 2970 (以 及 习题 2971) 可 知道 在 
la| = 工时 上 述 级 数 仍然 是 传 里 叶 级 数 , 因此 同样 可 逐 项 积分 得 到 积分 为 0 的 结果 呈 . 
@ |a| = 工时 的 积分 可 用 84.4.1 的 习题 2353(a) 的 欧 拉 积分 得 到 . 
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对 于 |al > 1 可 从 la| < 工 的 上 述 结果 推出 得 到 


| ma 一 2acosz 十 o)dz == [2mlal + 了 (1 一 三 )] dz 
0 0 呈 


三 2frln|al|. 

注 “ 泊 松 积分 有 多 种 计算 方法 . 84.1.1 的 习题 2192 给 出 用 黎 曼 积分 和 计算 泊 松 积 
分 的 法 . 在 [15] 的 第 二 卷 中 给 出 了 泊 松 积分 的 4 种 计算 方法 , 分 别 见 其 307 小 节 的 4)， 
314 小 节 的 14),， 440 小 节 的 11),， 511 小 节 的 7. 又 见 数学 译 林 第 22 卷 (2003) 第 3 期 ， 
278-281 页 . 


5.8.2 ”利用 级 数 求 定 积分 II (习题 3039-3040, 3045) 


在 上 一 小 节 中 用 级 数 求 积分 的 习题 都 属于 积分 区 间 为 有 界 的 情况 . 对 于 积分 区 间 
无 界 的 情况 , 即使 函数 项 级 数 在 该 区 间 上 一 致 收 敛 , 一般 来 说 也 不 能 逐 项 积分 . 因此 我 
们 将 先 介 绍 在 这 方面 的 两 个 一 般 性 工具 , 然后 处 理 本 小 节 标 题 中 列 出 的 几 个 习题 . 
还 可 以 指出 , 上 一 小 节 中 涉及 有 界 区 间 上 的 广义 积分 的 习题 也 可 以 用 这 两 个 工具 
统一 解决 . 

为 简明 起 见 , 只 讨论 在 积分 区 间 [ao, 如 上 仅 有 一 个 奇 点 尹 的 情况 , 其 中 心 可 以 为 有 限 
数 , 也 可 以 是 +co. 


命题 5.14 设 非 负 项 的 函数 项 级 数 》' un(z) 的 每 一 项 在 [ob) 上 可 积 , 级 数 的 和 


好 二 二 
函数 为 S(z) (ae 和 Z < 刀 , 且 对 每 个 c e (ww 世 ,5(z) 在 区 间 [acl 上 常 义 可 积 , 则 以 下 逐 
项 积分 运算 


人 > 「 和 (5.28) 


在 左边 或 右边 为 有 限 数 时 成 立 . 


证 ”分 两 点 来 证 . 
(1) 设 (5.28) 的 左边 为 有 限 数 , 即 和 函数 5(z) 在 [oa,) 上 可 积 . 
这 时 的 (5.28) 即 是 


包 


D D D 
lim 到 | 起 zjdz=| S(zjdz < lim | Ru(zjdz=0， 


你 一 OO 
大 =1 2 
CO 


其 中 余 项 Ru(z) = 》，wk(z) (mn = 12,……). 因此 问题 归结 为 对 级 数 余 项 的 积分 估计 . 
天 一 你 十 工 


对 于 ce (oa, 忠 , 利用 级 数 项 的 非 负 性 , 有 

0x< | 全 | 元 阁 直 二 | 二 尖 汪 二 | 人 
由 于 S(z) 在 [ao ) 上 可 积 , 对 于 给 定 的 任意 s > 0, 存在 c e (oa 中 , 使 得 上 式 右 边 的 第 二 
项 小 于 </2. 
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取 定 这 个 c 从 0 入 妨 (zz) 冬 3S(z) 和 5(z) 于 [acl 上 常 义 可 积 , 可 知 在 [ao cl 上 
尽 s(zZ) 对 于 所 有 的 呈 一 致 有 界 , 从 而 可 以 用 阿尔 泽 拉 定 理 ( 见 85.4.5 的 命题 5.8) 推出 有 
lim | 忆 (Z)dz = 0. 


因此 对 同一 个 s, 存在 N, 当 m > N 时 , 成 立 0 | Ru 人 z)dz < 号 于 是 就 成 立 
0< 人 Ru(z) dz < <. 这样 就 证 明了 (5.28) 成 立 . 
(2) 设 (5.28) 的 右边 为 有 限 数 , 即 右边 的 级 数 收敛 . 记 其 和 为 D, 则 从 (1) 可 知 , 只 


要 证 明 S(z) 在 [人 上 可 积 就 保证 等 式 成 立 . 
任 取 ce (o 世 , 则 有 


外 .二 “e 三 下 uk(Z) dz 所 忆 7 


Ki=1 
S(z) 于 [acl 上 有 界 , 因此 可 再 用 阿尔 泽 拉 定 理 , 令 ”一 co, 就 得 到 
0 忒 9(z) dz 和 7. 

由 于 这 个 不 等 式 对 每 一 个 c e (ab 成 立 , 而 被 积 函数 S(z) 非 负 , 因此 即 可 推出 S(z) 在 
[ob 上 可 积 . 于 是 从 (1) 即 知 (5.28) 成 立 

注 若 假 设 妇 (zj) (2 = 1 站 2) 和 3(z) 在 [ao 上 连续 , 则 即 可 推出 级 数 在 
[acl c [a 上 一 致 收敛 (在 多 数 教 科 书 中 称 为 狄 尼 定 理 ), 这 时 可 不 必用 阿尔 译 拉 定理 . 

利用 级 数 与 其 部 分 和 数列 的 关系 , 就 可 以 从 命题 5.14 得 到 关于 函数 序列 的 下 列 结 
论 . 证 明 从 略 . 
推论 ” 设 关 于 m 为 单调 的 函数 序列 { 户 (z)} 的 每 一 项 在 [c, ) 上 可 积 , 其 极限 函数 
为 FE(z) (ae 入 Z < 中 且 对 每 个 c e (ao 四, 忆 (z) 在 区 间 [ao,cl 上 常 义 可 积 , 则 以 下 关于 
风 _ 一 oo 人 

| 下 (Z) dz 王 Jim | 万 (Z) dz 
E 左 边 或 右边 为 有 限 数 时 成 立 . 
若 (5.28) 有 一 边 不 是 有 限 数 , 则 就 得 到 +eo = +eco. 因此 我 们 可 以 说 , 对 同 号 级 数 

(或 单调 函数 序列 ) 来 说 , 逐 项 积分 的 等 式 (5.28) (或 极限 与 积分 交换 顺序 ) 无 条 件 成 立 . 


然而 对 于 一 般 的 函数 项 级 数 , 为 了 保证 (5.28) 成 立 则 需要 另 加 条 件 . 下 面 是 经 常 有 
用 的 一 个 工具 . 其 中 的 玉 (z) 称 为 控制 函数 . 


套 


命题 5.15 (控制 收敛 定理 ) 设 函 数 项 级 数 二 ) 的 每 一 项 在 [c, 记 上 可 积 , 级 
9(z) (ae 入 Z< 刀 且 对 每 个 ce 人 3(z) 在 区 间 [acl C [ww 上 常 义 
J 积 , 又 若 存在 于 区 间 [ao,W) 上 的 可 积 函 数 已 (z), 使 得 在 区 间 [w,) 上 的 部 分 和 函数 序 
Sn(z) (2 三 1 2 ……) 成 立 不 等 式 |Sn(z)j| 入 下 (z), 则 成 立 以 下 逐 项 积分 等 式 : 
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| 二 > | 0 (5.29) 


证 从 条 件 可 知 在 [ww, 交 上 成 立 1S(zj| 乏 下 (z), 因此 S(z) 在 。 人 

下 -saiols|Jsa -salal+lsa-sae 
『s.o-salazl+z ze 
sa 


从 (z) 于 [w 岂 上 可 积 , 对 给 定 的 任意 的 s > 0, 存在 c < (oa, 吃 , 使 得 上 式 第 二 项 小 于 
<s/2. 然后 固定 这 个 ec， 对 上 式 的 第 一 项 用 阿尔 译 拉 定 理 即 可 . 以 下 从 略 . 


注 本 娄 顶 级 区 的 绝对 值 级 数 > lwn )| 在 [wa 上 收敛 , 且 其 和 函数 在 [o, 亿 


上 可 积 , 则 就 可 以 将 它 用 作为 控 制 函数 ， 有 而 (5.29) 成 立 . 
与 命题 5.14 一 样 可 以 得 到 命题 5.15 在 函数 序列 上 的 推论 , 从 略 . 


旺 


E - 


习题 3039 利用 被 积 函数 的 级 数 展开 式 计算 | Z dz 
0 


e2T7 一 1 ” 


解 ”被 积 函数 展开 得 到 
刀 2 


G2TZ 二 -于 下 二 C 一 2T7 


Ze -2rz(] 十 e 一 27z 站 e 一 2mTZ 下 )， 
其 中 每 项 大 于 0. 又 可 用 8$4.4 的 判别 法 知道 题 设 的 广义 积分 收敛 , 因此 用 命题 5.14 即 可 
作 逐 项 积分 计算 . 这 样 就 有 


十 co 
| We 一 2nTZ dz 


| 加 Te 一 2T7m2 


十 ce 十 
十 本 | 这 e 一 2rnz dz 
7 Jo 


TS1I 1 2 1 
人 
下 面 两 题 的 被 积 函 数 的 级 数 展开 式 不 是 同 号 级 数 , 这 时 需要 用 命题 5.15, 其 

制 函 数 可 以 参考 该 命题 的 注 ， 


的 控 


习题 3040 利用 被 积 函 数 的 级 数 展开 式 计算 | zdz ， 


0 er 十 1 
AR 1 (一 "ml 
旦 | Fb 明 . 演 2 了 十 工 
习题 3045 证 明 : 直 ezZ sin az dz 于 > CT Q 


5.8.3” 补 注 (习题 3050) 
下 面 先 给 出 习题 3050 的 解答 , 然后 说 明 为 什么 要 专门 为 此 题 设立 这 个 小 节 . 
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习题 3050 证 明 公 式 : 
十 co 二 1 世 21 九 一 三 mm Onml 
全 人 
其 中 >0 且 0< 包 <1 人 分 
天 二 0 
其 精确 程度 如 何 ? 
解 ” 对 广义 积分 作 分 部 积分 就 有 
十 co e 一 z 4 e 一 7 十 co 六 十 co G 一 2 dr 
| Q 十 委 Q 二 ZI1o | (@ 十 2Z)2 
1 e 一 7 十 co 十 co e 一 民 
到 十 (@ 十 2)2 ， ?|， (w 十 2) 人 
1 11 09 了 
0 CE 
用 数学 归纳 法 可 以 证 明 对 每 个 m 成 立 以 下 公式 : 
+eco erz 1 1 92 | mi1 (7 一 1)! 
| 二 2 FF (一 J) 1 0 
亿 88 Ge 一 人 
十 (一 ])7m2l | 全 十 滞 5 
由 于 上 式 的 最 后 一 个 积分 满足 不 等 式 
0< 人 一 e”-” dz< | 2 二 二 站 
0 (a 十 郊 ) 有 和 0 Qm 十 1 也 十 1 ) 
因此 存在 0 < bn < T， 使 得 公式 的 最 后 一 项 可 表示 成 为 (0" -2 
对 于 a = 100, 取 公 式 右边 的 前 两 项 作为 积分 的 近似 值 , 则 有 
让 过 | 
上 100+Z ” 102 104 106， 
因此 误差 不 超过 2 x 10-6. 
注 _“ 用 Mathematica 软件 可 计算 出 症 二 dz 0.009 901 942, 而 取 两 项 得 
到 的 近似 值 为 0.009 9, 可 见 误差 约 为 1.9 x 10-5, 确实 符合 上 述 估计 . 
现在 回顾 习题 3050 的 上 述 解 法 , 同时 与 本 节 的 其 他 所 有 习题 作 比 较 , 可 以 看 出 有 
明显 的 不 同 . 
首先 , 习题 3050 不 像 是 用 级 数 来 计算 积分 , 而 只 是 给 出 了 近似 计算 ; 其 次 , 展开 式 
右边 像 是 82.9 那样 的 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 公式 ,而 不 是 无 穷 级 数 ; 再 次 , 如 果 将 右 
边 改 写 为 无 穷 级 数 , 则 会 得 到 什么 ? 它 是 否 是 积分 的 一 个 无 穷 级 数 展开 式 ? 
从 上 述 的 最 后 一 个 问题 开始 . 如 果 将 习题 中 的 公式 右边 的 最 后 一 项 去 掉 , 而 改写 为 
一 个 无 穷 级 数 , 则 就 得 到 
4 Tin-1 亿 一 功 ! 
| 2 外 
其 中 wo > 0. 实际 上 只 要 将 被 积 函数 的 因子 二 一 展开 为 寡 级 数 , 乘 以 er-* 再 逐 项 积 
就 可 以 得 到 上 式 右边 的 级 数 . 容易 看 出 ， 寺 兴 Q ， 0 取 什 么 值 , 级 数 的 通 项 当 m” 一 co 时 


不 是 无 穷 小 量 


于 是 我 们 看 到 , 在 


. 它 有 什么 根据 ? 


新 版 本 而 写 的 , 其 
. 习题 3050 虽 


县 然 


85.8 


量 , 因此 这 个 级 数 必定 发 散 . 于 是 可 见 上 述 
后 得 到 的 等 式 也 是 错误 的 , 从 而 上 式 和 4 
习题 
于 左边 的 积分 作 近似 计算 , 而 且 效 果 似 


3 


可 以 与 《习题 集 》 的 2003 重 
有 一 处 提 到 了 分 析 ， 
非 是 为 新 版 而 ] 


掉 只 给 出 用 


考虑 下 列 级 数 


EL 


40 


其 中 人 允许 当 z 
如 果 固 定 7 时 成 立 


于 刻画 


兴 


4 


利用 级 数 求 定 积分 (习题 3034-3050) 371 
逐 项 积分 运算 是 没有 根据 的 , 最 
右边 的 级 数 只 是 一 个 形式 
050 的 后 半 题 中 , 我 们 实际 上 是 

乎 还 不 错 。 这 超出 


人 了 避 品 


号 . 
用 一 个 发 散 级 数 的 前 两 项 
上 了 本 章 关 于 无 穷 级 数理 论 


版 的 序言 相 联 系 . 这 个 序言 是 车 里 奇 专门 为 这 个 
的 渐 近 方法 , 并 希望 在 数学 分 析 的 习题 集中 有 
兽 加 的 , 但 它 恰巧 就 是 渐 近 方法 的 一 个 例子 . 
Heco 时 的 函数 /z) 的 渐 近 性 态 的 渐 近 寡 级 数 的 定义 . 


化 


41 


固定 时 该 级 数 发 散 ， 
下 列 等 


式 : 


/四 - (4 
这 个 渐 近 关系 式 记 为 


则 将 ; 
太 O) 


定义 ”如 果 对 每 一 个 ] 


太 O) 


称 右边 的 级 数 为 函数 /z) 当 z 一 +oco 时 的 渐 近 需 级 数 , 并 称 上 


近 昧 级 数 展 开 式 . 
注 “不 难 用 泰勒 级 


FE 整数 ?成 立 上 述 渐 近 关系 式 , 则 
人 40 1 


记 为 
2 4 


数理 


论证 明 , 如 果 上 述 形式 的 级 数 当 z 充分 大 时 确实 收敛 于 
个 函数 /zz), 则 这 个 级 数 一 定 就 是 : 


元 | 2 人 (zZ 一 十 co)， 


化 
述 关系 式 为 /z) 上 


的 渐 


其 和 函数 /z) 的 渐 近 老 级 数 展开 式 . 然而 定义 


不 要 求 该 党 级 数 收敛 . 因此 渐 近 


现在 回顾 习题 
数 之 后 就 是 左边 积 4 
当 改 为 ~ 外 . 习题 


关于 渐 
1954 年 版 的 


3050, 就 可 以 看 出 , 将 参数 a 作为 自 变 量 

(以 a 为 参 变量 
3050 表明 , 发 散 的 渐 近 级 数 
在 85.10.2 之 2 将 在 讨论 阶乘 的 斯 


近 方 法 的 材料 很 多 , 这 里 只 举 出 以 下 
译本 的 第 二 卷 的 502-503 两 个 小 节 ， 


的 渐 近 级 数 展 3 
材 [36] 的 第 二 卷 中， 
含 了 在 这 方面 最 为 基本 
材 有 很 


答 


@ 这 


性 态 ”> 和 *“ 渐 近 等 式 "等 说 法 . 


于 . 在 该 书 的 旨 


的 拉 普 


高 的 评价 , 渐 近 方法 无 疑 是 该 
的 记号 ~ 与 81.6 (但 从 81.5.4 起 


新 版 中 将 这 两 个 小 节 扩充 为 812.6. 在 中 
整个 第 十 九 章 (该 


寺 级 数 展 开 式 是 索 级 数 展开 式 的 一 种 推广 . 

时 , 则 等 式 右 边 改 换 为 无 穷 级 
这 时 的 等 号 按照 上 述 定义 应 
万 然 可 能 用 于 近似 计算 . 

特 林 公式 时 , 再 次 使 用 渐 近 级 数 的 概念 . 

两 种 教科 书 . 一 个 简明 的 介绍 是 [15] 的 
其 中 的 第 一 个 例子 就 是 习题 3050 中 
里 奇 的 数学 分 析 教 
的 最 后 一 章 ) 就 是 用 于 介绍 渐 近 展 了 
拉 斯 方法 . 著名 数学 家 柯 尔 莫 哥 洛 大 和 阿 
的 特 1 
泛 使 


时 ) 的 渐 近 级 数 展开 式 . 


忆 蝗 
呈 


的 致 . 


和 天际 上 我 们 在 


〗 锯 
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85.9 无 穷 乘 积 (习题 3051-3110) 


内 容 简介 “本 节 分 为 以 下 几 个 部 分 : 第 
计算 , 第 二 小 节 主要 讨论 无 穷 乘积 的 仇 散 性 判 
小 节 则 包含 了 无 穷 乘积 的 一 些 理论 方面 的 
乘积 定义 与 积分 定义 的 等 价 性 作 补充 ， 

由 于 不 是 每 一 本 教科 书 都 有 无 穷 乘 积 的 介绍 , 这 里 对 于 无 穷 乘积 的 基本 概念 作 一 


小 节 是 一 些 较为 简单 的 无 穷 乘积 的 直接 
定 , 其 中 包括 绝对 收敛 和 条 件 收敛 , 第 三 
j 问 题 ， 最 后 一 个 小 节 对 伽 马 函 数 的 无 穷 


旋 j 


些 说 明 . 需要 进 


如 同 无 穷 级 数 是 有 限 项 相 加 求 和 的 推广 , 无 穷 乘积 是 有 


步 材料 的 可 看 [5, 15, 20] ! 


的 有 关 部 分 . 


忆 


限 项 相 乘 求 积 的 推广 . 最 


凡 的 例子 就 是 im oa 即 每 一 


项 等 于 同一 个 数 a 的 无 穷 乘积 . 


实际 上 , 早 在 《习题 集 》81.2 的 数列 的 习题 中 , 就 同时 出 
. 有 具体 来 说 , 在 81.2， 


的 例 


习题 629-630 ( 见 下 
在 学 习 无 穷 级 数 时 我 们 和 


的 习题 57，78 


岗 了 无 穷 级 数 与 无 穷 乘 积 


而 的 习题 


80 (其 : 习题 80 见 81.2.4)， 在 81.5 中 的 


3058, 3056) 等 都 是 无 穷 乘积 的 例子 . 
H 道 , 每 个 数列 的 极限 问题 都 可 转换 为 无 穷 级 数 求 和 . 与 此 


相似 , 数列 的 极限 也 可 转换 为 无 穷 乘 积 的 求 积 问 题 . 只 是 这 里 要 求 数列 中 不 含有 0. 


t 体 来 说 , 设 数列 {zn} 的 每 一 项 不 等 于 0, 将 通 项 写 为 乘积 形式 ; 


太志 三 攻 全 全 二 
必 1 2 化 ,. 一 1 
然后 记 pl 二 Y1，Dm 一 和 (m 2,3， 9 骨 则 就 有 1m 一 D1 2 2m 与 求 和 的 简 缩 
记号 六 类 似 , 在 高 等 数学 中 经 常 将 上 述 乘积 记 为 ] ] xx: 
一 
从 本 节 的 8$5.9.4 中 的 无 穷 乘 积 的 多 个 应 用 实例 可 见 , 上 述 转换 , 即将 数列 极限 转换 
为 无 穷 乘积 , 即 是 无 穷 乘 积 应 用 中 的 基本 方法 . 


现在 引入 无 穷 乘积 的 一 般 记号 . 
数列 {pn} 的 无 穷 乘积 记 为 [] mm 将 该 数列 的 前 ”项 的 乘积 已 = [xx ( = 


疙 二 工 三 
1,2,.…) 称 为 该 无 穷 乘 积 的 部 分 乘积 (数列 ). 若 存 在 极限 im 用 = 也 ， 则 就 定义 无 穷 
乘积 的 意义 为 


ce V 
二 
[[ nm im_ [[ Dn 三 卫 
关 三 测 疙 二 计 
放 称 该 无 穷 乘积 的 积 为 P. 反之 , 在 部 分 乘积 数列 {P,} 发 散 时 , 则 无 穷 乘 积 [ | zw 只 
和 E 沁 


是 一 个 形式 记号 . 


由 此 可 见 , 无 穷 乘 积 的 定义 与 无 穷 级 数 的 定义 几乎 完全 平行 . 
@ 习 古 7 是 求 im (V38537… ”V9), 习 古 78 是 求 im 也 号 …… 了 二 和, 习题 79 是 求 


lim 
也 一 CO 


(人 司 - 


人 志 ), 习题 80 是 求 im (1 十 ) (1 于 ) … 
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下 面 是 两 者 之 间 的 两 点 差别 , 其 中 的 第 (2) 点 是 对 无 穷 乘积 敛 散 性 的 补充 定义 . 
() 在 构成 无 穷 乘积 的 数列 {pn} 中 只 要 出 现 一 个 0, 则 按照 上 述 定义 就 会 导致 无 穷 
乘积 [ ] mw = 0, 这 与 无 穷 级 数 的 任何 一 个 个 别 项 都 不 可 能 影响 级 数 的 敛 散 性 不 同 . 


汽 二 


于 是 在 今后 , 当 研究 {pn} 的 无 穷 乘积 ] ] zw 时 , 一 般 总 假定 每 一 个 pn 都 不 等 于 0. 
六 二 寺 


(2) 在 无 穷 乘积 的 收敛 和 发 散 的 定义 中 也 有 与 无 穷 级 数 不 同 之 处 , 即 只 有 当 部 分 乘 
积 的 极限 lim 书 , 关 0 时 , 我 们 才 称 无 穷 乘积 ][ > 收敛, 否则 就 称 该 无 穷 乘积 发 散 . 


于 是 在 发 区 的 无 穷 乘积 中 包含 了 lim 已 二 0 的 一 种 特殊 情况 , 并 将 这 样 的 无 穷 和 
积 称 为 “发 散 于 0 
初学 者 可 能 觉得 这 样 的 收敛 和 发 散 的 定义 不 太 合理 , 事实 上 将 lim ,= 0 从 收 
中 区 分 出 来 并 将 它 归 入 发 散 当然 是 人 为 的 只 是 以 后 可 以 看 到 , 这 样 的 定义 会 在 很 多 方 
面 带 来 方便 从 而 就 逐渐 会 习惯 于 这 样 的 定义 
注意 : 由 于 上 述 收敛 与 发 散 的 定义 , 在 发 散 的 无 穷 乘积 中 我 们 往往 要 关心 它 是 否 发 
散 于 0, 因为 这 是 有 意义 的 另 一 方面 , 收敛 的 无 穷 乘积 的 积 必定 是 不 等 于 0 的 一 个 数 ， 
这 在 许多 应 用 中 也 是 重要 的 ， 

《习题 集 》 于 本 节 的 习题 之 前 举 出 了 两 个 重要 的 无 穷 乘积 , 这 就 是 正弦 函数 和 余 
纺 函 数 的 下 列 无 穷 乘积 展开 式 : 


Ooe 


(1) sinz 王 2 (- 辣 =) (-co < Z < 十 oo)， 


(5.30) 


2) cosyz 王 [[ [| (一 co < Z < 十 co). 


业 
在 展开 式 (1) 中 用 z = 于 代入 就 得 到 沃 利 斯 公式 

fr T 阁 2 2 

全 三 吓 于 2 殉 T， 
如 85.1.3 的 命题 5.1 的 注 所 示 , 这 种 形式 与 那里 的 (5.2) 等 价 . 
在 (5.30) 中 的 这 两 个 公式 很 有 用 , 可 是 它们 的 证 明 不 容易 , 其 中 (1) 的 证 明 见 [34] 
的 例题 13.4.3, 更 详细 的 叙述 见 [15] 的 第 二 卷 的 408 小 节 . 导出 公式 (2) 的 方法 之 一 是 
利用 cosz = sin (到 到 z] 从 公式 (1) 得 到 , 其 中 还 要 用 沃 利 斯 公式 . (建议 读者 将 它 作 
为 练习 题 来 做 .) 


下 


5.9.1 一些 简单 的 无 穷 乘 积 计算 (习题 3051-3064) 


这 些 比 较 简 单 的 习题 的 要 点 是 有 可 能 求 出 部 分 乘积 的 封闭 形式 , 然后 取 极 限 . 所 用 
的 技巧 之 一 类 似 于 无 穷 级 数 计算 中 的 裂 项 消去 法 ( 即 连锁 消去 法 ), 即将 通 项 pn 作 适 当 
的 因 式 分 解 , 使 得 在 部 分 乘积 中 可 以 对 消 掉 大 量 的 中 间 因 式 , 从 而 得 到 简单 的 封闭 形式 . 
这 里 当然 可 能 用 到 许多 代数 技巧 和 三 角 恒 等 式 . 


374 第 五 章 ”级 数 
三 昌 Se 1\、 1 
习题 3051 证 明 工 (1 三 二 | = 世 
解 计算 部 分 乘积 
_ 子 1 1.3 2.4 (一 1 十 了 上 1 
可 见 有 已, 一 总 . 
习题 3052 证 明 耳 三 上 三: 
下 (号 - 
解 ”计算 部 分 乘积 (2 >2) 
_ 姜 7 有 -IN 廊 TE 一 1( 妇 十 KE 十 1 
ie | 
了 /Ki 姜 / 妇 ++1 
人 册 


大 一 2 


大 一 


2 
IJ) 十 1 即 可 连锁 相 消 得 至 


在 其 中 利用 妇 2 一 KK+1=( 一 1 十 ( 一 | 
太 几 2 十 刀 十 1 = 2 
”9(n 十 3 3 
二  T 2 
习题 3055 证 明 全 es RE 
提示 “本 题 为 下 一 个 习题 3056 的 特例 . 
志 ] 昌 站 加 站 Si 
习题 3056 证 明 ]ee 交 一 
提示“ 对 部 分 乘积 已 , 乘 以 2 8 将 其 简化 整理 后 取 极 限 即 可 . 本 题 已 见 了 
《习题 集 》 的 81.5 的 习题 630, 所 用 的 三 角 恒 等 式 又 见于 8$2.1.4 的 习题 1026. 
习题 3058 证 明 人 = 一 (lz| < 1 
提示 “对 部 分 乘积 已 , 乘 以 1 一 z 将 其 简化 , 然后 取 极 限 即 可 . 本 题 已 出 现在 《习题 
集 》 的 81.5 的 习题 629 中 ， 
习题 3059 ( 韦 达 公式 ) 证 明 并 = - 生 人 
提示 “乘积 各 项 的 分 母 在 81.2.4 的 习题 81 等 处 出 现 过 . 利用 该 题解 4 中 的 方法 , 从 
cos 王 - 次 开始 , 即 可 看 出 问题 已 转化 为 习题 3055, 它 又 是 习题 3056 的 特例 
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注 ， 本 题 的 公式 是 由 韦 达 于 1593 年 发 现 的 , 它 是 数学 史上 出 现 的 第 一 个 无 穷 乘积 . 
与 此 类 似 的 还 有 前 面 已 多 次 用 到 的 沃 利 斯 公式 (5.2), 它 是 微 积分 的 先驱 之 一 的 沃 利 斯 
于 1655 年 发 现 的 . 它们 恰巧 都 是 圆周 率 的 无 穷 乘 积 展 开 式 . 这 两 个 公式 的 发 现代 表 着 
人 类 文化 中 对 数 区 的 认识 的 新 阶段 的 开始 . 对 此 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 科普 读物 四. 


0 3 \ 和 
习题 3060 证 明 TI (2 吕 和 ) 殖 
玫 二 灶 


解 与 前 面 从 (5.30) 推出 沃 利 斯 公式 类 似 , 利用 其 
(国人 浴 这 四 代入 , 就 得 到 本 题 的 无 穷 乘积 六 


E 弱 函数 的 无 穷 乘积 展开 式 


| 一 


I[( 37 本)= 也 -和 
2 37 一 1 3 十 1 Sin Z |z=r/3 3V3 


( 灿 ) 


习题 3064 证 明 无 穷 乘积 [| 。 ” (ec > 0) 的 收敛 性 并 求 
刀 三 下 


上 二 
工 
ss 

下 


解 ” 写 出 其 部 分 乘积 
有 
下 生生 人 了 


然后 利用 85.2.1 的 习题 2661, 就 得 到 lim 尸 , = o- 卫 2. 


5.9.2 ”无穷 乘 积 的 敛 散 性 判别 (习题 3065-3099) 

与 无 穷 级 数 类 似 , 存在 大 量 难以 直接 计算 的 无 穷 乘积 . 因此 一 般 来 说 判定 无 穷 乘积 
的 敛 散 性 是 第 一 个 重要 问题 . 在 收敛 时 , 即使 求 不 出 它 的 积 , 也 至 少 可 以 作 近 似 计算 . 
由 于 无 穷 级 数 方面 已 经 有 充分 发 展 的 敛 散 性 判别 法 , 因此 在 绝 大 多 数 情况 , 我 们 总 
是 通过 对 无 穷 乘积 取 对 数 而 将 它 转 换 为 无 穷 级 数 来 处 理 . 当然 这 只 有 当 无 穷 乘积 的 通 
项 大 于 0 才 有 可 能 取 其 对 数 . 我 们 即将 看 到 , 这 个 合理 的 要 求 是 可 能 满足 的 . 

设 {P,} 是 无 穷 乘积 [zw 的 部 分 乘积 数列 , 则 在 该 无 穷 乘积 收敛 时 , 按照 定义 有 


交 一 于 
lim 书 , 三 尸 拓 0. 于 是 就 可 以 推出 


lim pn 三 lim 一 1. 
和 也 一 OO 人 二 于 


这 样 就 已 证 明 , 收敛 的 无 穷 乘积 的 通 项 pn 必定 收敛 于 1@，( 初 学 者 可 以 将 此 与 收敛 的 
无 穷 级 数 的 通 项 必定 收敛 于 0 作对 比 .) 
由 此 可 见 , 对 于 收 和 敛 的 无 穷 乘 积 来 说 , 当 冯 充分 大 时 , 其 通 项 必定 大 于 0. 反之 , 不 
满足 这 个 要 求 的 无 穷 乘 积 必 定 发 散 , 从 而 已 不 必 再 考虑 . 
。 @@ 这 里 已 经 可 以 看 到 , 将 lim 忆 , = 0 的 情况 排除 在 收 全 概念 之 外 的 合理 性 ， 实际 上 , 对 于 这 类 发 散 于 0 
的 无 穷 乘积 来 说 , 其 通 项 显然 不 一 定 会 趋 于 1. 例如 , 由 pm = 车 组 成 的 无 穷 乘积 就 是 如 此 ， 
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为 方便 起 见 , 在 今后 若 无 其 他 说 明 时 , 经 常 将 通 项 写 为 pn =1 +an (=12…: 


国有 


其 中 总 假设 条 件 an 和 -1 (2 = 1 2……) 成 立 . 由 以 上 论证 可 知 , 对 收 和 敛 的 无 穷 乘积 3 


说 , 必 有 an 一 0, 从 而 当 交 充分 大 时 , 也 必 有 |an| < 1 
于 是 就 得 到 联系 无 穷 乘积 的 敛 散 性 与 无 穷 级 数 的 敛 散 性 的 一 般 性 等 价 关 系 : 
]TTG + oo) 收 仇 < >》 In(I+ on) 收 全 ， 
天 二 和 也 一 1 
其 中 对 右边 假设 条 件 1 + an > 0 对 每 个 寻 满足 , 否则 可 以 假设 此 条 件 对 大 于 等 于 某 
70 的 m 满足 , 而 将 右边 的 求 和 改 为 从 m = no 开始 , 这 时 上 述 等 价 关 系 仍然 成 立 . 
按照 85.1 和 85.2 的 思路 , 我 们 先 考虑 fan} 为 同 号 的 情况 .这 时 上 式 右 边 
无 穷 级 数 是 同 号 级 数 ,或 至 少 当 交 充分 大 时 同 号 , 因此 可 以 用 等 价 量 判别 法 . 


企 


的 
从 


on 一 0 人 一 co) 即 有 ln(l+an)~an (一 coj, 因此 就 得 到 下 面 的 第 一 个 判别 法 , 它 


在 原则 上 解决 了 {an} 同 号 的 情况 . 
无 穷 乘积 收敛 性 判别 法 设 数列 an (”= 1 2， .) 当 冯 充分 大 时 同 号 , 则 
JJ (1 十 an) 收 公 < 全 和 an 收敛 ， 


| 


过 也 一 工 
特别 当 》 ,an = -co 时 , 无 穷 乘 积 [| (1 + an ) 发 散 于 0 
姓 二 和 


对 于 数列 an ( 呈 王 1 2) 网罗 的 提 我 们 只 给 出 党 
无 穷 乘 积 收敛 性 判别 法 I 工 ” 设 级 数 河 ao 收敛 , 则 


福全 小 


下 


[[ (+ an) 收敛 < 全 >》， oa2 收敛 ， 


和 二 二 也 一 工 
当 后 者 发 散 时 , 无 穷 乘积 [ [GL + an) 发 艇 于 0 
郊 三 二 
证 利用 on 一 0 (n 一 co) 和 泰勒 公式 In(1+z)=z 一 二 olz2) (z 一 0)， 
就 有 
这 
In(1 二 an) 一 an 人 ~ -2 7 一 co). 


这 表明 以 上 式 左边 为 通 项 的 无 穷 级 数 为 同 号 级 数 , 且 其 收敛 性 与 》, az 相同. 最 后 


芍 基 二 


用 》 oam 已 经 收敛 的 条 件 , 即 可 推出 所 要 的 结论 @ 
介 二 二 


呈 《习题 集 》 后 面 的 习题 3098 和 3099 与 上 述 判别 ;> 
从 略 . 习题 3098 举例 说 明 , 无 穷 乘 积 | (1 + am) 收敛 时 , 级 数 》 an 可 能 发 散 . 


总 三 寺 


| 


Oo 


入 三 二 驹 二 并 


入 二 于 
是 可 能 的 . 因此 后 者 不 可 能 单独 用 于 判定 无 穷 乘积 发 散 . 


的 一 个 充分 性 判别 法 . 


此 


避 利 


I 直 接 有 关 , 这 里 只 说 明 它 们 的 意义 ,具体 的 计算 
为 此 判别 法 I 只 能 是 充 


分 性 判别 法 ， 同样, 习题 3099 举例 说 明 , 无 穷 乘积 (1 + am) 收敛 时 ,级 数 》、，aw 和 》、o2 同时 发 散 也 
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回忆 在 85.2 的 一 般 项 级 数 的 收敛 性 判别 法 , 其 中 绝对 收 和 敛 级 数 必 定 收 和 敛 的 定理 是 
很 有 用 的 基本 定理 . 对 于 无 穷 乘积 也 有 类 似 的 概念 和 定理 . 
由 于 收敛 无 穷 乘积 的 通 项 pn 当即 充分 大 时 必定 大 于 0, 因此 绝对 收敛 的 无 穷 乘积 
\ 是 通过 对 pn 取 绝 对 值 来 定义 的 , 而 是 采取 如 下 定义 . 


定义 “ 若 级 数 》` | ln pn| 收敛 , 则 称 无 穷 乘积 ][ mv 为 绝对 收敛 . 若 T mo 收敛 但 


并 和 二 :于 我 三 寺 
非 绝 对 收敛 , 则 称 为 条 件 收 敛 . 
与 条 件 收敛 的 无 穷 级 数 类 似 , 可 以 对 于 条 件 收 和 敛 的 无 穷 乘 积 建立 类 似 于 黎 曼 定理 
( 见 85.2.2 的 命题 5.5) 的 结论 . 反之 , 绝对 收敛 的 无 穷 乘 积 则 可 以 任意 交换 相 乘 各 项 的 
顺序 而 保持 其 积 不 变 . 
由 定义 可 见 , 绝对 收敛 的 无 穷 乘 积 必 定 收 勾 .又 由 ln(1 + an) 一 0 可 推出 an 一 
0 人 一 col) 和 ln(1+an) ~ an (一 coj, 从 而 可 推出 下 列 判 别 法 : 
无 穷 乘积 收敛 | 性 判别 法 III 
JJa 二 an) 绝对 收 公 < 全 II 1 十 |an|) 收敛 


交 二 剖 二 


< 一 过 |an| 收敛 


光一 上 二 


一 TIG 十 am) 收敛 


证 “不 引入 绝对 收敛 概念 也 可 以 直接 证 明 上 式 最 后 一个 理会 关系 
实际 上 , 若 绝对 值 级 数 汉 lan| 收敛 , 则 即 可 推 知 级 数 as 收敛 和 级 数 、 
收 敏 @， 因 此 用 前 述 的 无 穷 滋 可 收敛 性 判别 法 II 即 可 司 


在 判定 具体 的 无 穷 乘 积 敛 散 之 前 , 先 看 一 道理 论 性 习题 . 


习题 3065 (a) 可 否 由 无 穷 乘积 [] ms 与 T[ w 的 收敛 性 得 出 无 穷 乘积 (pu + 
二 区 二 你 一 1 
dn) 的 收敛 性 ? 


解 这 里 不 是 “可 否 "的 问题 , 答案 恰恰 是 : 无 穷 乘 积 芋 人 + 必定 发 散 . 


实际 上 , 从 条 件 可 知 pn 一 1 一 col) 和 o 一 1( 一 coco) 成立, 因此 就 推出 
lim (pn 让 dn) 三 2， 


从 而 无 穷 乘 积 于 Drn 十 dn) 发 散 . 


中 前 者 是 级 数 中 的 基本 定理 ， 后 者 则 可 参见 85.1.1 的 习题 2568. 
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习题 3066 研究 无 穷 乘 积 下 二 的 收敛 性 


解 ee 


习题 3067 研究 无 穷 乘积 IT 的 收敛 性 . 


解 1 EN ee 即 有 


= (+Dl1)， < 

可 见 收敛 (本 题 中 的 无 穷 乘积 与 《习题 集 》 前 面 的 习题 3062 相同 ). 
解 2 用 收敛 性 判别 法 , 从 通 项 pw 写 出 

+ 1 

(7 十 2) (2 十 2) 


二 可 收敛 知道 本 题 的 无 穷 乘积 收敛 . 


Q 和 三 人 一 工 二 


可 见 从 正 项 级 数 


习题 3070 研究 无 穷 乘 积 IJ ( 鼎 = 


甩 一 2 


十) 的 收敛 性 . 


解 2=0 时 Zn =1 当然 收敛 . 否则 有 


am=mm-1=(1I- ) -1~ 
2 十 1 


22 
了 全 2 和 (人 一 co)， 


可 见 对 任何 z，》 ,an 总 是 同 号 的 收敛 级 数 , 因此 本 题 的 无 穷 乘 积 收敛 . 
三 和 


习题 3073 研究 无 穷 乘积 [ / 忆 革 5 的 收敛 性 
7 一 0 


有 立 | < 不 十 1 ER 1 日 人 人 
解 1 从 部 分 科 积 及 V 企 二 -7 一 0 (一 oo) 可 见 本 是 的 无 


乘积 发 散 于 0. 
解 2 分 析 an = pn 一 1 的 渐 近 性 态 得 到 
mW Vn+2 一 vm 十 工 WO (nm 一 oo) 
和 和 


于 是 从 - 》 六 = 一 co 知道 本 题 的 无 穷 乘积 发 散 于 0 
肥 一 工 
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习题 3076 研究 无 穷 乘积 | wm 的 收敛 性 . 


疙 二 和 


解 ” 由 于 乘积 的 每 一 项 大 于 0, 因此 该 无 穷 乘 积 收敛 等 价 于 级 数 》， 2 收敛 . 利 
生 二 二 
用 柯 西 积 分 判别 法 , 从 下 列 广 义 积分 计算 
十 co 1 加 十 ce 十 co d 加 十 co d 性 
| 了 芝 dz= -二 :mv| +| 等 =| 熏 =1 
可 见 本 题 的 无 穷 乘 积 收敛 . 


注 “ 也 可 以 利用 Inz = oflzs) (z 一 +co) 对 任何 = > 0 成 立 ( 见 $1.6 的 习题 651(e)) 
而 推出 上 述 广义 积分 收敛 . 


之 


习题 3081 研究 无 科 各 [1 + 所 十 J 四 一 ] 的 收 俩 性 


效 贞 


解 由 于 (1+ 寺 】 一 e (On 一 co), 因此 当 |z| <e 时 , 无 穷 乘积 收敛 的 必要 条 件 
Dr 一 工人 一 co) 不 能 成 立 , 从 而 发 散 . 

对 于 lz| =。, 可 以 计算 lim |on| 如 下 ; 

lim |an| 三 exp{ lim nn (1 十 寺 ) 一 | } 
=exp{ im oj 去 +0( 广 )|} ==e 2， 

可 见 这 时 的 无 穷 乘 积 也 发 散 ， 

对 于 lz| > e/ 0 有 

让 1 e 
V|an| = | 二 (1 二 二 ) 一 了 1) (7 一 co)， 

因此 级 数 》` |on| 收敛, 从 而 由 判别 法 II 知道 无 穷 乘积 收敛 


沽 三 由 


习题 3083 研究 无 穷 乘积 (1 + 妇 ) cos 蕊 的 收敛 性 ， 
人 儿 
泡 二 灿 


解 若 |z| < 1, 则 通 四 项 的 两 个 因子 当 7 一 co 时 的 极限 都 是 1. 这 时 可 分 别 考虑 两 


个 无 穷 乘积 (1+ 刀 ) 和 IT 分 前 者 利用 级 数 


了 一 


Se 区 
光 2 
由 


收敛 就 可 从 判别 法 III 推 知 收 和 敛 , 而 后 者 可 利用 


人 27 
浓 

mcos 2 一 芝 (一 oo)， 
儿 27224 


从 而 可 用 判别 法 工 推 知 也 收敛 . 合并 两 者 , 即 可 推出 本 题 的 无 穷 乘积 收敛 . 


这 
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= -1 则 在 无 穷 乘积 中 的 第 一 项 pi = 0, 因此 其 积 为 0@. 
= 了 1 则 可 证 明 为 了 通 项 pr 当 交 一 co 时 收敛 于 1, 必须 PP > 0 和 q > 0 同时 成 
立 . (由 于 这 个 证 明 比 较 复 杂 , 我 们 将 它 写 为 补 注 小 节 中 的 命题 5.17.) 这 时 有 


二 二 
ln pn 一 ]n (1 十 方 ) 十 ln cos 本 


-0 (DT) oo) 
因此 当 min{zp,20} > 1 时 无 穷 乘 积 收敛 , 否则 发 散 . 

若 |z| > 1 则 通 项 pn 的 第 一 个 因子 为 无 穷 大 量 . 知 能 够 证 明 第 二 个 因子 不 是 无 穷 
小 量 , 则 zw 一 工 不 可 能 成 立 , 因此 级 数 发 散 . 然而 目前 还 未 能 找到 上 述 论 断 的 证 明 , 只 
能 将 它 作 为 一 个 未 解决 问题 提出 以 待 来 者 ( 见 本 书 的 使 用 说 明 ). 

对 于 《习题 集 》 以 下 的 习题 3088_3097 若 其 中 的 无 穷 乘 积 收敛 , 则 还 要 要 求 判定 
它 是 绝对 收敛 还 是 条 件 收敛 . 


Oo 


习题 3090 研究 无 穷 乘 积 It+ 的 绝对 收敛 性 和 条 件 收敛 性 


解 ”由 于 zr 一 1 人 (一 co) 是 无 穷 乘积 收敛 的 必要 条 件 , 因此 必须 有 p > 0. 
由 判别 法 III 可 知 当 P > 1 而 当 0 < 2 入 工时 不 绝对 收敛 . 
当 0<Dp 乏 1 时 级 数 Se 收敛 , 因此 从 判别 法 开 可 知 , 这 时 的 无 穷 乘 积 


到 二 1 


收敛 的 充分 必要 条 件 是 > 王 收敛 , 因此 当 0 < 了 芯 元 时 无 穷 乘积 发 散 于 0, 而 当 


入 1 时 的 无 穷 乘积 关 条 人 收敛 . 


本 光 


习题 3092 研究 无 穷 乘 积 IT 所 光 的 绝对 收敛 性 和 条 件 收敛 性 . 


解 1 这 时 有 
四 吕 加 (一 1)?+1 
CI 
于 是 从 85.2.1 的 习题 2670 知道 > 发 散 . 由 于 a (n” = 2,3,….) 不 同 号 , 因此 还 不 
能 立即 作出 结论 . 
这 里 可 以 模仿 习题 2670 的 解 2, 即将 郊 = 2 和 灵 二 2 十 1 (5 一 1,2,…) 两 项 的 相 
乘 加 括号 , 这 样 就 得 到 一 个 新 的 无 穷 乘 积 


在 加 中 对 于 总 二 二 1 的 情况 还 讨论 了 将 习题 中 的 无 穷 乘积 修改 为 从 = 2 开始 后 是 否 收敛 的 问题 , 广 
法 与 = = 1 类似, 可 供 参 考 
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Ri V28+1 V2X+LI-1 
记 其 通 项 为 加 鸣 三 砍 一 1 人 (=1)2…), 则 有 

ES 1 十 V2 一 V2 十 1 
ne 
1 十 of) [证 
四 和 
因此 上 述 新 的 无 穷 乘积 发 散 . 由 于 它 的 部 分 乘积 数列 是 原来 的 无 穷 乘 积 的 部 分 乘积 交 
列 的 子 列 , 因此 从 一 个 子 列 发 散 就 可 推出 原来 的 无 穷 乘积 发 散 . 


解 2 取 通 项 mn 的 倒数 


作出 一 个 新 的 无 穷 乘积 yu 


这 的 > 一 1) 收敛 ， 发 散 , 因此 从 判别 法 工 知道 上述 新 的 无 穷 


了 一 2 
乘积 发 散 、. 于 它 的 部 分 乘积 就 是 原 无 穷 乘 积 的 部 分 乘积 的 倒数 , 因此 即 可 推出 原 无 穷 
乘积 发 散 . 


习题 3094 研究 无 穷 乘积 [ Vm(-D" 的 绝对 收敛 性 和 条 件 收敛 性 . 


解 ”按照 下 标 ? 的 奇偶 性 , 则 有 
了 


芭 王 二 > 
Dok -1 一 人 (25 一 1) 2TT， Do 三 (21)2， 


ao2k_1 一 Dok_1 一 1=exp[ 一 7 二 TIn(2K 一 J)| 一 
| 
a2k 一 Do 一 一 exp[ 二 一 元 ln(2/)] 一 


工 


由 此 已 经 可 知 级 数 》 |an| 发 散 , 因此 本 题 的 无 穷 乘 积 不 可 能 绝对 收敛 . 


呈 = 


又 可 看 出 > o5 收敛 , 因此 按照 判别 法 II, 只 要 级 数 》， an 收敛 , 即 可 推出 无 穷 乘 
生肖 
积 收敛 ( 且 为 条 件 : 收 化 ) 
从 asok_1<0 和 aok > 0, 可 知 0 为 交错 级 数 . 然而 它 不 并 是 莱 布 尼 蒋 型 级 


多 二 十 
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数 叫 . 现在 考虑 从 第 二 项 起 对 相 邻 两 项 加 括号 的 如 下 级 数 ; 
ad 十 (az2 十 Qa3) 十 :十 (Qok 十 Qo2k4H1) 十 …， 
其 中 第 一 项 ai = 0, 而 利用 
Q21 十 Q2k+1 一 去 In(25) 一 


5 In(25 十 1 (GE+o0D) 
(+DD(2A 一 25In(25 十 ]) 


2K1(25 十 1]) 
一 2K(025TT 2 十 1 [mn(25 十 1) 一 In(25)] 
+ 


-or( 点 ) wo 


可 见 上 述 加 括号 后 的 级 数 收敛 (实际 上 还 可 以 证 明 它 从 第 二 项 起 均 大 于 0). 然后 再 利用 
an 一 0 0 一 co), 即 可 推出 》 am 收敛 , 因此 本 题 的 无 穷 乘积 为 条 件 收敛 . 


和 三 汪 


5.9.3 “无穷 乘 积 的 一 些 应 用 (习题 3100-3110) 


本 小 节 利 用 无 穷 乘 积 求 某 些 数列 的 极限 , 其 含 了 几 个 重要 的 理论 结果 . 实际 上 ， 
类 似 的 问题 在 前 面 已 多 次 出 现 , 例如 85.1.4 的 命题 5.3、 习 题 2606 和 85.7.1 的 习题 3031 
的 解 1 等 都 是 如 此 , 只 是 当时 没有 用 无 穷 乘 积 的 概念 和 定理 . 


Oo 


习题 3100 ( 黎 曼 〈 函数 的 无 穷 乘积 形式 ) 设 C(z) = 》 -点 ,而 pn (一 1 2 ) 
和 二 1 
是 素数 数列 . 证 明 


解 最早 研究 函数 6(z) 的 是 欧 拉 . 与 黎 曼 不 同 , 欧 拉 是 在 自 变量 z 为 实数 范围 
研究 这 个 函数 , 本 题 即 是 他 的 发 现 [10]. 

按照 级 数 收 敛 性 判别 法 , 函数 C(z) 在 z > 1 时 有 定义 . 以 下 均 设 z > 1 

当 2 为 素数 时 , 有 级 数 展 开 式 

(- 吉 ) =1+ 二 40+ 遍 + 

对 正 整数 NW > 1, 取 所 有 不 超过 N 的 素数 , 记 为 pl = 2, pa = 3,…… ,2 入 N, 并 将 它们 
分 别 代入 上 述 展开 式 , 然后 将 所 得 的 有 上 个 级 数 相 乘 . 于 是 在 所 得 到 的 级 数 中 就 包含 了 所 
有 下 列 形 式 的 项 : 


艺 


ER 
2717Z 02 DR 》 


> 2 
中 用 Mathematica 在 大 范围 内 作 数学 实验 , 可 以 猜测 成 立 不 等 式 (z 十 1) z+I +z > > 2, 它 相当 于 普 
为 奇数 时 成 立 [an 上 +1| 光 |am|. 
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其 中 mm，… ,nk 为 非 负 整数 , 而 且 对 于 指定 的 wz …… ,zz 来 说 , 上 述 形式 的 项 只 出 现 一 
次 . 利用 算术 基本 定理 巴 , 不 超过 的 每 一 个 正 整 数 冯 都 可 以 唯一 方式 分 解 为 


隐 二 2041. 372 DR 
从 而 就 得 到 
S 1 1 \-1 1 
0<> 六 -II4G- 和 
好 三 寺 4 二 业 7 刀 >N 


最 后 令 N 一 co, 则 同时 就 有 天 一 co, 因此 就 得 到 所 求 的 结论 . 


习题 3101 ( 欧 拉 ) 设 p，(” = 1,2,…:) 是 素数 数列 , 证 明 : 乘积 


玖 三 款 
和 级 数 总 
》、 了 下 
2 DDm 
均 发 散 ， 


解 ”虽然 不 能 直接 引用 上 题 的 结果 , 但 可 以 用 其 中 的 方法 . 取 正 整数 W > 1, 又 取 
所 有 不 超过 N 的 素数 mi = 2,pa = 3 , 凡 入 WV, 则 与 上 题 一 样 , 可 以 得 到 
大 JIV 
本 S 1 
贡 人 二 ) 0 


汶 一 ( 
然后 令 V 一 co, 利用 调和 级 数 发 散 , 就 得 到 本 题 所 要 的 第 一 个 结论 , 即 
十 


oa- 


对 前 式 取 对 数 后 令 V 一 co 则 可 得 到 
记 1 
证 体 二 二 6 


对 于 上 述 负 项 级 数 用 mn(1L - z) ~ -2z (z 一 0), 就 得 到 所 要 的 第 二 个 结论 : 


8 


条 三 灿 


注 最 后 的 等 式 提供 了 素数 有 无 限 多 个 的 一 个 分 析 证 明 @， 此 外 , 与 巴塞 尔 级 数 
六 点 = 下 比较 可 见 在 所 有 正 整 数 中 , 素数 并 非 是 非常 称 少 的 , 至 少 比 平方 数 


72 


我 一 坟 
要 “多 得 多 ” 
@ 即 每 一 个 正 整数 均 以 唯一 的 方式 分 解 为 素数 因子 的 乘积 . 算术 基本 定理 是 古 希 腊 数 学 家 发 现 的 , 见 [11 
第 七 卷 的 命题 23-32 和 第 九 卷 的 命题 14. 
@ 关于 素数 有 无 限 多 个 的 第 一 个 证 明 是 古 希 腊 数 学 家 得 到 的 , 见 [11] 的 第 九 卷 的 命题 20. 读者 还 可 以 在 
近年 来 的 畅销 书 [] 的 第 一 章 中 找到 素数 有 无 限 多 个 的 六 个 证 明 ， 其 己 提 到 的 两 个 证 明 . 该 书 (第 四 
版 ) 介绍 了 40 个 著名 数学 问题 的 极 富 创造 性 和 独具匠心 的 证 明 ,， 其 中 与 本 书 到 此 的 内 容 有 关 的 还 有 : 第 八 章 
中 给 出 了 巴塞 尔 问题 的 三 个 证 明 ， 第 十 八 章 中 给 出 了 平均 值 不 等 式 的 证 明 . 


| 


让 


理 
加 
攻 
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习题 3102 (85.1 的 高 斯 判别 法 的 证 明 ) 设 on > 0 (= 1 2 …)， 


Oo 
。 QW 
加 om 人 (+ 二 
也 一 工 


因此 就 有 
Jim on 一 I[ 他 二 (1 中 二 ) 
余下 的 问题 就 是 证 明 上 式 右边 的 无 穷 乘积 收敛 由 题 设 条 件 可 知 , 当 尹 _，oo 时 上 
述 无 穷 乘积 的 通 项 nm 1. 于 是 该 无 穷 乘积 收敛 等 价 于 无 穷 级 数 》`Jnpn 收 敏 条件 
直人 二 二 区 本 可 证 四 估 和 二 工 冲 痢 成 3 站 
计算 mn mn 如 下 : 
mp = 一 Im (1+ 二 +o( ee)) 十 pn (+ 寺 ) 


-o( 二 )+o( 人 地 ) wm 


于 是 不 论 e > 0 如 何 , 级 数 》`lnpn 总 是 绝对 收敛 的 .这 就 证 明了 上 述 无 穷 乘积 收 伍 ， 
也 就 是 存在 非 零 极 限 


lim an 一 4 尖 0. 
人 一 OO 


注 85.1.4 的 习题 2606 与 本 题 类 似 , 也 可 以 用 这 里 的 无 穷 乘 积 方法 求解 . 


| 


风 .一 co 时 有 异 于 


习题 3104 (斯 特 林 公式 的 证 明 ) 证 明 : 表达 式 ao = -2 
7 ”了 
零 的 极限 4. 由 此 推出 斯 特 林 公式 


则 一 4m ez(L 十 cn， 


其 中 im sn 一 0,4= V27. 
提示 : 把 所 求 极 限 表示 为 无 穷 乘积 的 形式 : 


Ce 
QQ 1 
4= lm om=o[[ 一 二 
也 一 OO Q7m 


吃 一 | 


一 


定常 数 4 可 利用 沃 利 斯 公式 . 


为 
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解 ”将 问题 转化 为 无 穷 乘积 
4 = im 本 || 人 


痪 三 霸 
然后 对 通 项 作 分 析 如 下 : 
antl evnn" 可 (1 中 
an 即 十 工 岂 十 ])” 几 


可 见 上 述 无 穷 乘积 绝对 收敛 , 因此 存在 非 零 极 限 4. 
为 确定 4, 只 需要 在 沃 利 斯 公式 (5.2) ( 见 85.1.3 的 命题 5.1) 中 用 让 = an :二 -vi 
代入 , 于 是 就 得 到 
(pl [mg (0D222" 
人 
二 
noo oonV2 4v2  V2. 
于 是 得 到 4 = V27. 
注 _ 同样 从 本 题 的 数列 {an} 出 发 但 无 需 无 穷 乘 积 知识 的 证 明 见 [34] 的 命题 11.4.2， 
其 中 还 分 析 了 这 个 数列 的 由 来 . 


习题 3105 (T(z) 的 无 穷 乘积 定义 ) 根据 欧 拉 的 定义 , 伽 马 函数 F(z) 由 下 面 的 公 
式 来 确定 : 


人 


721722 
[TD …G 坷 ， 


由 这 个 公式 出 发 : (a) 把 函数 T(z) 家 下 全 大 和 下 愉 的 形式 ; (b) 证 明 : T(z) 对 于 不 为 负 
整数 和 0 的 一 切实 数 z 氏 有 意义 ; (c) 推出 下 面 这 个 性 质 : FT(z 十 1) = zT(z); (d) 对 于 正 
整数 郊 求 T(p) 之 值 . 


解 (a) 为 此 只 要 如 下 改写 即 可 : 


儿 
Css 
1 全 Cs ) 
| 下 
狼 二 江 作 
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(b) 这 就 是 要 证 明 对 于 所 有 不 为 负 整 数 和 0 的 zx, 上 述 无 穷 乘积 收敛 . 为 此 只 要 观 


去 订 
-+o( 南 ) w 一 mn 
可 见 上 述 无 穷 乘积 绝对 收敛 , 而 且 还 证 明了 T(z) 有 定义 时 一 定 不 等 于 0. 
(c) 从 欧 拉 定义 出 发 , 并 利用 (b) 中 最 后 所 说 , 即 定义 中 的 极限 不 等 于 0, 就 可 以 用 
极限 运算 的 除法 规则 得 到 


IT0Z 十 1 


全 
RE 
mn 一 co 2Z(Z 十 1 (2 十 7) 


二 

(d) 从 欧 拉 定 义 即 有 T(1) = 1, 然后 从 (c) 有 递 推 公式 T(E 二 1) = FT(i), 于 是 得 到 
[T( 四 三 (2 一 JTJ)=( 人 一 JTJ 一 2 一 2) 王 = 人 (5 一])! 
注 1 (d) 可 见 , F(z) 是 阶乘 mw! 的 连续 化 . 实际 上 , FT(z) 是 最 常用 的 非 初 等 函数 
之 一 , 在 很 多 数学 分 析 教 科 书 中 都 有 专门 的 章节 进行 介绍 , 《习题 集 》 后 面 也 为 此 设立 

87.4. 在 一 般 的 数学 分 析 教 科 书 中 , 对 于 z > 0, 函数 T(z) 用 广义 积分 定义 如 下 : 
| 友 -Te dt. 
关于 这 两 个 定义 在 z > 0 的 等 价 性 将 在 补 注 小 节 中 作出 证 明 . 
注 2 利用 伽 马 函 数 的 无 穷 乘积 定义 , 我 们 可 以 将 85.1.4 的 命题 5.3 的 公式 (5.4) 以 

及 二 项 式 系 数 C7 的 渐 近 式 改 进 如 下 : 

(1) 当头 0 不 是 负 整数 时 有 


DO 十 I 四 十 2 一 切 1 1 
呈 TUD) me 2 


(2) 当 冯 夭 0 不 是 正 整数 时 有 
mr 一 Jr 一 有 1) ( 一 切 ” 1 


NS 


习题 3107 证 明 : 
也 一 工 
外 [Te+ 亡 
9。 
十: 功 ) 
之 (Q 十 ; 


其 中 > 0 和 > 0. 
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解 ”分 子 分 母 同 除 以 mw 然后 分 别 求 分 子 分 母 的 极限 . 对 于 分 母 , 有 


也 一 工 
本 miQ 十 0 小 7 ， 
lim 一 十 翅 ) 一 li 一 0 


对 于 分 子 , 则 可 用 8$1.2.7 的 习题 141, 于 是 就 有 


两 者 相 除 即 得 所 求 . 本 题 的 意义 在 于 , 给 定 长 度 为 的 等 差 数列 , 其 几何 平均 值 与 算术 
平均 值 之 比 , 当 m 一 co 时 的 极限 为 2/e. 
注 “上 述 解法 与 本 节 的 无 穷 乘积 没有 紧密 的 联系 , 当然 还 可 以 考虑 其 他 解法 , 例如 


多 一 荆 


将 乘积 [ ] (o + 厄 ) 与 习题 3105 中 的 伽 马 函数 的 乘积 形式 相 联 系 等 等 , 从 略 ， 


2 一 0 


习题 3109 求 函数 


Fo)= TIE+ 访 (四 
的 导数 之 表达 式 . 玉 (z) 存在 的 充分 条 件 为 何 ? 


省 


提示 “显然 只 有 当 题 设 的 无 穷 乘 积 在 某 个 区 间 上 收敛 时 问题 才 有 意义 ，( 若 在 某 个 
区 间 上 发 散 于 0 则 严 (z) 恒 等 于 0.) 
若 将 无 穷 乘积 改 为 其 部 分 乘积 , 则 就 有 


也 TV 户 ( 


蕊 TEL+ 访 人 二 1 十 广 (z 太志 


大 一 1 三 荡 三 于 


由 此 即 可 猜 出 题 设 的 下 (z) 的 导数 表达 式 应 当 为 


Pr(z) = Fgz) : 于 世 双 


然后 可 以 用 对 数 求 导 法 , 研究 在 什么 条 件 下 能 够 实现 如 下 的 逐 项 求 导 运算 : 


d 已 Ne) 
五 思 PDT+ 记 人 一 一 IT 十 大 工 十 廊 C) ) 
以 下 就 是 要 提出 保证 题 设 的 无 穷 乘 积 收敛 以 及 上 述 逐 项 求 导 运算 成 立 的 充分 条 件 . 


习题 3110 证 明 : 若 0<z < 小 则 
.2Z(C+H) (zz+m) 
1 一 一 一 一 一 一 一 一 0. 
neco 2 十 ] 十 7) 


解 ] 这 就 是 要 证 明 无 穷 乘 积 [二 二 发 散 于 0. 对 通 项 pn 分 析 如 下 : 
科 三 从 
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从 0<zZ<y 可 见 an =pn 一 1 当 交 充分 大 时 同 号 . 由 于 
ou 二 -区 - 二 二 一 (7 一 co) 
的 4 十 见 几 

于 是 有 Zer = 一 co, 因此 (参见 前 面 的 判别 法 D 无 穷 乘 积 发 散 于 0. 

解 2 利用 公式 (5 人 ( 见 35.4 的 命题 5.3) 就 有 
ZZC 十 1] 十 全 VW 十 JWH+D Dr 1 

机 干 下 | -OCRE) 和 现下 末 | -OH) 一 oo 
于 是 就 有 
ZZC 二 ICZC+TD Dr 1 
和 
解 3 利用 习题 3105 的 注 2 之 (1), 则 有 更 准确 的 
zz 二 IC+D IO 1 
9 人 二 于 人 志 寺 同 ~ To 天 9 

解 4 利用 不 等 式 1+t<et (tl 夭 0)( 见 31.2.9 之 2 的 习题 75(b), 或 者 82.7.2 的 习 

题 1289(a)), 于 是 对 天 = 1 2…… ,mm 有 
2 二 1 二 工 < ov， 
然后 将 它们 相 乘 , 这 样 就 得 到 
2Z(Z 十 1 (十 也 ) 1 
| 人 2 + 有 | 

于 是 当 一 co 时 右边 的 极限 为 0. 


5.9.4 补 注 
本 小 节 有 两 个 内 容 : (1) 对 习题 3105 作 补 充 , (2) 对 习题 3083 的 z = 1 作 补 充 . 


1. 当 z > 0 时 , 伽 马 函 数 的 无 穷 乘 积 定 义 与 积分 定义 等 价 
命题 5.16 当 z > 0 时 成 立 


SN AT 二 7172 
| 全 
证 (左边 的 广义 积分 的 收敛 性 见 84.4.2 的 习题 2361.) 在 积分 中 作 变 量 代 换 
5 一 er-5 则 当 ! 从 0 到 +oo 时 ,s 从 1 到 0. t 一 茵 二 ,ds = -edt 得 到 


人 1 | 


这 是 以 s = 0 为 奇 点 的 广义 积分 站 利用 ( 见 81.2.9 之 2 的 习题 76) 
mm 二 三 Jim mt1 一 5 )， 
则 如 85.8.2 的 命题 5.14 的 推论 所 示 , 兰 能 够 证 明 右 边 的 函数 序列 关于 ”为 单调 , 则 就 可 


以 将 一 co 的 极限 与 积分 交换 顺序 得 到 
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工 
刀 


| (mn | 二 三 贡 育 ji 到 -1 dlimn nz-i fa 本 


S 肥 一 co 见 一 co 

问题 就 归结 为 计算 右边 的 积 4 

对 该 积分 作 变 量 代 换 3 = 四 则 当 
ds = mW" -dy， 就 得 到 

1 江 1 
| -了 ds=m| Gd 人 dy 

现在 来 计算 右边 的 积分 . 

若 z 为 正 整数 m, 则 在 84.2.6 的 习题 2299 中 已 经 指出 可 以 用 分 部 积分 法 计算 . 对 
于 z > 0 的 一 般 情 况 , 也 可 以 用 分 部 积分 法 计算 如 下 : 


| ac- 0 呈 + 一 |a-99 ?dy 
0 4=0 习 0 


卜 


s 从 0 到 1 时 ,yy 也 从 0 到 1. 8 三 


(2 一 1)! 2 十 九 一 2 
RE 
_ (一 1J! 
2Z(Z 十 1)(Z 十 一 2)(z 十 一 上) 
综合 以 上 就 得 到 
民 tz-ie-tdt 一 lim mz . 一 二 
0 | 全 oo Z(Z 十 1)(Z 十 见 一 2)(z 十 寻 一 了 


二 2 
n 一 co 2Z(CZ 十 1) (zz 十 TD 
工 
最 后 只 需要 补充 证 明 , 在 区 间 0 < s 冬 1 上 的 函数 序列 m(1-s~) (= 12,…) 关 
于 交 为 单调 . 将 1/m 换 为 连续 变量 ze (0,1, 则 只 需要 证 明 在 此 区 间 上 的 函数 
jz) = 工 -全 
为 单调 函数 , 其 中 se (0, ]] 为 参数 . 为 此 只 要 证 明 其 导 函 数 保 号 . 
将 ffz) 对 了 工 求 导 , 就 有 


过 六 于 二 入 二 
(二 一 ) 加 SIn5 | 3 
站 并 尼 和 


然后 对 右边 第 二 项 的 分 子 , 在 区 间 [0,z] (z < 1) 上 对 函数 s* 用 拉 格 衣 日 微分 中 值 定 理 ， 
知道 存在 0< 0 < 1 使 得 sz -1=7zszlns. 
于 是 就 有 


(过 ) 三 了 Ps (sz 一 5") < 0， 


化 化 


2. 对 习题 3083 的 > = 1 情况 的 补充 
这 时 的 无 穷 乘 积 ， 
[[ (1+ 广 )eos 方 . 


光 二 二 


第 五 


级 数 


若 P< 0 则 1+ 志 一 +eo. 这 时 若 9 > 0, 则 通 项 不 趋 于 1, 若 4 < 0, 则 在 下 面 的 
命题 5.17 中 将 证 明 cos 方 0 (n 一 co), 因此 通 项 也 不 可 能 趋 于 1, 无 穷 乘积 发 散 


若 p=0, 则 只 有 当 cos 广 一 
是 不 可 


若 P> 0, 则 1+ 市 一 二 这 时 若 9 = 0, 则 通 项 不 趋 于 1, 若 9 < 0, 则 从 命 古 
有 sin 7 (7 一 co)， 因此 cos 记 一 1 * co), 通 项 也 不 可 能 趋 


9 
发 艇 . 于 是 只 有 4 > 0 需要 讨论 


为 方便 起 见 , 下 列 命题 中 的 指数 9 相当 了 


命题 5.17 若 9 > 0, 则 有 


cos74 心 0 (7 


证 分 两 种 情况 讨论 . 


一 . g 为 正 整数 ”仿照 85.2.1 的 习题 2691 (其 中 这 


2 


能 的 . 对 于 9 < 0, 其 不 可 能 性 也 可 从 命题 


5.17 推 


F 习题 3083 中 的 一 5. 


一 co)， sinm? 0 (7 一 co). 


记 /lz) = z9, 又 引入 差分 记号 Ajz) = jz 二 1) 一 AZ). 
用 反 证 法 . 若 有 cos jp) 一 0 (mn 一 co) 或 者 sn fm 一 0 (mn 一 co), 则 即 可 推出 
sin(A 力 (2) = sinlj 十 1 一 7 


一 Sin( 太 人 十 1))cos jp) 一 cos(Fm 


同样 可 推出 sin(A2 放 (nz) 一 0 (一 
由 于 4 为 正 整 数 时 , 对 于 jz) 


co) 等 等 . 


一 29， 可 ) 


sindl 一 sin[(A?z 廊 (m)] 一 0 (0 一 co). 


二 .qg>0 为 非 正 整数 这 时 的 订 


0<9<1 时 命题 成 立 , 然后 通过 差分 将 qg > 1 归 


FE 明 思想 与 上 面 类 似 , 分 为 两 部 分 , 即 先 
结 为 前 者 为 清楚 起 见 , 将 其 中 的 


0<q<1l 的 部 分 和 第 二 部 分 的 主要 计算 另 列 为 两 个 引 


若 0<dg<1 则 因 /z) = z3? 满足 引 到 


三 钙 p 二 


虑 g>1 但 5 不 是 正 整 数 的 情况 . 于 是 


9 


 ] 工 的 条 件 ， 


[dj] 十 (9)， 


里 , 放 在 命题 之 后 . 


习 此 


其 ! 


用 反 证 法 . 若 sin jn) 一 0 (m” 一 co) 或 者 cos fm) 一 0 


sin[(A 


(加 一 0 人 一 oo)， 


F(z) = (Ag 放 (z)， 


| 


命 


dj] >1 0 < 


7 一 co), 则 可 如 前 得 


则 可 以 证 明 环 满足 引 理 1 中 的 三 个 条 件 , 从 而 sn F(p) 一 0 (一 co) 是 
为 此 对 Flz) = zZ2 用 引 理 2, 取 妈 = [ol, 则 就 得 到 
(AgJ)(z) ~ 了 (0+Dzt (z 一 二 oo)， 


因此 下 (+eo) = 二 oo. 


于 1 无穷 


FE 明 snm2 0 (一 co)). 


HT)) sin Fn) 一 0 (mn 一 oo). 


(9) < 1 


不 可 能 的 . 


二 (mn 一 ceo) 时 无 穷 乘 积 才 可 能 收敛. 对 于 v > 0 这 
H ( 见 其 推论 )， 
5.17 
乘积 


j 数 学 归纳 法 证 明 有 (Axj 力 (np) = 9 因此 
若 有 cosm4 一 0 (mu 一 co) 或 者 snma 一 0 (一 co), 则 就 引出 以 下 矛盾 : 


证 明 


题 的 结论 已 成 立 . 现在 考 


到 
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利用 差分 算 子 的 线性 性 质 , 同样 可 用 引 理 2 得 出 
R(Z)= (Ag ~ (OO)ztO-1 (z 一 二 oo)， 
因此 就 保证 了 当 z 充分 大 时 有 玉 (z) > 0, 且 天 (+oo) = 0. 
于 是 根据 引 理 1 可 得 到 sn (np) 一 0(n 一 co), 引出 矛盾 . 
现在 介绍 引 理 1. 它 的 起 点 是 一 个 简单 的 几何 事实 : 在 映射 y = VZ 下 , 长 度 固 定 
的 区 间 的 逆 像 也 是 区 间 , 且 其 长 度 可 随 着 z 的 递增 而 无 限 增加 名 . 这 个 事实 可 以 推广 于 
0<qa<1l1 的 z2. 它 解 决 了 命题 517 中 0<9<1l 的 部 分 . 更 进一步 的 推广 就 是 引 理 1. 
引 理 1 若 可 微 函 数 /z) 满足 条 件 : (1) /+co) = +eo, (2) jz) > 0 于 zz 充分 大 
时 成 立 , (3) 户 (+co) = 0, 则 有 
Sin FmD) 必 0(n 一 co)， cosFp) 00 一 oo)， 
证 不 妨 设 Az) 于 z > 0 时 就 满足 条 件 (2), 于 是 y = jz) 在 [0,+co) 上 有 严格 单 
调 递增 的 反 函 数 z = 2(y, 满足 p(+oo) = +co. 又 从 


dz 二 | 
二 下 机 一 下 而: 


可 见 有 2'( 上 +oo) = 十 oo. 
用 反 证 法 . 设 lim sin fp) = 0, 则 有 N, 当 郊 > N 时 |sin Fl < 汪 于 是 对 每 
个 呈 > N, 存在 正 整数 各 , 使 得 


元 元 
jn 一 下 < Im) < An 区 十 元: 


于 是 有 


e(pnr 一 开 ) <m < (nz 十 下)， 
考虑 以 正 整数 上 为 下 标的 开 区 间 : 
太 =(P(kr 一 开 )o(r 十 革 )， 
则 当天 充分 大 时 [ 克 有 定义 , 且 相 互 之 间 不 交 . 
由 前 知 I。(” > N) 覆盖 了 所 有 即 > N 的 正 整数 . 因此 只 要 取 (人 = N 二 1 …) 
的 最 小 数 为 玉 , 就 知道 [ 闪 (> 天 ) 也 履 盖 了 所 有 兄 > N 的 正 整数 ， 
考虑 [大 的 右 端点 和 LA+1 的 左 端点 之 间 的 距离 , 就 有 
ep(k+Dr 一 下) 一 (tr+ 亚 )=w(tr+ 亚 + 剑 ) 下 
其 中 0 < 0 < 1. 于 是 从 w'(+eo) = +co 可 见 , 上 式 当 天 充分 大 时 必定 大 于 1, 从 而 在 开 
区 间 LA 和 Usi 之 间 有 正 整 数 . 
这 样 就 证 明了 有 无 限 多 个 正 整数 不 能 为 内 (& > 天) 所 覆盖 , 引出 矛盾 . 这 就 证 明 
了 sin fp) 一 0(n 一 co). 
又 因 cos Fn) = 一 sin(jm) 一 也 )， 而 g(z) = jz) 一 六 也 满足 引 理 1 的 条 件 , 因此 


得 到 cos jp) 一 0 (mn 一 co)， 


中 这 等 价 于 长 度 固定 的 区 间 在 映射 y = z2 下 的 映像 是 长 度 随 着 |z| 递增 而 无 限 增加 的 区 间 . 


392 第 五 章 级 数 


第 二 个 引 理 是 4 为 非 正 整数 时 的 差分 计算 . 

引 理 2 ” 设 Y 不 是 正 整 数 , jz) = z2, 7 为 正 整数 , 则 
(A" 站 zz) ~ad 一 Jp 一 十 DDZz (xz 一 十 co). 

证 从 Ajflz) = (z+1)2 -2z2 开始 ,对 m 用 数学 归纳 法 可 得 到 

(An 站 (=(z+m 站 一 GZ 一 DTC2(z 十 一 2)7 一 

十 (-D” CT (十 十 (一 ])"z9. 


= z|(1 卫 ) CI (1 上) +G2(1+ 2 过) 一 
2 包 2 亿 2 
十 (三 到 和 G (1 十 二 ) 十 (-D"| 
将 上 式 右 边 方 括号 内 的 各 项 用 二 项 式 展开 , 写 出 到 z-?” 为 止 , 则 可 见 常数 项 之 代数 和 为 
0, 于 是 得 到 


信 风 大风 [ 六 和 生 一 汪 ee (wm CO 一 1 二 CC2 


.人 am 2) 
人 二 


+Corcr+o(ar] et 
j 关 于 二 项 式 系数 的 一 个 恒等式 ( 见 114 的 8$2.12 的 (12.17) 或 [21] 的 81.2.6 的 (34)): 


(Decsir 本 0， 7 < 7 
k=0 


mil， 了 7 一刀 


绽 
二 


就 得 到 
A"*j)(z) =d( 一 1 (一 交 二 1zo 十 O(zo 1) 
wad(g 二 T…(g 一 环 十 Dizqm (zz 一 二 co) 
注 用 引 理 1 中 的 方法 可 以 证 明 当 0 < 9 < 1 时 , 数列 fcosne} 和 {sinma} 必定 发 
散 . 此 外 , 从 其 证 明 可 见 , 命题 5.17 还 可 稍 作 推广 , 即 对 于 任意 常数 C 关 kr (ke Z) 和 
d > 0, 也 成 立 


cosC14 必 0 (7 一 co)，sinCma 人 必 0 (7 一 co). 


推论 若 9>0, 则 cos7ma - 广 (nm 一 co). 


证 用 反 证 法 . 若 有 lim cosm2 == 天 ， 则 利用 公式 2cos2zcosz = cogsZz 十 cos37 
导出 的 恒等式 


cos2(2cos27 一 1) = cos32， 


就 可 有 
COS 号 mo 一 COS 总 na(2 cos7m4 一 了). 
因此 就 推出 


lim cos 号 mo 一 0. 


这 与 命题 5.17 的 推广 相 矛 盾 ( 见 其 注 ). 
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85.10 斯 特 林 公式 (习题 3111-3120) 


内 容 简介 “本 节 的 习题 是 斯 特 林 公式 在 计算 上 的 应 用 . 在 补 注 


\ 世 


里 论 上 作 补 充 . 
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5.10.1 “斯 特 林 公式 的 应 用 (习题 3111-3120) 


如 《习题 集 


人 


可 计算 甚大 时 的 ml. 公式 (5.31) 比 85.9.3 的 习题 
特别 可 以 指出 , 公式 (5.31) 


估计 : 


我 们 将 在 补 注 小 节 中 给 出 (5.31) 的 证 明 , 并 从 渐 近 级 数 的 角度 介 


于 本 节 所 说 , 用 斯 特 林 公式 
ml 一 v 天 ( 伍 ) 入 (0< 0 < 了) 


7 
0 < 


林 公 式 和 斯 特 林 级 数 . 


习题 3111-3117 


是 数值 计算 


习题 3111 利 ) 


i 3104 提供 的 斯 特 林 公式 更 精细 
给 出 了 用 V3R5( 全 】 作为 咏 的 近似 值 时 的 相对 误差 


小 节 中 对 此 公式 在 


5.31) 


[一 V5 丙 ( 生 ] 0 
一 -一 三 二 二 人 12 
加 1 

127m 127” 


站 


斯 特 林 公式 , 近似 地 计算 lg 100!. 


解 ”对 斯 特 林 公式 (5.31) 取 常 用 对 数 , 并 将 0 简 记 为 0, 则 对 


lg100!= 方 tg2 十 lg 二 


一 201 


久 201 


一 157.96964 十 0.000360 (0<0 < 1)， 
注 “用 Mathematica 计算 得 


可 知 习题 中 的 计算 是 


工 
十 吉 (lg2 十 


习题 3112 利用 


解 ”用 斯 特 林 公 


式 有 


2) 十 100(2 一 lge) 十 .lge 


0 

工 200， 
0 

lgTF) 一 100.lge 十 一 一 一 T200 :ge 


十 0.5(0.30103 十 0.49715) -- 100 x 0.4342945 十 


到 的 结果 为 
lg100! s 157.970 003， 


绍 更 一 般 的 斯 特 


100 有 


0.43429 1 
1200 


比较 准确 的 . 有 关 斯 特 林 公式 的 误差 估计 将 在 补 注 小 节 中 讨论 . 


斯 特 林 公式 , 近似 地 计算 1.3.5.……… :1999. 
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可 (27)! (27m)! 
0 
二 27 2 1 _e_ 
加 | e 】 | 
0 

至 2 
=v3 人 e 】 2 

其 中 的 E 位 人 E(0 站 = 2 一 0 因此 可 取 |b| < 1 


用 = 1000 代入 , 并 |) 1 


用 e 歼 000 = 1 十 


巧 5 , 就 得 到 
1000 一 0 
(1999) 咱 = v5(222) .e I2000 


1 
4.103000.(1+ TO00)， 


入 


j 对 数 计算 得 到 


lg4 二 六 52 十 1000(lg2 一 lge) 


多 0.15051 一 133.26449 = 一 133.113 971 


一 134 十 0.886 02877， 
F 是 就 得 到 4 、 100.886 x 10-134 汪 7.69184 x 10-134. 最 后 有 
(1999)J1 s 7.691814 x 102866 x 


X 二 Dj 
久 7.691814 x (1 十 0.0000830) x 102865 (|0| < 了 JT) 

注 用 Mathematica 求 出 (1999)U s 7.691 493 x 102865, 它 
的 范围 之 内 ， 


确实 落 在 上 述 答案 所 示 


习题 3120 利用 斯 特 林 公 式 求 下 列 极限 : 
(a) lim "VTL 


(DJ 
聊 一 OO 和 一 ADOO 从 
人 。 ln ml 
人 (mn 一 TD 风 2 | 让 则 2 


提示 “斯 特 林 公式 (以 及 沃 利 斯 公式 ) 给 出 了 处 理 阶乘 的 有 效 方法 , 然而 本 题 的 每 
一 题 也 都 有 不 用 斯 特 林 公式 的 解法 : 题 (a) 可 


以 利用 1 VS = 7 题 (b 
己见 于 81.2.7 的 习题 142; 题 (c) 可 用 话 利 斯 公式 归结 于 题 (b); 题 (d) 可 用 施 托 尔 茨 定 
理 ( 见 81.2.7 的 习题 143). 


Se 


5.10.2 “” 补 注 


在 这 一 小 节 将 先 给 出 公式 (5.31) 的 证 明 , 然后 给 出 更 为 一 般 的 斯 特 林 级 数 
时 的 误差 估计 . 


,并 讨论 


85.10 ”斯 特 林 公 式 (习题 3111-3120) 395 


1. 斯 特 林 公 式 (5.31) 的 证 明 


如 附 图 


的 


( 见 84.11 的 表格 (4.21)), 则 可 以 得 到 与 公式 (5.31) 非常 接近 但 还 不 完全 相同 的 公式 ( 见 
[25] 的 定理 


这 


有 很 多 方法 可 


命题 5.18 对 


以 得 到 这 个 公式 . 下 面 将 它 写成 一 个 命题 , 并 给 出 几 个 证 明 . 


m _On 
于 阶乘 吕 = V2mr( 王 ) el (0< 加 <1) 


证 1 这 个 方法 有 明显 的 几何 意义 ， 考虑 


上 


这 里 已 


ln7ml 一 光 In2 二 In3 十 …: 十 Im 
K 一 1 


所 示 , 用 灰色 的 阴影 区 表示 由 曲线 y =lnz(1 专 Z 亏 ee 4 三 0 所 形成 
边 梯形 面积 . 若 对 于 大 = 1 2,…… ,2 一 1 在 [KE 十 1 上 用 梯形 公式 及 其 余 项 估计 


9.12). 为 此 需要 改进 估计 如 下 . 


经 出 现 了 我 们 所 关心 的 天 十 in(E 十 了 


记 上 式 的 最 后 一 项 (连同 其 前 的 负 号 ) 为 到 大 = 1 2,…. ,m -1), 则 有 估计 


下 
o<5==-(| 4 ) 7 = 上 | (二 -td 


二 
色 
二 工 
2 2tidt 2 2 ,2 
太 dt 
| 702 一 友 | 
二 
2 -村 中 = 1 
K2 二 KK 3 lo 12K(KE 十 ]) 


其 中 利用 了 在 0 乏 寺 专 
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rm 一 雪 一 本 十 有 二 (到 一 良 ) > 本 十 太 
现在 即 可 对 lnml! 作出 如 下 估计 : 
多 一 工 
mg 一 二 mm 十 二 [mn 大 十 In(E 十 革 ] 


人 包 一 工 
1 作 
= 广 四 风 十 | Inzdz 一 2 


1 工 
二 万 上 7 mn7 一 即 十 工 2 下 


由 于 已 知 0< 玉 < 因此 无 穷 级 数 河和 收敛 . 记 该 级 数 之 和 为 C, 则 其 余 


二 乞 
项 有 估计 
_ 世 1 
人 
从 而 知道 存在 0 < 0。< 1, 使 得 成 立 
mml= (n+ 村 去 ) mn 一 n+1- 有 


这 样 就 得 到 
六 “而 污 
1 一 这 也 
1 4vT( 本 el2n . 


其 中 的 常数 4 = el-2 > 0, 即 已 经 吸收 了 常数 1 和 无 穷 级 数 》 灭 的 和 在 内 吕 . 以 下 可 
大 三 


用 沃 利 斯 公式 确定 出 4 = V27, 从 略 ( 见 85.9.3 的 习题 3104). 
证 2 ”有 很 多 证 明 方法 与 证 1 类 似 , 它们 的 差别 在 于 对 于 到 的 估计 方法 上 . 
直接 求 积 即 可 对 正 整 数 大 写 出 
K 十 1 1 1 
过 三 | imzdz 一 二 mk+ik+Dl= (+ 去) ma(1+ 去 ) -1 
F 是 只 要 证 明 不 等 式 
于 1 

建立 不 等 式 (5.32) 的 方法 很 多 这 里 列举 两 种 . 

() 如 [34] 第 十 一 章 的 第 二 组 参考 题 15 所 示 , 可 以 先 用 微分 学 方法 ( 见 82.7.2) 对 
0 <Z< 1 建立 不 等 式 


3 
0< 二 了 m 革 二 
然后 用 z = 1/(2n + 1) 代入 即 可 得 所 要 的 不 等 式 . 
(2) 利用 守 级 数 展开 式 ( 即 85.5.4 的 习题 2906 的 答案 ) 
1 ] 工 十 2 03 Z5 


洒 站 本 二 三 


中 利用 C < 


可 见 有 4 >e 了 22 2.501, 这 已 接近 于 4 = V2r 交 2.507. 


和 
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就 可 以 得 到 不 等 式 
放 1 十 生生 人 让 下 六 
] 二 <Z 十 可 人 必 十 2” 十 0 
证 3 IE 
7 ”2 
2,….), 则 就 可 利用 不 等 式 (5.32) 得 到 


7 十 于 


Q7m 十 1 
这 表明 数列 werTm (mn = 12,…) 是 严格 单调 递增 的 ,而 且 与 严格 单调 递减 数列 
Cn = 12,…) 有 相同 极限 , 记 为 4 > 0. 以 下 只 要 用 沃 利 斯 公式 即 可 确定 4 = V 玩 
由 于 同时 有 


2 
即 可 知道 存在 0 < 0。 < 1, 使 得 


二 
这 就 是 所 要 求证 的 斯 特 林 公 式 (5.31) 


2. 斯 特 林 公式 与 斯 特 林 级 数 

如 本 节 开 始 所 说 , 在 对 于 阶乘 可 用 斯 特 林 公式 (5.31), 即 
711 入 V5 责 (全 ) ， 
作 近 似 计算 时 , 其 相对 误差 限 约 为 二 在 此 意义 上 ,， 越 大 , 则 所 得 的 结果 越 好 . 这 些 
特点 , 即 考虑 相对 误差 (而 不 是 绝对 误差), 又 主要 关心 当 变量 充分 大 (或 充分 小 ) 时 的 近 
似 计算 , 即 是 渐 近 方 法 所 共有 的 特征 . 
其 实 这 些 特点 与 极限 理论 中 的 等 价 概念 及 记号 ~ 是 一 致 的 . 回顾 81.5.7 之 1, ww 


lim 忆 


”=0 或 者 =uwl+oJ)=v+o(w) 
来 定义 的 , 而 这 里 就 是 在 lim 所 表示 的 极限 过 程 中 的 相对 误差 趋 于 0. 
类 似 的 情况 还 出 现在 82.10 的 泰勒 公式 的 余 项 中 由 于 本 书 到 此 为 止 在 近似 计算 方 
面 主要 关心 的 是 绝对 误差 , 因此 强调 只 有 拉 格 衣 日 型 余 项 才能 用 于 误差 估计 . 如 果 考 虑 
相对 误差 , 则 $2.10 中 的 佩 亚 诺 型 余 项 (在 《习题 集 》 中 常 称 为 局 部 泰勒 公式 ), 即 
Pr(Z) 一 oz 一 Z0) (Z 一 20)， 
恰好 就 具有 前 面 所 说 的 两 个 特点 , 即 当 z 一 zo 时 可 用 于 估计 相对 误差 . 回顾 8$2.10.4 的 
习题 1413 及 其 注 , 可 见 确 实 如 此 . 

现在 回 到 斯 特 林 公 式 , 如 果 对 于 王 一 元 的 相对 误差 限 不 满 章 , 则 是 否 还 有 更 好 的 公 
式 可 用 ? 


计 


人 
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六 


答案 是 肯定 的 , 这 就 是 一 般 形 式 的 斯 特 林 级 数 . 
引用 在 本 书 的 85.8.3 中 引入 的 渐 近 级 数 和 渐 近 展开 式 等 概念 , 斯 特 林 级 数 就 是 阶乘 
的 如 下 渐 近 级 数 展开 式 : 


已 1 已 1 
TO 2 
Janml 到 m2r+ (十 二) nn 一 ! 十 本 可 了 0 
让 莉 全 和 所 和 
(天 二 1 2 2 
其 中 的 系数 Bs = 言 , Bi = 而 ,Ba 即 是 在 81.1.6 之 3 开始 出 现 的 伯 努 利 


数 在 82.101 的 习 生 13s3 有 信 虽 利 数 的 生成 函数 ， 在 本 书 的 85.5.3 的 习题 2891_ 2893 
的 寺 级 数 展开 式 中 也 都 需要 知道 伯 努 利 数 . 
如 将 上 述 级 数 在 写 出 的 各 项 之 后 截断 , 然后 加 上 余 项 , 则 就 得 到 阶乘 的 一 般 斯 特 林 

人 3 
lnml ~ 广 ia2r 十 (n+ 去 ) nm 一 n+ 


1.2 允 3:.4 7 


2 bl pp 1 二 bp Pop .1 
人 


其 中 0 <.0 < 1 
利用 中 = em 吧 即 可 得 到 ml 的 渐 近 展开 为 
wa LI 19 51 1 
了 mr 由 人 二 了 8 840 4883207 十 } 


可 以 证 明 , 以 上 两 个 渐 近 级 数 都 是 发 散 级 数 , 因此 不 可 能 通过 取 足 够 多 的 项 而 达到 
任意 指定 的 绝对 误差 限 . 对 于 利用 渐 近 级 数 的 近似 计算 , 一 般 采 取 如 下 方法 , 即 在 后 项 
的 绝对 值 比 前 项 绝对 值 降 低 的 情况 下 , 可 以 取 越 来 越 多 的 项 . 这 时 的 发 散 级 数 的 部 分 和 
就 可 能 用 于 计算 得 到 相当 好 的 近似 值 . 例如 , 在 [15] 的 第 二 卷 的 812.6 的 最 后 详细 讨论 
了 如 何 计算 In 100! 到 小 数 点 后 10 位 . 
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85.11 用 多 项 式 和 逼 近 连续 函数 (习题 3121-3135) 


内 容 简 介 ”本 节 的 习题 包含 有 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 和 连续 函数 的 多 项 式 一 致 台 近 
两 方面 的 内 容 . 


5.11.1 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 (习题 3121--3126) 


这 方面 的 内 容 在 81.3.2 的 拟 合 与 插值 中 已 经 讲 过 . 那里 的 习题 197-199 与 本 节 的 习 
题 3121-3126 类 似 , 即 给 定 自 变量 的 交 二 1 个 点 上 的 函数 值 , 求 满足 此 条 件 的 不 超过 普 
次 的 多 项 式 . 

设 m+1 个 点 为 zo,z1… ,Zn 给 定 的 函数 值 为 FLzo), jc) ,za 则 如 81.3.2 
的 推导 所 示 , 满足 条 件 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 为 


习题 3123 利用 数值 zo = 1 yo =1 zl=25,W=5;7zo=100,y =10, 推出 开 
平方 根 y = VZz (1 和 z 世 100) 的 近似 公式 . 


解 ”按照 公式 计算 
(2 一 25)(z 一 100) 
=-25)(G 二 100) 


80 ，191z 2Z2 
99 990 990 


久 一 0.001 010z2 十 0.192 929z 十 0.808 081. 


(zZ 一 1)(z 一 100) 
025 二 (05 二 100) 


(z-Dz 一 25) 


TEST 


十 5 


如 附 图 所 示 , 用 粗 黑 曲线 作出 了 y = vVZ 
的 图 像 ， 又 用 细 曲 线 作 出 了 Za(z) 的 图 像 , 它 
们 交 于 三 个 点 (1 1),(25, 5), (100, 10). 
从 图 上 已 可 看 出 , 用 Zaz(z) 来 计算 z 的 
平方 根 近 似 值 是 难以 得 到 好 结果 的 . 

例如 Zaz[16] 3.63636,， 而 V16 = 4 
O1 100 ” 7a[49] = 7.836 36, 而 V45 = 7. 因此 本 题 提 
习题 3123 的 附 图 出 的 平方 根 近 似 计算 方法 没有 实用 价值 . 


忆 


注 显然 两 条 曲线 只 交 于 三 点 是 不 足以 使 得 它们 在 大 范围 上 相互 之 间 很 接近 . 那 
么 若 增 大 几 即 用 更 高 次 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 时 的 效果 又 会 如 何 呢 ? 这 将 在 补 注 小 节 
讨论 


0 
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5.11.2 “一致 台 近 多 项 式 (习题 3127-3135) 

用 多 项 式 来 逼近 其 他 函数 无 疑 有 很 大 的 优点 . 然而 如 习题 3123 以 及 后 面 的 补 注 小 
节 中 所 说 , 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 实用 价值 不 大 . 从 计算 数学 的 角度 来 看 , 这 里 有 很 多 
方法 (或 者 说 出 路 ). 本 小 节 的 习题 即 体现 了 其 中 之 一 ,这 就 是 要 求 在 指定 的 区 间 上 用 多 


项 式 一 致 逼近 某 个 给 定 
定 的 函数 


多 少 点 上 与 给 


的 函数 ， 


这 日 


里 的 思路 与 拉 格 衣 日 
值 相同 ， 而 是 要 求 在 整体 上 一 致 融 近 给 
区 间 [o, 习 上 的 两 个 函数 FLz) 和 g(z)，/ 


插值 多 项 式 不 同 , 即 并 不 追求 在 


定 的 函数 . 对 于 在 有 界 闭 


jz) 一 gz)| 
来 度量 它们 之 间 的 逼近 程度 . 这 就 是 在 11.4 中 引入 的 “偏差 ” 
这 里 的 第 一 个 问题 是 : 这 是 否 可 能 
数学 分 析 的 最 重要 成 果 之 _ 就 是 在 理论 上 证 明 ; 对 于 有 界 闭 区 间 上 的 连续 函数 
来 说 , 用 多 项 式 一 致 吉 近 是 可 能 的 . 此 外 , 对 于 周期 连续 函数 , 则 用 三 角 多 项 式 一 臻 逼近 
也 是 可 能 的 . 
现在 将 上 述 成 果 列 为 以 下 两 个 相互 独立 的 命题 . 


命题 5.19 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 多 项 式 逼 近 定 理 ) 有 界 闭 


可 以 用 多 项 式 


命题 5.20 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 三 角 多 项 式 逼 近 定 理 ) 在 (一 co,+co) 上 的 周 基 


臻 逼近 


到 任意 


数 jz) 


定 可 以 ) 


肯定 的 程度 . 


9 多项式 


可 以 证 


明 这 两 个 定理 是 


方法 也 非常 多 , 这 方面 的 一 个 综述 


和 区 间 


可 以 证 
致 收敛 于 /o)， 


区 间 限 制 
就 证 明 
容易 理 角 


过 


旭 ， 因 


明 , 若 /zz) 于 


出 
[8] 中 不 仅 在 810.6 给 


为 [0,1], 而 ; 
本 身 来 说 , | 
在 [34] 的 816.3. 
出 了 伯 有 恩 


其 他 各 种 证 明 作 了 浏览 , 此 外 还 举 
本 小 节 的 习题 3127-3132 都 是 有 关 伯 恩 斯 坦 多 项 式 的 计算 . 该 多 项 式 的 定义 如 下 


0,1]] 上 的 函数 /z) 和 正 整数 mw, 称 下 列 多 项 式 为 /z) 的 到 次 伯 ) 


[0,1] 上 连续 


是 等 价 的 , 即 只 要 证 
可 参看 [34 


区 间 上 的 连续 函数 jz) 一 定 


致 台 近 到 任意 指定 的 程度 . 


明 其 
的 816.3, 其 


8 了 定理 的 若干 应 用 . 


即 可 推出 另 它们 的 证 明 
中 详细 写 出 了 几 个 证 明 ， 


人 


恩 斯坦 多 


可 =- 并/ 全 ) cz -am - 


, 则 当 


由 此 可 见 , 这 就 是 命题 5.19 的 证 明 方 法 之 一 , 而 
通过 线性 变换 剖 
伯 恩 斯 坦 多 项 式 证 
专门 对 此 证 明 从 概率 论 


2 


斯 坦 多 项 式 一 


7 一 co 时 ， 


可 以 推 


白 恩 


斯 坦 多 项 式 序列 在 [0,1] 上 一 


口 


广 到 一 


命题 


明 


给 出 了 多 项 式 的 
役 的 
5.19 并 不 困 


吕 


AAA 


不 


人 体 构 造 ， 
ww 引 上 去 ( 即 习题 3128)， 
难 , 然而 其 中 的 思想 则 不 
角度 进行 了 解释 . 在 教科 书 


臻 丙 近 的 证 


明 , 还 在 该 书 的 85.3 等 处 对 伯 
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恩 斯 坦 多 项 式 有 专门 的 讨论 , 其 中 包括 介绍 了 该 多 项 式 与 (在 曲线 和 曲面 设计 中 有 重大 
实用 价值 的 ) 贝 齐 尔 方法 之 间 的 关系 . 
先 考虑 一 般 的 有 界 闭 区 间 fw, 中 上 的 伯 恩 斯 坦 多 项 式 . 
习题 3128 对 于 在 闭 区 间 [w, 吕 上 的 已 知 函 数 /zz) 写 出 伯 因 斯坦 多 项 式 Bu(z) 的 
公式 . 
解 “ 作 线性 变换 z = au 上 人 -ab 则 当 上 从 0 递增 到 1 时, z 从 a 递增 到 已 这 时 有 
(= 了 1-t= 人 ,Jo)=Jae+@-ob=g(b (te [01), 于 是 有 
Bu(z) 一 》 9( 二 )C(L 下 
?一 0 
_ 忌 他 一 ai Ne 7z 一 zw nr 
-cr( 和 (全 
三 . 
Dr 2 1 人 | oj: 一 Dn 
习题 3129 在 闭 区 间 [--1,1] 上 用 伯 恩 斯 坦 多 项 式 Bi(z) 逼近 函数 jz) = 世 
作出 函数 y = 加 二 二 和 4 = Bi(z) 的 图 像 
解 用 变量 代 换 z = -1 上 +24 当 z 从 -1 递增 到 工时 ,上 从 0 递增 到 1， 于 是 有 
ee 1-t=(1 -2z)/2, jz) = FL1+2b0 (te 0,1). 这 样 就 可 以 计算 如 下 : 
并 十 1 让 二 4 一 2 
)- (1 有 人 2 ) 于 ) 
ee DG 一 ai+HCU2 4CTD(G 一 oa 
十 jj0) .6(z+H2G 22 二 FL) 4 二 HDL 一 2o 十 GD) (zz 十 1 
一 吝 |2G Fl)3(1 一 zZ) 十 (z 十 1 人 一 
如 右边 的 附 图 所 示 , 用 粗 黑 折线 作出 y = 
jz) 的 图 像 , 又 用 细 曲 线 作 出 y = Ba4(z) 的 图 
像 . 后 者 是 一 条 四 次 曲线 , 由 于 
Bi(z) = 于 (z 十 D2(2 一 加)， 
By(z) = 立 (1 一 zh)， 
因此 在 区 间 [11 上 ，Bs(z) 与 flz) 的 图 像 都 


习题 3129 的 附 图 


是 单调 递增 的 非 负 下 止 曲线 . 
注 如 [8 的 定理 5.4 所 示 , 从 jz) 到 Bu(z) 的 映射 保持 在 区 间 [a, 上 的 非 负 
性 、 单 调 性 和 凸 性 不 变 . 因此 本 题 的 例子 所 反映 的 特点 具有 一 般 意义 


402 第 五 章 级 数 


习题 3130 在 -1 冬 z 乞 1 上 用 偶数 次 伯 恩 斯 坦 多 项 式 逼 近 函 数 /z) = |2z|. 


解 (概要 ) 如 习题 3128 通过 代 换 zx = -1 二 2 就 可 得 到 
已 zw (7 = 二 > j( -1 本 Co2n(Zz 耻 1 人 (1 Es 2 


于 及 和 


3 


1 一刀 十 1 


人 


以 下 从 略 . 


习题 3133.1 证 明 : 在 闭 区 间 [-1 1 上 lzl = lim 已 (z), 其 


“和 
解 ”利用 8$5.5.2 的 表格 (5.15) 中 关于 VIATZ 在 [-1,1] 上 的 寡 级 数 展开 式 
一 31 
TI 于 Z=1+ 二 xz 于 2 人 疙 5 ”十 (~1 和 xz 所 了 


然后 将 上 式 的 z 用 (z2 - 1) 代替 , 就 可 以 得 到 
同 汪 和 (V5<z 雯 V5)， 


风 一 2 
而 它 的 部 分 和 即 是 题 中 的 已 ,(z). 

注 “对 于 此 题 需要 从 几 个 方面 来 说 明 它 的 意义 . 

(1) 从 上 述 证 明 可 见 , 多 项 式 序列 已 (z) (n = 1 2,….) 不 仅 在 [11 上 收敛 于 |z|， 
而 且 在 [-V2, V3 上 一 致 收敛 于 |z|. 

(2) 从 无 穷 级 数 的 角度 来 看 , 这 个 级 数 一 般 称 为 多 项 式 级 数 , 即 其 每 一 项 都 是 z 的 
多 项 式 . 在 85.5 中 的 震级 数 只 是 多 项 式 级 数 中 的 一 种 特殊 类 型 , 即 其 第 ”项 恰 是 单项 式 
an2n (mn = 0,1…). 如 这 个 例子 所 示 , 在 [V2, V2| 上 一 致 收敛 的 多 项 式 级 数 的 和 函数 
在 zx= 0 处 可 以 不 存在 导数 , 这 与 壤 级 数 的 和 函数 的 可 导 性 质 完 全 不 同 . 

(3) 以 本 题 的 结论 为 基础 , 就 可 以 给 出 魏 尔 斯 特 拉 斯 一 致 台 近 定理 ( 即 命题 5.19) 的 
又 一 个 证 明 . 其 主要 步 又 为 : (a) 用 图 像 为 折线 的 分 段 线性 函数 在 区 间 [w, 吕 上 一 致 逼近 
给 定 的 连续 函数 /z), (b) 证 明 分 段 线性 函数 可 以 由 |z| 和 z 的 线性 组 合 得 到 , (c) 利用 
习题 3133.1 的 (一 致 收敛 ) 结论 . 证 明 的 细节 可 参看 [25] 等 教科 书 . 


习题 3133.2 设 1(z) e Cla, 吉 , 且 
风 =| Adaz=o (E 一 0, 1 2)， 
证 明 : 当 ze[la 引 时 有 Flz) 三 0 


85.11 “用 多 项 式 逼 近 连 续 函 数 (习题 3121-3135) 403 


解 1 用 魏 尔 斯 特 拉 斯 一 致 通 近 定 理 , 在 区 间 [wa 上 存在 一 致 收敛 于 /z) 的 多 项 
式 序列 己 (z) (2 = 1 2,….)， 
由 条 件 可 见 , 对 每 一 个 正 整 数 w, 都 有 
上 7 让 
由 于 这 时 在 区 间 [w, 如 上 也 有 /zj)P,(z) 二 P2(z), 因此 就 可 以 交换 半 -co 和 在 [o. 
上 的 定 积分 运算 而 得 到 


D D 
in | FJP(z)dz =| P2(zjdz=0， 
由 于 户 (z) 是 非 负 连 续 函 数 , 因此 只 能 是 f(z) 三 0 于 [ww 外 上 处 处 成 立 呈 . 
解 2 对 任意 的 多 项 式 P(z), 有 
| Paaz=|Ua-Palaar+| raPadz 
根据 题 设 的 条 件 , 上 式 右 边 的 第 二 个 积分 等 于 0. 因此 对 左边 的 积分 有 估计 
0x< | 疙 司机 雪 着 六 faO-Pol | Holdz. 
这 时 右边 的 第 二 个 因子 为 定 值 , 而 第 一 个 因 We 晶 , 可 以 
选择 P(z) 使 其 任意 小 , 因此 推出 挛 (z) 在 [wo 上 的 积分 为 0, 从 而 /zz) 三 
注 “ 本 题 的 结论 在 条 件 放宽 如 下 时 仍然 成 立 : 存在 某 个 正 整数 fo, 使 得 对 所 有 正 整 
数 天 > Fo, 条 件 MA = 0 成立, 


于 


习题 3134 ( 费 耶 尔 定理 ) 设 ftz) 是 以 2r 为 周期 的 连续 函数 , 而 ou 如 (mn = 
0,1,2,….) 是 它 的 傅 里 叶 系数 . 证 明 : 费 耶 尔 三 角 多 项 式 


交 一 二 . 
an(Z) 一 十 2 (1 一 蕊 ) (ai cos 和 十 isSiniz) 
在 (--co, 十 co) 上 一 致 收 全 于 函数 /z). 


分 析 这 里 需要 指出 本 题 的 重大 意义 . 
记 /(z) 的 全 里 叶 级 数 ( 它 未 必 收 敛 ) 的 部 分 和 函数 序列 为 
亿 一 工 
9n(Z) 一 他 十 2 十 wsiniz) (7 一 1)2……)， 


则 就 可 以 看 出 有 
aa(z) 一 二 [Si(z)+S( 人 十 十 Sn(z]] 人 = 二 2 

实际 上 这 就 是 发 散 级 数 求 和 中 的 Cesaro 求 和 法 (在 $5.5.6 的 习题 2900 的 底 注 中 已 经 
提 到 这 个 概念 并 指出 了 参考 文献 .) 
人 体 来 说 , 若 存在 极限 im on(z), 则 就 称 傅 里 叶 级 数 于 点 zz 处 按照 Cesiaro 方法 
可 求 和 , # 将 此 极限 称 为 传 里 叶 级 数 的 Cesaro 和 ， 


Q@ 参看 84.1.4 的 习题 2205 的 必要 性 部 分 . 
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Sn(z) (2 = 12…) 收 敛 , 则 cn(z) (2 = 1 2 …) 


由 8$1.2.7 的 习题 138 ( 即 柯 西 命题 ) 可 知 , 若 无 穷 级 数 收敛 , 即 部 分 和 函数 序列 


也 收 敛 , 且 收 敛 于 同一 极限 . 这 就 证 


明了 级 数 的 Cesaro 和 是 收敛 级 数 的 级 数 和 概念 的 一 个 推广 . 


< 


与 野 级 数 的 收敛 域 具 


英 哥 洛 夫 曾经 举 出 过 处 处 发 散 的 传 里 叶 级 数 . 然而 本 题 则 表明 , 周 
{cn(z)} 还 一 定 是 一 致 收敛 的 . 


级 数 的 Cesaro 和 总 是 存在 的 , 而 
与 魏 尔 斯 特 拉 斯 三 角 多 项 式 有 逼近 定理 ( 即 


命题 


了 简单 结构 相 比 , 傅 里 叶 级 数 的 收 俊 和 收敛 域 非常 复杂 . 柯 尔 


期 连续 函数 的 傅 里 叶 


i 志 


定 到 


以 看 出 费 耶 尔 


5.20) 比较 , 就 可 


个 证 明 , 同时 提供 了 所 需要 的 三 角 多 项 式 序列 . 


本 身 就 给 出 了 上 述 逼 近 定 理 的 


解 由 于 jz) 和 con(z) (= 12……) 都 是 周 


[一 交 ,如 上 讨论 . 


名 一 工 


9n(Z) 一 他 十 >》 (ai cos1Z 十 isin72Z) 


4 


包 一 工 


先导 出 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 的 积分 形式 (这 与 一 


明 2r 的 周期 函数 , 因此 只 需要 在 


役 教科 书 中 的 推 


导 相 同 ): 


页 和 RE 
他 [ 亏 十 》 (cos 放 cos 和 Zr 十 snt .siniZz)| bdt 


?一 | 
1 
] mx sin (7 一 二 ) 人 一 台 
会员 | 
一 2 Sin 
1 sin (mn 一 本) 
= 支 | 4 jzZ 十 凡 ) qu. 
元 ,一 2sin 六 


在 以 上 推导 中 所 1 


Te 


j 到 的 几 个 知识 点 是 : 传 里 叶 系数 的 积分 公式 , 三 角 恒 等 式 


2simn 疙 (二 十 人 ) 一 Sin (n 一 于)4 
一 1 


和 周期 函数 在 周期 长 度 上 的 积分 不 变性 等 .) 
然后 再 计算 
an(Z) 一 二 (Si(z) 十 Sz(z) 十 … 十 Sn(z)) 
= 工 1 雇工 iD 3 | 
到 国 和 十 Sn 一 7 dz+Wdu 
用 
加 1 下 S1D 7 
一 术 交 慌 | 王 吾 jz 十 U du 
其 中 利用 了 三 角 恒 等 式 
sin 重 ( sm 二 ++sim 呈 二 十 sin 2 1 加 三 汪 介 2 怒 
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所 
法 
煌 
渤 
下 
本 


1 sin -本 和 
其 中 的 非 负 函 数 到 (wu) = 志 ( 人 称 为 费 耶 尔 核 . 


也 元 
用 恒 等 于 1L 的 函数 代替 .Fz), 则 对 每 个 盖 有 Sn(z) =1, on(z) =1, 因此 就 得 到 
下 Zn (V) du 三 工 . 
0 
将 此 式 乘 以 ), 然后 就 可 以 估计 lan(z) 一 7z) 


eatz Z 吕 | 一 外 甩 Co ae 已 He] du 
eaasae -ay 


其 中 5 e (0,m) 待定 . 
以 下 分 别 估计 最 后 的 两 个 积 
对 于 任意 给 定 的 = > 0, 利用 /flz) 为 周期 连续 函数 , 因此 在 (一 oo, +co) 上 一 致 连 
续 , 从 而 存在 5 > 0, 当 z, zy 满足 lz' -zy| < 5 时 , 就 有 |7(z) - jz)| < 号. 于 是 在 
ue [0,5] 时 , 就 有 


| 生 +99- 昌 -Ja < 村 [ye+ 加 -JI+le- 本 -Jol< 生 
从 而 就 有 
[ 让 1 总 jad < 呈 | 及 (oOdux 号. 
0 0 
取 定 上 述 5 > 0, 则 在 5 入 炎 科 工时 有 估计 
0o< 有 < 去 :一 一 


再 利用 jz) 在 (-co,+co) 上 有 界 , 因此 存在 M > 0, 使 得 第 二 个 积分 满足 估计 
0< | 咏 O ) | 了 -oltu< 世 ， 
于 是 对 同一 个 s > 0, 存在 N, 当 史 > N 时 ,， 上述 积分 小 于 于 是 也 就 有 
lcn(z) -cz)| < s， 
对 于 z e [一 Tf,T] 一 致 成 立 . 这 就 是 cn(z) 己 /xz) (ze [一 ToT). 
习题 3135 对 于 函数 


站 


帮 W 一 1Z| (入 7 入 T) 


作出 费 耶 尔 三 角 多 项 式 can-1(2Z). 


解 在 85.6.1 的 习题 2942 中 已 求 出 了 所 需要 的 传 里 叶 级 数 , 其 系数 为 oo = T， 
an 一 0, 刀 =0(n=12,…), 于 是 即 可 得 到 


全 
T(27m 一 1)2 
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也 一 工 
元 28 一 1Ncos( 28 一 1)z 
on-l(2) 一 于 一元 Us (2 一 1 
大王 1 
区 4 习 一 1Ncos(28 一 1)zZ 
ozn(O) 二 本 一 2 元 ( 25 一 1 
注 “到 此 为 止 , 对 于 函数 |z| (在 区 间 [-1J 或 [-mxl 上 ) 已 经 得 到 了 多 个 无 穷 级 


数 展开 式 . 由 于 在 点 z = 0 处 不 可 导 , 它 不 可 能 有 (以 z = 0 为 中 心 的 收 和 敛 半径 大 于 0 
的 ) 肾 级 数 展开 式 . 在 习题 2942 得 到 的 是 传 里 叶 级 数 展开 式 , 而 且 恰 巧 是 一 致 收敛 的 ; 
在 习题 3130 则 可 以 从 (于 [-11 上 一 致 逼近 的 ) 伯 恩 斯 坦 多 项 式 出 发 ,得 到 一 致 收敛 
的 多 项 式 级 数 ; 在 习题 3133.1 则 从 (于 [一 1,1 上 一 致 收敛 的 ) VE 二 zz 的 泰勒 级 数 出 发 ， 
得 到 一 致 收敛 的 多 项 式 级 数 ; 在 习题 3135 则 可 以 从 (一 致 收敛 的 ) 费 耶 尔 三 角 多 项 式 出 
发 ,得 到 一 致 收敛 的 三 角 多 项 式 级 数 . 


5.11.3 ” 补 注 


这 里 要 指出 , 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 形式 简洁 美观 , 推导 的 思路 也 很 有 启发 性 ( 见 
81.3.2), 似乎 是 一 件 艺术 品 , 但 实际 上 却 缺 少 实 用 价值 , 一 般 很 少 使 用 高 次 (例如 七 、 八 
次 以 上 ) 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 . 这 是 因为 随 着 次 数 的 增加 ,虽然 所 得 到 的 插值 多 项 式 
在 更 多 的 点 上 与 指定 的 函数 值 一致 , 但 其 系数 对 给 定 的 数据 有 敏感 依赖 性 , 计算 不 稳定 . 
更 为 严重 的 是 , 所 得 到 的 多 项 式 曲线 还 可 能 产生 剧烈 振荡 , 以 致 于 根本 不 能 用 于 再 近 原 
来 的 函数 . 这 就 是 龙 格 在 二 十 世纪 初 发 现 的 现象 ( 称 为 龙 格 现象 ). 


本 


如 人 “全 霹 龙 格 的 例子 即 是 在 区 间 [-1,1] 上 用 (”+D) 
N iD、 个 等 距 分 点 作 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 us(z), 使 得 
0 它 在 分 点 的 值 与 函数 
1 
在 分 点 的 值 相 等 . 


在 附 图 上 用 粗 黑 曲线 作出 了 jz) 的 图 像 ， 
又 用 细 曲 线 分 别 作 出 了 Za(z)，Za(z)，Zs(z) 
和 Zi6(z) 的 图 像 ， 其 中 Zi6(z) 的 最 小 值 约 为 
一 14.353, 因此 低 于 -1.5 的 部 分 只 能 割爱 了 . 
论 上 可 以 证 明 , 只 有 在 |z| < 0.726 .… 时 ， 
Zan(z) 收敛 于 帮 z), 而 在 这 个 区 间 之 外 ,Zn(z) 是 
关于 龙 格 现象 的 附 图 发 散 的 . 
于 是 必须 寻找 其 他 的 途径 来 解决 插值 与 逼近 问题 . 例如 85.11.2 的 两 个 逼近 定理 和 
82.11.6 之 !1 的 切 比 雪夫 定理 ( 即 命题 2.11) 就 是 如 此 . 实际 上 这 就 是 函数 逼近 论 的 起 点 ， 
例如 可 以 参考 [22] 等 数值 通 近 方面 的 教科 书 , 在 数学 分 析 教 科 书 中 则 可 以 参考 [8]. 


已 
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